Cabe aqui ressaltar a importancia dessa analise.
Apressadamente poder-se-ia supor que, com a in-
crivel melhoria em desempenho dos equipamentos
recentes frente aos de algum tempo atras, e mesmo

com a expectativa de ainda melhores performan-
ces no futuro, seria desnecessaria uma preocupacao com a
qualidades de uma solugao em termos de eficiencia. No entanto, o
que se observa &€ um crescimento também acelerado na
dificuldade dos problemas submetidos ao computador, além de
um aumento significativo na quantidade de dados (tamanho de
entradas). Ou seja: as maquinas melhoram mas os problemas
pioram, e até numericamente pode-se verificar que uma solucao
de baixa qualidade torna-se economicamente imune ao aumento
da capacidade de processamento das maquinas. Por fim,
certamente ha um limite para o aumento de desempenho das
maquinas. Entao, a escolha da melhor solucao se tornara critica.
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A notacao O
Diz-se que uma funcao g(n) € O(f(n)),
notando-se g = O(f(n)) se existir alguma

constante ¢ > 0 e um inteiro n,, tal que n > n,
implica g(n) <= c* f(n).
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A notacao O

Diz-se também que g(n) tem taxa de
crescimento proporcional a f(n), € de ordem

maxima f(n), de magnitude f(n), de complexidade f(n) ou
simplesmente que € O de f(n).

Isto € interpretado como uma constatacao de que f
expressa um limite superior para valores assintoticos de
g. Ou que O(f(n)) tem como valor uma quantidade nao
conhecida explicitamente, sabendo-se que nao excede
c*f(n), se n for suficientemente grande (n>n,). Este n, é

entao o ponto a partir do qual g(n) € seguramente menor
gue (ou € ultrapassada por) f(n).
NAlF



A notacao O

Exemplo:
se f(n)=n? + 1, entdo g(n)=0(n3);

também: f(n)=n3+5n%-3 € O(n?);
f(n)=517 € O(1);
f(n)=k2" & O(2").

E bom ressaltar que f(n)=n?>+1 também é O(n%®) e O(n*)...
pois estas expressoes satisfazem a relacao estabelecida.

Ao se tomar o tempo de execugao T(n) de um algoritmo com
uma funcao g, na implicagao acima, pode-se naturalmente
considerar sobre sua magnitude, ou sua complexidade f.
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A notacao O

No trabalho com estruturas de dados as
complexidades costumeiras, em ordem crescen-

te, sao as seguintes:

— O(1) ou constante;
O(log n) ou logaritimica;
O(n) ou linear;

— O(nlogn)ounlogden;
O(n?) ou quadratica;

— O(n?®) ou cubica.
Embora nao se apresente aqui um método formal para

determinagdo da magnitude de uma fungdo, um conjunto de

re%ras praticas pode ajudar. As consideragcoes anteriores

sobre simplificacoes da expressao da taxa de crescimento do

tempo de execugdo valem para a determinagéo de O(f(n)) de
algoritmos, pois atendem a propriedade descrita. NASF



A notacao O
Por exemplo:

a. regra da complexidade polinomial.
se P(n) € um polinbmio de grau k, entao P(n) =
O(n*).

Isto € certo, pois para valores grandes de n, os
termos adicionais do polinbmio podem ser desprezados,

e se tera constantes ¢ e n, tais que, para todo n > n,,
P(n)<=c*n*. Além disso, € certo que:

b. f(n) = O(f(n));
WA F



A notacao O

C. regra da constante:

O(c™(n)) = ¢* O(f(n)) = O(i(n));
O(f(n)) + O(f(n)) = O(i(n));

e. regra da soma de tempos:
se T,(n) = O(f(n)) e T,(n) = O(g(n)) ent&o T,(n) + T,(n)
= O(max(f(n),g(n)))

Isto significa que a complexidade de um algoritmo
com dois trechos em sequéncia com tempos de
execucao diferentes € dada como a complexidade
do trecho de maior complexidade. WNAF



A notacao O

f.  regra do produto de tempos:

se T,(n) = O(f(n)) e T,(n) = O(g(n)) entédo

T4(n) * T(n) = O(f(n) * g(n))

Isto significa que a complexidade de um algoritmo
com dois trechos aninhados, em que o segundo é
repetidamente executado pelo primeiro, é dada como
o produto da complexidade do trecho mais interno
pela complexidade do trecho mais externo. ale
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Complexidade de algumas estruturas de controle

Regras rigidas sobre o calculo da comple-

xidade de qualquer algoritmo nao existem,
cada caso deve ser estudado em suas condicoes.

No entanto, as estruturas de controle classicas da
programacao estruturada permitem uma estimativa
tipica de cada uma.

A partir disso, algoritmos construidos com
combinacoes delas podem ter sua complexidade mais
facilmente estabelecida.
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comando simples — tem um tempo de
execucgao constante, O(c) = O(1).

sequéncia — tem um tempo igual a soma dos
tempos de cada comando da sequéncia; se cada
comando € O(1), assim, também sera a sequéncia;
senao, pela regra da soma, a sequéncia tera a
complexidade do comando de maior complexidade.

alternativa — qualquer um dos ramos pode ter
complexidade arbitraria; a complexidade resultante
€ a maior delas; isto vale para alternativa dupla (if-
else) ou multipla (switch).
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d.

I.

repeticoes
repeticao contada: € aquela em que cada
iteracao (ou “volta”) atualiza o controle

mediante uma adi¢cdo (geralmente, quando
se usa uma estrutura do tipo for, que especifica
incremento/decremento automatico de uma variavel
inteira).

Se o numero de iteracdes é independente do tamanho
do problema, a complexidade de toda a repeticao € a
complexidade do corpo da mesma, pela regra da
constante (ou pela regra da soma de tempos).

for (i=0; i<k ; i++) /| se k nao é f(n) entao
trecho com O(g(n)) // o trecho é O(g(n))

NAlF



for (i=0; i<10 ; i++) Il isto é O(1), logo toda
{ Il a repeticao e O(1)

X = X+V;

printf (“%d”, x);
}

Se 0 numero de iteragdes € funcao de n, pela regra
do produto teremos a complexidade da repeticao como
a complexidade do corpo multiplicada pela funcdo que
descreve o numero de iteracoes. Isto €:

for (i=0; i<n ; i++) Il como o numero de iteragoes é f(n)=n
Il entao o trecho é O(n*g(n))

Exemplo:

for (i=0; i<k*n ; i++) Il o trecho é O(f(n)*g(n)), no caso
trecho com O(log n) // O(k*n*log n), ou seja: O(n log n) N F



Uma aplicacao comum da regra do pro-
duto é a determinacao da complexidade
de repeticoes aninhadas.

Exemplo:
for (i=0; i<n ; i++) Il o trecho é O(f(n)*g(n)), no caso
for (j=0; j<n ; j++) // g(n)=n*1 (laco interno); logo,
trecho com O(1) // O(n*n), ou seja: O(n?)
Exemplo: Il o lago interno é executado 1+2+3
for (i=1; i<=n ; i++) // +...n-1 +n=n*(n+1)/2 vezes, logo,
for (j=1; j<=i ; j++) // O(n*(n+1)/2), ou seja:
trecho com O(1) // O(0.5(n*+n)) ou seja O(n?) N F



Exemplo:
for (i=1; i<=n ; i++) O lago interno é executado n+n-1
for (j:n; i<=j ; j--) +n-2+...+2+1=n*(n+1)/2 vezes, ou
trecho com 0(1) seja: O(n?) como no caso anterior

Os dois ultimos exemplos podem ser generalizados para
quaisquer aninhamentos de repeticbes contadas em Kk niveis,
desde que todos os indices dependam do tamanho do problema.
Nesse caso, a complexidade da estrutura aninhada sera da ordem
de n*.

Exemplo; O lagco mediano é executa-

d +n-1+n-2+...+2+1=
for (INdExt=1; IndExt<=n ; IndExt++) (rf; :‘n) o erens oo maie

for (IndMed=IndExt; IndMed<=n ; IndMed++) interno sera executado no

for (Indint=1; IndIint<=indMed; Indint++) maximo n vezes; logo, tem-
trecho com O(1) se O((n*+n)*n), ou seja:0(n)

NAlF



Il.

repeticao multiplicativa: € aquela em que
cada iteragao atualiza o controle median-
te uma multiplicacao ou divisao.

Exemplo:

limite=1; Il o nimero de iteracdées depende de n;

while (|imite<=n) /l limite vai dobrando a cada iteracao;

{ Il depois de k iteragoes, limite = 2k e k = log, limite;

t_rec_:ho cc_)m. Og) /[ como o valor maximo de limite é n, entao o trecho
limite = limite*2; Il & O(log,n) = O(log n)

OBS: Na verdade O(log n) independe da base do
logaritmo, pois logn = log_b*log n = c*log,n. Phalf



. [ o numero de iteracoes depende de n; limite vai-se
E)fem_pk_)' subdividindo a cada iteragcao; depois de k=log,n
int limite; iteragoes, encerra; entdo o trecho é O(log n)*/

for (limite=n; limite!=0; limite /=2)
trecho com O(1)

Os dois exemplos anteriores também podem ser
generalizados, adotando-se um fator generico de multiplicacao
fator. Nesse caso, o numero de iteragcbes sera dado por k =

log.....limite = O(log f(n)), se o limite € fungao de n.
Exemplo:
int limite=n: I* o numero de iteragoes depende
while (limite!=0) {  de n; limite vai-se subdividindo
for (i=1; i<=n; i++) 2 cada iteragao; o lago interno
trecho com O(1) € O(n), o externo O (log n);
limite = limite/2; logo, o trecho € O (n log n)*/

} NAlF



e. Chamada de Procedimento

Pode ser resolvida considerando-se

que o procedimento também tem um algoritmo com
sua propria complexidade. Esta € usada como base
para calculo da complexidade do algoritmo
Invocador.

Por exemplo: se a invocagao estiver num ramo de
uma alternativa, sua complexidade sera usada na
determinacao da maxima complexidade entre os
dois ramos; se estiver no interior de um laco, sera
considerada no calculo da complexidade da
sequéncia repetida, etc. N F




A questao se complica ao se tratar de
uma chamada recursiva.

Embora nao haja um meétodo unico

para esta avaliacao, em geral a complexidade de um
algoritmo recursivo sera funcao de componentes como:
a complexidade da base e do nucleo da solugcao e a
profundidade da recursgo. Por este termo entende-se o
numero de vezes que o0 procedimento € invocado
recursivamente. Este numero, usualmente, depende do
tamanho do problema e da taxa de reducdo do
tamanho do problema a cada invocacao; E € na sua
determinacao que reside a dificuldade da analise de
algoritmos recursivos. Phale



Como exemplo, considere o algoritmo para o calculo
do fatorial.

int fatorial (int n)

{
if (n==0)
return 1; /| Base
else
return n*fatorial(n-1); /INucleo
}

A reducao do problema se faz de uma em uma unidade, a cada
reinvocacao do procedimento, a partir de n, até alcancar n = 0.
Logo, a profundidade da recursao € igual a n. O nucleo da solugao
(que é repetido a cada reinvocacao) tem complexidade O(1), pois
se resume a uma multiplicagao. A base tem complexidade O(1),
pois envolve apenas uma atribuicao simples. Nesse caso, conclui-
se que o algoritmo tem um tempo T(n) = n*1+1 = O(n).
WNASF



f. Desvio Incondicional

A discussao anterior presumiu que

os algoritmos sejam construidos com
as estruturas da programacao disciplinada. O uso
Indiscriminado de desvios incondicionais ha de
incrementar a dificuldade do calculo da
complexidade. No entanto, o go to nio causara
problemas em casos de uso restrito:

- quando for usado como desvio para a frente,
associado a uma condicao de parada, apenas para
sair de um laco de repeticao, diretamente para o
comando subsequente ao corpo da repeticao;
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nesse caso, o tempo do pior caso nao €
afetado, pois se assume que o pior caso
é quando tal desvio nunca é executado e

a repeticao ocorre um numero maximo de vezes;

- quando for um desvio para tras, estabelecendo
uma repeticao adequadamente estruturada (ou
seja. desde que os lacos estejam separados ou
completamente aninhados); nesse caso, a analise
pode ser feita sobre a estrutura de repeticao
resultante. MNalE



Comparacao Quantitativa

Pode-se ter uma ideia do que alguns
autores chamam de “tirania da taxa de

crescimento” observando-se o comportamento de
diversos algoritmos de complexidade diferente, todos
dedicados a solucao do mesmo problema, sob as
mesmas condicoes de processamento.

Nos valores a seguir, assume-se que uma
operacao elementar € executavel em um decimo de
microssegundo (0,7 * 10°%s).
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E digna de nota a taxa de crescimento dos algoritmos
de ordem exponencial. Em geral, seu desempenho
torna-se de custo proibitivo, devendo ser usados apenas
gquando nao se conheca solucao de menor complexidade.

Complementarmente, pode-se considerar o efeito do aumento da
capacidade de processamento sobre

FUNCAO DE n (tamanho do problema)
COMPLEXIDADE 20 40 60

n 0.0002 s 0.0004 s 0.0006 s

n logxn 0.0009 s 0.0021 s 0.0035 s
n? 0.0040 s 0.0160 s 0.0360 s
n? 0.0800 s 0.6400 s 2.1600 s
2n 10.0000 s 27 dias 3660 seculos
3n 580 minutos 38550 seéculos 1.3*10!* séculos




o tamanho do maior problema solucionavel em um
certo tempo. A tabela a seqguir apresenta resultados
para os mesmos algoritmos, executados na maquina
original e em maquinas 100 e 1000 vezes mais rapi-

das,

tomando-se como basico o

solucionavel em 1 hora de processamento.

tamanho do problema

~ Tamanho da maior instancia solucionavel em 1 hora
FUNCAO DE . - — —— . -
COMPLEXIDADE maquina original maquina 100 vezes maquina 1.000
mais rapida vezes mais rapidas
n N 100N 1.000 N
n log->n N1 22 .5 N1 140.2 N1
n- N2 10 N2 31.6 N2
n3 N3 4.6 N3 10 N3
n ™4 MNA + 6 N4 +10
L, N5 N5+ 4 N5+ 6




Como ja foi citado, algoritmos de alta
complexidade tém um ganho pouco significa-
tivo em funcao da capacidade da maquina.

Os algoritmos exponenciais, principalmente, sao quase
Imunes: no exemplo da tabela, o algoritmo com O(2")
tem um ganho de apenas 70 unidades no tamanho do
problema solucionavel com uma maquina 7000 vezes
mais rapidas!

Na pratica, sao consideradas aceitaveis complexidades
Nno maximo polinomiais na ordem de n2.
WNAF



Exercicio: O algoritmo a seguir calcula o valor do
somatorio de um determinado numero de termos da série:
2 3 3
D:_I :+1:_ :_I_ - = momm.
41 6! 3! 10! 121
Sendo que o numero de termos a serem somados é

fornecido pelo usuario.

algoritmo "Exemplo™ i <-ind
var 2 fib <-0
ind, i, fat, fib, aux, n: inteiro O(n ) aux <-1
s: real enquanto (i>1) faca
inicio aux <-fib + aux
s<-0 fib <- aux - fib
escreva ("Entre com o numero de termos a i<-i-1
serem somadas: ") fimenquanto
leia (n) s <-s + -17(ind+1) * fib / fat
para ind de 1 ate n faca fimpara
fat <-1 escreval ("O valor do somatério é: ", s)
parai de 2 ate ind*2 faca fimalgoritmo

fat <-fat * i
fimpara I.Nms':



