Funcoes e Modelos

Adptado e Revisado:
Prof. Lino Silva - UNIVASF

Copyright © Cengage Learning. Todos os direitos reservados.



Modelos Matematicos:
m Uma Lista de Funcoes Essenciais

Copyright © Cengage Learning. Todos os direitos reservados.



-Ios Matematicos: Uma Lista de Funcdes Essenciais

Um modelo matematico € a descricdo matematica
(frequentemente por meio de uma fungao ou de uma equacao)
de um fenbmeno do mundo real, como o tamanho de uma
populacao, a demanda por um produto, a velocidade de um
objeto caindo, a concentracao de um produto em uma reacgao
guimica, a expectativa de vida de uma pessoa ao nascer ou o
custo da reducao de poluentes.

O proposito desses modelos € entender o fenbmeno e talvez
fazer previsdes sobre seu comportamento futuro.



-Ios Matematicos: Uma Lista de Funcdes Essenciais

A Figura 1 ilustra o processo de modelagem matematica.

Problema Formular Modelo Resolver Conclusdes Interpretar Previsdes sobre
do mundo real » matemético » matemiticas > o mundo real

T Testar

O processo de modelagem

Figura 1



-Ios Matematicos: Uma Lista de Funcdes Essenciais

Um modelo matematico nunca € uma representacao
completamente precisa de uma situacido fisica - €& uma
idealizacao.

Um bom modelo simplifica a realidade o bastante para permitir
calculos matematicos, mantendo, porém, precisao suficiente para
conclusOes significativas.

E importante entender as limitagdes do modelo. A palavra
final esta com a Mae Natureza.



-Ios Matematicos: Uma Lista de Funcdes Essenciais

Existem varios tipos diferentes de funcdes que podem ser
usadas para modelar as relacdoes observadas no mundo real.

A seguir, discutiremos o comportamento e os graficos dessas
funcbes e daremos exemplos de situacbes modeladas

apropriadamente por elas.



Modelos Lineares



-elos Lineares

Quando dizemos que y € uma funcao linear de x, queremos
dizer que o grafico da funcao € uma reta.

Assim, podemos usar a forma inclinagcao-interseccao da

equacao de uma reta para escrever uma féormula para a funcao,
como

y==mx+bou f(x)=mx+b

onde m € o coeficiente angular da reta e b € a interseccao com
0 eixo y.



-elos Lineares

Uma caracteristica peculiar das funcbes lineares € que elas
variam a uma taxa constante. Por exemplo, a Figura 2 mostra
o grafico da funcgao linear f(x) = 3x — 2 e uma tabela de valores

amostrais.

X flx) =3x -2
f y=3x-2
" 1.0 1.0
1,1 1.3
0 . 1,2 1.6
1,3 1.9
-2 1.4 2,2
1.5 2,5

Figura 2



-elos Lineares

Note que sempre que x aumenta 0,1, o valor de f(x) aumenta
em 0,3.

Entao, f(x) aumenta trés vezes mais rapido que x.
Assim, a inclinagao do grafico y = 3x — 2, que € igual a 3,

pode ser interpretada como a taxa de mudanca de y com
relacao ao x.
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Sexemplo

(a) A medida que o ar seco move-se para cima, ele se expande
e esfria. Se a temperatura do solo for de 20 °C e a temperatura
a uma altitude de 1 km for de 10 °C, expresse a temperatura T
(em °C) como uma fungao da altitude h (em km), supondo que
um modelo linear seja apropriado.

(b) Faca um grafico da fungcao na parte (a). O que a
inclinacao representa?

(c) Qual é a temperatura a 2,5 km de altura?
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!nplo 1(a) — Solucao

Como estamos supondo que T € uma funcao linear de h,
podemos escrever

I'=mh+b
Também nos € dado que T =20 quando h =0, entao
20=m 0+b=0b

Em outras palavras, a intersec¢cao com o eixo y € b = 20.
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!nplo 1(a) — Solugao

Também nos € dado que T=10 quando h=1, entao
10=m 1+ 20

Logo, a inclinagao daretaée m=10- 20 =-10.

Portanto, a funcao linear procurada é

T=-10h+ 20
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!nplo 1(b) — Solucao

O grafico € esbogcado na Figura 3. A inclinacao € igual a
m = —10°C/km e representa a taxa de variacao da temperatura
em relacao a altura.

continuacao

A uma altitude de h = 2,5 km,
a temperatura €

20 -

T=—10h+ 20
10 +

0__i\"77

Figura 3

T =-10(2.5) + 20 = —5°C
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-elos Lineares

Se ndo existir uma lei fisica ou principio que nos ajude a formular o
modelo, construimos um modelo empirico, inteiramente baseado em
dados coletados.

Procuramos uma curva que se ajuste aos dados, no sentido de que ela
capte a tendéncia dos pontos dados.
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Polindbmios
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-16mios

Uma funcao P é denominada polinbmio se
P(x)=ax"+a,_ x"'+ - +ax+ax+a,
onde n € um inteiro nao negativo e os numeros

dgy, dq, Ay, . . ., A,

sao constantes chamadas coeficientes do polinbmio.

O dominio de qualquer polindmio ¢ R = (—ox, ),

17



polinomios

Se o coeficiente dominante a, # 0, entdo o grau do polinébmio &
n.

Por exemplo, a funcao
P(x) = 2x° — x* + 2x° + /2

é um polinbmio de grau 6.
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polinomios

Funcao Polinomial do Primeiro Grau
Um polinémio de grau 1 € da forma P (x) = mx + b.

Portanto, a fungcao P(x) = mx + b € uma funcao linear.

Funcao Polinomial do Segundo Primeiro Grau
Um polindmio de grau 2 é da forma P(x) = ax? + bx + c.

A funcdo P(x)=ax?+ bx+ c ¢ chamada funcao quadratica.

19



-16mios

O grafico de P(x) = ax? + bx + ¢ € sempre uma parabola obtida
por translagbes da parabola y = ax?.

A parabola abre para cima se a > 0 e para baixo quando a < 0.
(Figura 7.)

YA

=Y

IS

(@) y=x"+x+1 (b)y y=—2x"+3x+1

Os graficos de fungdes quadraticas sao parabolas
Figura 7
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polinomios

Um polindmio de grau 3 tem a forma
P(x)=ax3+bx?+cx+d sendo a#0

e € chamado funcao cubica. A Figura 8(a) mostra o grafico de

uma fungao cubica
A
/\l\_/
/ 0 T X

(@y=x—x+1

Figura 8
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polinomios

A Figura 8 mostra os graficos de polinbmios de graus 4 € 5 nas
partes (b) e (c).

A A
o 201
|
! g } Ze
\/ a3 -
b)y=x*—3x"+x (c) y=3x>—25x*+ 60x

Figura 8 22



!nplo 2

Uma bola é solta a partir do posto de observacao no topo da
Torre CN, 450 m acima do chéao, e sua altura h acima do solo &
registrada em intervalos de 1 segundo na Tabela 2.

Encontre um modelo para ajustar

0os dados e use-0 para prever TABELA 2
o tempo apds o qual a bola atinge Tempo Altura
O chao (segundos) (metros)

450
445
431
408
375
332
279
216
143

61

=T - < = L e




!nplo 2 — Solucao

Vamos fazer um diagrama de dispersao na Figura 9 e observar
gue um modelo linear nao é apropriado.

o4

(metros)

400 +

200 +
0 2 4 & 1§
(segundos)

Diagrama de dispersao para uma bola caindo
Figura 9
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!nplo 2 — Solucao

Parece que os pontos podem estar sobre uma parabola; assim,
vamos tentar um modelo quadratico.

continuacao

Usando uma calculadora grafica ou um SAC (que usa o método
dos minimos quadrados), obtemos o0 seguinte modelo
quadratico:

h=449,36 + 0,96t — 4,90 (1)
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!nplo 2 — Solucao

Na Figura 10 fizemos um grafico da Equacao 1 a partir dos
pontos dados e vimos que o0 modelo quadratico € adequado.

continuacao

hA

400 1

200 T

0 2 4 6 8 t

Modelo quadratico para uma bola caindo

Figura 10
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!nplo 4 — Solucao

A bola atinge o chao quando h = 0, e assim resolvemos a
equacao quadratica

continuacao

—4,902 + 0,96f + 449,36 = 0

A féormula quadratica fornece

_ —0.96 = \/(0.96) — 4(—4,90)(449,36)
2(—4.90)

A raiz positiva é t = 9,67; dessa forma, predizemos que a bola
val atingir o chao apos 9,7 segundos.
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Funcoes Potéencias
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-;695 Poténcias

Uma funcao da forma f (x) = x2, onde a € uma constante, é
chamada funcao poténcia.

Vamos considerar varios casos.
(i) @a = n, em que n é um inteiro positivo

Os graficos de f(x) = x" paran =1, 2, 3, 4 e 5, e sao indicados
na Figura 11.

Expressodes do tipo X" sao polinbmios com somente um termo.
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oes Poténcias

VA y=x VA V4
1 1+ 14
0 1 X 0 1 X 0 X
YA y=x YA y=x
1 1
of | «x of | «x

Graficos de f(x) = x"paran=1,2,3,4,5
Figura 11
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-;695 Poténcias

A forma geral do grafico de f(x) = x” depende de n ser par ou
impar.

Se n for par, entao f (x) = x” sera uma funcao par e seu grafico
sera similar ao da parabola y = x2.

Se n for impar, entao f(x) = x" sera uma funcao impar e seu
grafico sera similar ao de y = x3.
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oes Poténcias

Observe na Figura 12, porém, que a medida que n cresce, O
grafico de y = x" torna-se mais achatado quando proximo de
zero € mais inclinado quando | x | =2 1. (Se x for pequeno, entao
X?2 € menor; x3 sera ainda menor, x* sera muito menor, e assim

por diante.)

Familias de funcdes poténcias
Figura 12
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-;695 Poténcias

(if) a=1/n, onde n é um inteiro positivo

A funcdo f(x) = x"" = {/x é uma fungio raiz.

Para n = 2, ela é a fung&o raiz quadrada, f(x) =./x, cujo
dominio € [0, =) e cujo grafico € a parte superior da parabola

x = y?. [Figura 13(a).]

ya

(I, 1)

Y

‘ flo=v/x

Figura 13(a)
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-;695 Poténcias

Para outros valores pares de n, o graficode y = \/; e similar
aode y=./x.

Para n = 3, temos a fungdo raiz clibica y= {x. cujo
dominio € R. (lembre-se de que todo numero real tem
uma raiz cubica).

O grafico de y = /x. esta na Figura 13(b).

vA

> Grafico da funcao raiz
X

O X
Figura 13(b)
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-;695 Poténcias

(iii) a = -1

O grafico de funcgao reciproca f(x) = x ' ou f(x) =1/x esta na
Figura 14.

Seu graficotem a equacaoy=1/x,ouxy =1, e € uma
hipérbole com os eixos coordenados como suas assintotas.
4

A funcdo reciproca
Figura 14
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oes Poténcias

Esta funcao aparece em fisica e quimica em conexao com a Lei

de Boyle, que afirma que, sendo constante a temperatura, o

volume de um gas V € inversamente proporcional a pressao P:
C VA

V=—
P

onde C é uma constante.

Assim, o grafico de V. como uma
funcao de P (Figura 15)

tem o mesmo formato geral >
da metade direita da Figura 14. 0 P

Volume como uma funcéo da pressao
a temperatura constante

Figura 15 30



Funcoes Racionais
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-;695 Racionais

Uma funcao racional f € a razao de dois polinébmios:

P
00

onde P e Q sio polinbmios.

f(x)

O dominio consiste em todos os
valores de x tais que Q(x) = 0.

Um exemplo simples de uma funcao
racional é a funcao f(x) = 1/x,

cujo dominio é {x | x # 0}; esta

€ a funcgao reciproca cujo grafico esta
na Figura 14.

A funcgao reciproca

Figura 14 38



-;693 Racionais

A funcao
x*—x*+ 1

x> — 4

2
fx) =
€ uma fungao racional com dominio {x | x # £ 2}.

O grafico € mostrado na Figura 16.

Y

20
(D WZ ?
i
|
|
|
|

Figura 16




Funcoes Algebricas
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-;695 Algebricas

Uma funcao f € chamada funcao algébrica se puder ser
construida por meio de operacgbes algébricas (como adicao,
subtracao, multiplicacao, divisdo e extracao de raizes) a partir
de polinbmios.

Toda funcao racional € automaticamente uma funcao algébrica.
A seqguir, alguns exemplos:

xt — 16x?

f(x) =+/x>+ 1 g(x) = Yy + (x — 2)/x + 1

41



-;695 Algebricas

Quando trabalharmos com fungdes algébricas, veremos que
seus graficos podem assumir diversas formas. A Figura 17
llustra algumas dessas possibilidades.

YA VA VA
24
| >
_ X
3 | | 1 f\
o| 3 X ol | :
(@) flx)=xyx +3 (b) gx)= x> =25 (c) h(x)=x* (x—2)°
Figura 17
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-;695 Algebricas

Um exemplo de fungao algebrica ocorre na Teoria da
Relatividade.

A massa de uma particula com uma velocidade v &

my

- V1 — v?/c?

m=f

onde m,e a massa da particula em repouso e
¢ = 3,0 x 10° km/s € a velocidade da luz no vacuo.

43



Funcoes Trigonométricas
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-;695 Trigonometricas

Em calculo, convenciona-se dar a medida de angulos
em radianos (exceto quando explicitamente mencionado).

Por exemplo, quando utilizamos a fungao f(x) = sen x,
entende-se que sen x seja 0 seno de um angulo cuja
medida de radianos ¢é x.

45



-;693 Trigonomeétricas

Os graficos das funcdes seno e cosseno estiao na Figura 18.

DZN NPZE ’r _\/

2

(b) g(x) = cos x

Figura 18



-;695 Trigonometricas

Observe que, tanto para a funcao seno quanto para a funcao
cosseno, o dominio € (—-=,«x), € aimagem é o intervalo

fechado [-1, 1].

Dessa forma, para todos os valores de x, temos

—1l =senx = 1, —]l =cosx =1

ou, em termos de valores absolutos,

|sen x| <1 |cos x| £ 1
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qées Trigonometricas

Além disso, os zeros da funcao seno ocorrem nos multiplos
Inteiros de r; isto €,

sen x=0 quando x=nx, sendo num numero inteiro

Uma propriedade importante das funcdes seno e cosseno &
que elas sao peridédicas e tém um periodo 2.

Isso significa que, para todos os valores de x,

sen(x + 2) = sen x cos(x + 27) = cos x

48



-;695 Trigonometricas

A funcao tangente relaciona-se com as fungoes seno e

cosseno pela equagao

sSeN X

tg x =
COS X

e seu grafico € ilustrado na
Figura 19.

Ela nao esta definida quando
cos x =0, isto ¢,

quando x=*x/2,+3x/2, ...

Sua imagem € (—x, ).

[

[~
____M|:-| 4
—

y =tan x
Figura 19
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-;695 Trigonometricas

Observe que a fungao tangente tem periodo r:

tg(x+ ) =tg x para todo x

As trés funcdes trigonomeétricas remanescentes (cossecante,

secante e cotangente) sao as reciprocas das funcgdes
do seno, cosseno e tangentes.

Isto é:

1
sen(x)

1

oo (¥ cotg(x)=

cossec (x)= sec(x)=

tg(x)

50



Funcoes Exponenciais
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-;695 Exponenciais

As funcoes exponenciais sao da forma f(x) = a*, em que
a base a € uma constante positiva.

Os graficos de y = 2xe y = (0,5)* sdo indicados na Figura 20.

Em ambos os casos, o dominioé (—e=2, =) e aimagem é
(0, o0).

yA y A
| |
/ | X 1 \’
0 1 X 0] 1 X
(@)y=2 (b) y = (0,5)*

Figura 20
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-;695 Exponenciais

As fungdes exponenciais sao uteis na modelagem de muitos
fendbmenos naturais como crescimento populacional
(se a > 1) e decaimento radioativo (se a < 1).
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Funcoes Logaritmicas
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oes Logaritmicas

As fungoes logaritmicas f (x) = log_x, onde a base a € uma
constante positiva, sao inversas das funcdes exponenciais.

A Figura 21 mostra os graficos de quatro fungodes

logaritmicas com varias bases.

Em cada caso:
o dominio é (0, o),

aimagem € (—=o, =)

e as funcdes crescem
vagarosamente quando x > 1.

\

y=log, x
y=log, x

Figura 21
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!nplo 3

Classifique as fungdes a seguir em um dos tipos discutidos.
(a) f(x) = 5

(b) g(x) = x°
I +x

(€) n(x) = I~ x
(d) u(t) =1 -t + 5t
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!nplo 5 — Solucao

(a) f (x) = 5 € uma funcao exponencial, pois x € o exponente.

(b) g (x) = x° € a funcao poténcia, pois x € a base.
Podemos também considera-la um polinémio de grau 5.

(c) 1 + x ¢éuma funcao algébrica.
h(x) =
1 — x

(d)u(t)=1—-t+ 5t*é um polindmio de grau 4.

S7
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