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Relacoes e Funcoes

= Revisao Conceitos Basicos

= Produto Cartesiano - Dados os conjuntos A e B, o produto
cartesiano de A por B, denotado A4 X B, € o conjunto
formado por todos os pares ordenados (&, ) ondea € A
e b e B, isto é:
mAXB={(ab)|vaecA Vb eB}
= Ex.: Dados A={a} e B={a,b}
= AXB={(aa), (a,b)}/ BXA={(a,a), (ba)}
= Relagdo - Dados os conjuntos A e B, uma relacao R de A
em B, denotada R: A—B, é qualguer subconjunto do
produto cartesiano A X B.
= Ex.: Dados A={1,3,5} e B={3,9,15,20}, a relacao R:

A—B, tal que:
= R ={(a,b) | b=3a} é dada pelos pares ordenados R = {(1,3),

(3,9), (5,15)}.
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Relacoes e Funcoes

= Relacoes Binarias

= O Produto Cartesiano de um conjunto S com ele mesmo,
S X S ou S? é o conjunto de todos os pares ordenados de
elementos de S.

= Ex. 01. Seja S={1,2}, entao, S XS ={(1,1), (1,2), (2,1),
(2,2)}
= Se estivermos interessados na relacao de igualdade

(x=y), entao (1,1) e (2,2) seriam os elementos de S que
satisfazem a relacao.

m Se estivermos interessados na relagao de um numero ser
menor que outro (x<y), teriamos o par (1,2) como unico
que atende a relacao.

= Ou seja, definir uma relacao binaria R em um
conjunto S é especificar um subconjunto de S X S.




Relacoes e Funcoes

= Relacoes Binarias

= Em geral, uma relacao binaria € definida por uma
descricao da relacao, ao invés da lista dos pares
ordenados.

m A descricao fornece uma caracterizacao dos elementos
pertencentes a relacao.

= Ex.02: Seja S={1,2}, como no Ex. 01. Seja R a relacao
em S dada por R={(x,y) € SXS | x + y = impar}.
= Entao R = {(1,2), (2,1)}.




Relacoes e Funcoes

= Tipos de Relacoes Binarias

Seja uma relacao em S com os pares ordenados na forma
(s1, s2).
Uma relacao € do tipo um para um se cada primeira

componente (s1) e cada segunda componente (s2) do par
ordenado aparece uma unica vez na relacao.

Uma relacao é do tipo um para muitos se alguma
primeira componente (s1) aparece em mais de um par.

A relacao € dita muitos para um se alguma segunda
componente s2 aparecer em mais de um par.

Finalmente, a ela € muitos para muitos se pelo menos
um sl aparece em mais de um par e pelo menos um s2
também aparece em mais de um par.



Relacoes e Funcoes

= Tipos de Relacoes Binarias

S

 Um para um

Muitos para um Muitos para muitos




Relacoes e Funcoes

= Representacao — A relacao pode ser representada através
de Diagrama de Venn.

= Dominio e Imagem de uma Relacao - O Dominio de
uma relacao R, denotado I(R), € o conjunto formado pelos
primeiros elementos de cada par ordenado da relacao. No
exemplo anterior, o dominio € o conjunto XR) = {1,3,5}

= A Imagem de uma relacao R, denotada L{R), € o conjunto
formado pelos segundos elementos de cada par ordenado da
relacao. exemplo anterior, o dominio € o conjunto A{R) =
{3,9,15}




Relacoes e Funcoes

= Relacao como Grafos

= Toda relacao R: A—B pode ser representada a partir de um

grafo direcionado com arestas ligando cada par ordenado (a,b),
com origem em a e destino em b.

= Ex.: Dados A={1,2,3} e B={4,5}
= AXB: A-B{(14), (1,5), (24), (2,5), (3/4), (3,5} @

= <:A-A ={(1,2), (1,3), 2,3)} @\.@

\@/



Relacoes e Funcoes

= Relacao como Matrizes

= Arelacao R: A—B pode ser representada na forma de matriz, o
que facilita sua implementacao em sistemas computacionais.
m Seja A={a;, a,, ...a,} e B={b,, b,, ...b,,} dois conjuntos finitos.
A representacao da relacao R como matriz € como se segue:
= O numero de linhas é n (nimero de elementos do dominio).
= O numero de colunas é m (n° de elementos do Contra-Dominio)

= A matriz tem n * m posicoes e cada posicao contém um valor
logico — verdadeiro ou falso.

= Se (ai, bj) € R, entao a posicao contém o valor verdadeiro (1); caso
contrario, contém o valor falso (0).
= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. As seguintes relacoes
sao representadas como matrizes:

1-AXB: A—>B 2-S={(0,a), (1,b)}: C—>B 3-=:A-B

AXB|a b S ab

a |1 1 LONIRIIN0 e
FICE .
20 0




Relacoes e Funcoes

= Relacao Dual

m Seja relagao R: A—B. A Relacdo Dual, Oposta ou Inversa é denotada
por: R'1: B—>A e é obtida pela inversao dos componentes de
cada par ordenado.

mR1= {(b,a) | (a,b) € R}
=A XB: A>B, (AXB)!=BXA: BoA

= A matriz da relacao dual € a matriz transposta da matriz da
relacao.

= O grafo da relacao dual é o grafo resultante da inversao dos
sentidos das arestas.

= Composicao de Relacoes

= Sejam as relacbes R: A—>B e S:B —»C. A composicao deR e S,

resultando na relagao:
SeR: A— (C, tal que:
SeR ={(ac) | (3b e B)(aRb A bSc)}

10



Relacoes e Funcoes

= Composicao de Relacoes
= Ex: A composicao das relacoes R: A—B e S:B —C & SeR: A — C,
sendo que:
= 1{(a,1), (b,3), (b4), (d,5)}
LX), (2,Y), (5,Y), (5,2)}
mSeR = {(ax), (dy), (dz2)}
= A composicao das relacdes é mostrada no diagrama abaixo:

T



Relacoes e Funcoes

= Tipos de Relagdoes — Uma relacao pode ser classificada nos
seguintes tipos, os quais nao sao mutuamente exclusivos:

Funcional
Injetora

Total
Sobrejetora
Monomorfismo
Epimorfismo
Isomorfismo

= Os tipos acima possuem nocao de dualidade que pode simplificar o
estudo e a respectiva compreensao de cada tipo.

Funcional é o dual de injetora e vice-versa

Total é o dual de sobrejetora e vice-versa.
Monomorfismo é o dual de epimorfismo e vice-versa.
Isomorfismo é dual de si mesmo.
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Relacoes e Funcoes

= Relacao Funcional — define o conceito de funcao.
= Seja a relacdo R: A—>B. R é funcional se e somente se:
(VaeA)(vbleB)(¥b2eB)(aRbl A aRb2 — b1=b2)

= Ou seja, em uma relagao funcional, cada elemento de A
esta relacionado com, no maximo, um elemento de B.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao relacoes funcionais: | Nao sao relacoes funcionais:

. A—>B A X B: A—B
{(0,a), (1,b)}: C—B <: C=>C
=: A—B

m Matriz: existe, no maximo, um valor verdadeiro em cada
linha da matriz.

= Grafo: existe, no maximo, um arco partindo de cada
no. 13



Relacoes e Funcoes

= Relacao Injetora — o inverso (dual) de uma funcional.
= Seja a relacdo R: A—>B. R é injetora se e somente se:
(VbeB)(valeA)(vVa2eA)(alRb A a2Rb — al=a2)

= Ou seja, em uma relacao injetora, cada elemento de B
esta relacionado com, no maximo, um elemento de A.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao relacoes injetoras: | Nao sao relacoes injetoras:
. A—>B BXA: BoA
{(0,a), (1,b)}: C—B <: C-C
=: A—>B
A X B: A—B

m Matriz: existe, no maximo, um valor verdadeiro em cada
coluna da matriz.

s Grafo: existe, no maximo, um arco chegando em cada
no. 14



Relacoes e Funcoes

Relacao Total
= Seja a relacao R: A—B. R € total se e somente se:
(VaeA)(3beB)(aRb)

= Ou seja, em uma relacao total, para cada elemento de
A, existe pelo menos, um elemento de B.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao relacoes totais: Nao sao relacoes totais:
=: A—>B @: A>B
A X B: A—>B {(0,a), (1,b)}: C—>B
<: C>C

m Matriz: existe, pelo menos, um valor verdadeiro em cada
linha da matriz.
= Grafo: existe, pelo menos, um arco partindo de cada
no.
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Relacoes e Funcoes

= Relacao Sobrejetora

= Seja a relacao R: A—B. R € sobrejetora se e somente se:
(VbeB)(3acA)(aRb)

= Ou seja, em uma relacao sobrejetora, para cada
elemento de B, existe pelo menos, um elemento de A.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao relacoes sobrejetoras: | Nao sao relacoes sobrejetoras:

=: A>A =: A>B
{(0,a), (1,b)}: C—B . A—>B
A X B: A—B <=

m Matriz: existe, pelo menos, um valor verdadeiro em cada
coluna da matriz.

= Grafo: existe, pelo menos, um arco chegando em cada
no.
16



Relacoes e Funcoes

Relacao Funcional — cada elemento de A esta
relacionado com, no maximo, um elemento de B.

Relacao Injetora — cada elemento de B esta
relacionado com, no maximo, um elemento de A.

Relacao Total para cada elemento de A, existe
pelo menos, um elemento de B.

= Relacao Sobrejetora - para cada elemento de
B, existe pelo menos, um elemento de A
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Relacoes e Funcoes

= Monomorfismo ou monorrelacao

m Seja a relacao R: A—»B. R é um monomorfismo se e somente
se for simultaneamente TOTAL e INJETORA.

= Ou seja, em um monomorfismo, cada elemento de B, esta
relacionado com, no maximo, um elemento de A e para cada
elemento de A, existe pelo menos, um elemento de B.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao monomorfismos: Nao sao monomorfismos:
=: A—>B BB C
A X B: A>B : A>B
{(0,a), (1,b)}: C->B
<: C58

m Matriz: existe, pelo menos, um valor verdadeiro em cada linha
(total) e no maximo um valor verdadeiro em cada
coluna(injetora) da matriz.

m  Grafo: existe, pelo menos, um arco partindo (total) e no
maximo, um arco chegando (injetora) em cada no. 18



Relacoes e Funcoes

Epimorfismo ou Epirrelacao

m Seja arelacao R: A—»B. R é um Epimorfismo se e somente se
for simultaneamente FUNCIONAL e SOBREJETORA.

= Ou seja, em um Epimorfismo, cada elemento de A, esta
relacionado com, no maximo, um elemento de B e para cada
elemento de B, existe pelo menos, um elemento de A.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao epimorfismos:
=: A>A
{(0,a), (1,b)}: C—B

Nao sao epimorfismos:

=: A—>B
J: A—>B
A XB: A—>B
<: C=>C

m Matriz: existe, pelo menos, um valor verdadeiro em cada
coluna (sobrejetora) e no maximo um valor verdadeiro em
cada linha(funcional) da matriz.

m Grafo: existe, pelo menos, um arco chegando (sobrejetora)
e no maximo, um arco partindo (funcional) em cada no,q




Relacoes e Funcoes

= Isomorfismo ou Isorrelacao

= Seja a relacao R: A—B. R & um Isomorfismo se e somente se
for simultaneamente TOTAL, FUNCIONAL, INJETORA E
SOBREJETORA.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao isomorfismos: Nao sao isomorfismos:
{(0,1), (1;2 Ml e s : A>B
=:B>B A X B: A>B
<: C-C

m Definicao para grafos e matrizes ?
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Relacoes e Funcoes

Exercicio

Dados os conjuntos A = {2,3,4,5} e B= {3,4,5,6,10},
determine as relacobes R, = AXB: AbBe R,=<: AXB
A—B, determinando o(s) tipo(s) de relacao de R; e R, e
faca a representacao de cada uma por matriz e por grafo.
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Relacoes e Funcoes

= Funcoes Parciais

m Uma fungdo parcial € uma relacao funcional. Se a relagcao
funcional for fotal, entao é denominada de funcao total ou

simplesmente funcao.

Relacoes

Funcoes Parciais

Funcoes Totais

= E uma funcdo que ndo é definida para todos os elementos
do dominio. Normalmente, as abordagens matematicas sao
focadas no conceito de funcao total, mas o estudo de funcoes
parciais € tao importante quanto o de total.
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Relacoes e Funcoes

= Funcao Parcial

m Todos os conceitos vistos para uma relacao funcional sao validos para
fungdes parciais, como por exemplo:
m As terminologias de dominio, imagem etc..
m Os tipos injetora, sobrejetora etc..
= Definicao: uma Funcao Parcial € uma relacao funcional fc A x B

= Cada elemento do dominio esta relacionado com no maximo, um
elemento do contradominio.

= Uma funcao parcial € denotada por f: A—B e o par (a,b)ef é
denotado por f(a)=Db.

= Ex.: Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao funcoes parciais: Nao sao funcoes parciais:
<& A—>B A X B: A—B
{(0,a), (1,b)}: C—B <: C»C
=: A>B Tc Ax B, T={(a,a), (a,b)}
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Relacoes e Funcoes

= Funcao Parcial

m Matriz: existe, no maximo, um valor verdadeiro em cada linha
da matriz.
= Grafo: existe, no maximo, um arco partindo de cada no.
= Ex.: Sejam A ={0,1,2}, B ={a,b} e f={(0,a), (1,b)}: A>B

f ab
0|1 0
1|0 1
2[00

= A operacao div: R— R tal que div(x, y) = x/y € uma
funcao parcial pois nao é definida para (x, 0), qualquer
gue seja xeR.
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Relacoes e Funcoes

= Funcao Parcial Dual (oposta, inversa)

= A relacao dual de uma funcgao parcial nao necessariamente é
uma funcgao parcial.

= Seja A={0,1,2} e a funcao parcial f:A x A tal que f={(0,2),(1,2)
}. Assim, a relacao dual (inversa) de f é f1 ={(2,0),(2,1)}, que
claramente nao é uma relacao funcional e entao, nao € uma
funcao parcial.

= Lembrar que o dual de uma relacao funcional € injetora.

= Composicao de Funcoes Parciais

= Por definicao, a composicao de relagdes funcionais € uma
relacao funcional. Dai, a composicao resultante de fungoes
parciais também é uma funcao parcial.
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Relacoes e Funcoes

= Composicao de Funcoes Parciais

= Ex.: A composicao das funcoes parciais f: A>Be g: B
—>Cégef: A— C, sendo que:
m f={(@,1), (c5), (d,5}
REREEL ), (2,Y), (4,Y), (5,2)}
m gef={(ax), (c2), (dz2)}
m A composicao das funcoes € mostrada no diagrama
abaixo:
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Relacoes e Funcoes

= Funcao Total

m  Uma funcgo total ou simplesmente fun¢do é uma funcgao parcial
f: A>B a qual é total.

= E uma funcdo que é definida para todos os elementos do
dominio (A), ou seja devem ser validas as seguintes
proposicoes:

(vaeA)(3beB)(aRb) e
(VvaeA)(vbleB)(vb2eB)(aRb1l A aRb2 — b1=b2)
= Sejam A={a}, B={a,b} e C={0,1,2}. Entao:

Sao funcoes: Nao sao funcodes:
hcCXB, h={(0,a), (1,b), 2,b)} [RcAXB,R=g
{(0,a), (1,b), (2,b)}: C—»B & A—>B
pPc AXB, xpy & x=y, p ={(a,a)} [ScCXB,S={(0,a), (1,b)}
=: A—>B {(0,a), (1,b)}: C—>B
<:C->C
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Relacoes e Funcoes

Funcao

Em termos de notacao como matriz ou grafo, basta
considerar que uma funcao e uma relacao funcional e total.
Assim:

m Matriz: existe, exatamente, um valor verdadeiro em cada
linha da matriz.

n Ggafo: existe, exatamente, um arco partindo de cada
no.

Funcio Injetora - Seja a funcdo f: A—>B. f € injetora se e

somente se:

(VbeB)(VvaleA)(Va2eA)(f(al) =b A f(a2) =b — al=a2)

Ou seja, em uma funcao injetora, cada elemento de B esta
relacionado com, nho maximo, um elemento de A.

= Exi.f: R —= R | f(x) = x3, é injetora.
= Ex2.f: R—> R | f(x) = x2 n3o é injetora.
= EBEx3.f: N—= N | f(x) = x2 é injetora.
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Relacoes e Funcgoes

= Em uma Funcao injetora, cada elemento do co-dominio €
imagem de no maximo, um elemento do dominio.

= Funcao Sobrejetora - Seja a funcao f: A—>B. f é

sobrejetora se, e somente se:
= (VvbeB)(dacA)(f(a)=b)

= Ou seja, em uma funcao sobrejetora, para cada elemento
de B, existe pelo menos, um elemento de A.
= Em uma Funcao sobrejetora, todo elemento do co-dominio é

imagem de pelo menos, um elemento do dominio.

= Funcao bijetora (ou isomorfismo) — Quando uma fungao

e, simultaneamente, injetora e sobrejetora.

= Em uma Funcgao bijetora, todo elemento do co-dominio €
imagem, exatamente, de um elemento do dominio.

o b~ w
~—}1]
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Relacoes e Funcoes

= Exercicio

1. Considerem-se as fungoes adlicdo sobre o conjunto dos numeros naturais
(+: NxN — N), divisdo, sobre o conjunto dos nimeros reais (/: RXxR —
R), e raiz guadrada, sobre o conjunto dos nimeros inteiros (\: Z — ZZ).
Verificar as propriedades (injetora, sobrejetora e total) de cada fungao (),

N= Numeros naturais {0,1,2..}
Z =NuUmeros inteiros {...-2,-1,0,1,2...}
R= Numeros reais.

Injetora | Sobrejetora | Total

+: NXN — N
/:RXR—)R
V:Z—)Z

(1) Do Livro Linguagens Formais — Teorias, Modelagem e Implementacao,
Ramos, M. V. M., Neto, J.J. e Vega, 1. S. — Bookman, 2009. o



Relacoes e Funcoes

= Funcao Dual (Oposta)

= Da mesma forma que em fungoes parciais, a
relacao dual de uma funcao (total) nao
necessariamente € uma fungao.

= Exemplos
mSeja A = {0,1,2} e a funcao R = A x A tal que
R={(0,2),(1,2),(2,1)}. Assim, a relacao dual (inversa) de R &
R1={(2,0), (2, 1), (1, 2) }, que nao € uma relacao funcional
e entao, nao € uma funcao.
mSejaf: {0, 1} — {0, 1, 2} talque f = { (0, 0), (1, 1) }. Assim,
sua dual possui 0 mesmo conjunto de pares ordenados, { (0,
0), (1, 1) }, mas nao € uma funcao total.

il



Relacoes e Funcoes

= Composicao de Funcgoes Totais

= A composicao das funcoes totais f: A>Beg: B—> Cé
gef: A— C, sendo que:
= {(a,1), (b,2), (c,5), (d,5)}
LX), (2,y), (3,y), (4y), (5,2)F
R (b, Y), (c,2), (d,2)}
= A composicao das funcdes € mostrada no diagrama
abaixo:

o



Relacoes e Funcoes

= Composicao de Funcoes
m Sejamf: Ao>Beg:B > C,entaoafuncaogef: A - C, &
uma funcao definida por (g e f)(a) = g[f(a)] onde a < A.
= Ex. 1: Sejam A={1,2,3,4,5}, B={6,7,8,9} €
C={10,11,12,13}. Sejam f: A—»B e g: B — C, definidas
por:
O PER6)R(2:6),.(3,9), (4,7), (5,7)}
o g = {(6I10)I (7I11)I (8I12)I (9113)}
= Entao g « f = {(1,10), (2,10), (3,13), (4,11), (5,11)}
= (g« f)(2)=9[f(2)] = g[6] = 10

R oL

Z2'12

7
8
9 13



Relacoes e Funcoes

= Composicao de Funcoes
m Ex. 2: Sejam f, g: Z — Z dada por f(x) = x2+1 e
g(x)=2x-3. Quanto vale (g « f)(4)?
(g o )(4) = g[f(4)] = g(4°+1) = g(17) = 2(17)-3 = 31.
= De modo geral:
(g e N)(X) = g[f(x)] = g(x?+1) = 2(x*+1) -3 = 2x°+2-3 = 2x>- 1
m Porquegefenaofeqg?

= A notacao g e f significa que primeiro calculamos f e em
seguida g (em g e f (@), f esta “mais proximo” de (a)).

= O dominio de g e f € 0 mesmo dominio de f.

= A existéncia da funcao g e f, nao assegura a definigao
defeg.
= Veja g(6) no Ex. 1.
= Quando ambas sao definidas, geralmenteg o f = f e q.




Relacoes e Funcoes

= Composicao de Funcoes

m  EXx. 3: Sejam A={1,2,3,4,5}, f: A>A e g: A - A, definidas por:
. f={(1,1), (2,1), 3,1), (41), (51)}
N ={(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}

m Entdogefefegsao:

gren=maE— ) (4,5), (5,5)}

feg={(11) (Z 1) NS )

—> (e f#foe g

m Exercicio: Sejam f, g: Z — Z dada por f(x) = x2+1 e
g(x)=2x-3. Mostre que:

a) (g ef)(4)=(feg)4)
b) (g e )(x) = (f e g)(X)




Relacoes e Funcoes

= Composicao de Funcoes

m Associatividade — Sejam os conjuntos A, B, C e D e sejam
f: A->B, g: B—» Ce h: D—C, entao:

:>ho(gof)=(hog)of

[he(gef)(a)] =h[(gef)(a)] =h[g[f(a)]]
[(heg)ef](a)=(heg)[f(a)] = h[g[f(a)]]
Logo:he(gef)=(heg)ef




