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Introducao a Logica Formal

Quantificadores, predicados e validade

Fbfs proposicionais tem uma possibilidade limitada de
expressao.

m A expressao “Para todo x, x>0" pode ser considerada uma
proposicao verdadeira sobre os inteiros positivos.

= Porém ela ndao pode ser simbolizada adequadamente usando
apenas letras, parénteses e conectivos logicos.

Para expressoes desse tipo, é necessario o uso de
quantificadores e predicados.

= Quantificadores sao representacoes de expressoes do tipo

para todo”, “para cada”, isto € frases que dizem quantos
objetos tem determinada propriedade.

= O quantificador universal (para todo, para cada etc.) €
representado por V.

m A sentenca acima ficaria (Vx)(x>0).

O quantificador age sobre a expressao dentro do segundo
parénteses.



Introducao a Logica Formal

Quantificadores, predicados e validade

= A frase “"x>0" descreve uma propriedade da
variavel x de ser positiva.
= Uma propriedade é chamada de predicado.

= A notagao P(x) € usada para representar alguma
propriedade ou predicado, nao explicitada, que a
variavel x possa ter.

= A expressao anterior assume a seguinte forma geral:
(VX)P(x)
= O valor logico da expressao depende do dominio
dos objetos que estamos referenciando.

= Se o0 dominio for o conjunto dos inteiros positivos, a
expressao tem valor logico verdadeiro.

= Caso contrario, por exemplo, todos os inteiros, a
expressao teria valor falso.



Introducao a Logica Formal

Quantificadores, predicados e validade

= O quantificador existencial € simbolizado por 3 e
se |é “existe”, “ha pelo menos um”.
= Assim, a expressao
(3X)(x > 0)
= Pode ser lida “existe um x tal que x € maior que zero”.
= Generalizando a expressao anterior:
(FX)P(x)
= O valor logico da expressao depende do dominio
dos objetos que estamos referenciando.

= Se 0 dominio contiver um numero inteiro positivo, a
expressao tem valor logico verdadeiro.

= Caso contrario, a expressao tera valor falso.



Introducao a Logica Formal

Quantificadores, predicados e validade

= Os predicados vistos até agora, que envolvem apenas uma
variavel, sao chamados de unarios.
o Os,predicados também podem ser binarios, ternarios e

n-arios.

= A expressao (Vx)(3y)Q(x,y), lida como “para todo x existe
um y tal que Q(x,y)”, contém dois quantificadores para as
duas variaveis da propriedade binaria.
= A ordem dos quantificadores € importante.

= Podemos ter constantes nas expressoes (qualquer que seja

0 numero de variaveis), como objeto especifico do
dominio. Ex. (¥x)Q(x,a).




Quantificadores, predicados e validade

Observacoes:
= A ordem dos quantificadores € importante:
= (Vx)(Vy) € o mesmo que (Vy)(Vx)
= (IX)(3y) € o mesmo que (Iy)(3Ix)
= (IX)(Vy) NAO € o mesmo que (Vy)(3x)
- (3X)(Vy) ama (X, y)
- Existe alguém que ama todo mundo

- (vy)(3x) ama (X, Y)
- Todo mundo é amado por pelo menos uma pessoa.

= Seja Q(x,y) a propriedade x<y, para todos os inteiros:

m (VX)(3y)Q(X,y) - Para todo inteiro x, existe um y maior que
ele.

= (3y)(vx)Q(X,y) — Existe um inteiro y que é maior que todo x.



Introducao a Logica Formal

Interpretacao

Uma interpretacao para uma expressao envolvendo
predicados consiste em:

= Uma colecao de objetos, chamada de conjunto universo ou
dominio da interpretacao, incluindo pelo menos 01 objeto.

= A especificacao de uma propriedade dos objetos do dominio
para cada predicado da expressao.

= A atribuicao de um objeto particular no conjunto universo para
cada simbolo constante na expressao.

Ex.01 — Dé uma interpretacao (isto €, o conjunto universo e

o significado de P(x)) para qual (¥x)P(x) tem o valor

verdadeiro.

Ex.02 — Dé uma interpretacao para qual (Vx)P(x) tem o

valor falso.

Ex.03 — E possivel encontrar uma interpretacao na qual, ao

mesmo tempo, (Vx)P(x) seja V e (Ix)P(x) seja F? .



Introducao a Logica Formal

Assim com temos as fbfs proposicionais, que agrupam
colchetes, parénteses, letras e conectivos, temos as
formulas que agrupam predicados e quantificadores.

m Essas formulas sao chamadas de fbfs predicadas.

m Seguem regras de sintaxe para ser considerada fbfs.
1. P(x) v Q(y)

2. (VX)[P(x)—>Q(x)]

3. (W)(@EYIPKY) A QX Y)] —R(X))

4. (@X)S(X) v (VX)T(y)

[ |

Os simbolos entre colchetes e parénteses identificam o escopo

de um quantificador, isto &, a parte da fbf onde o

quantificador se aplica.

= Em 1, ndo existe escopo. Em 2, o escopo de (Vx) € [P(x)—>Q(x)].

= Em 3, o escopo de (3y) é P(x,y) A Q(X,y) e o de (Vx) € a
expressao inteira que o segue.



Introducao a Logica Formal

Traducao

= Muitas declaracoes em portugues podem ser
expressas como fbfs predica

= “Todo papagaio € feio”, 5|gn|f|ca que “dada uma coisa, se
€ um papagaio, entao é felo”.

= Usando P(x) para a frase “x € um papagaio” e por F(x) “e
feio”, a proposicao pode ser simbolizada como

(VX)[P(x)—>F(x)]
O quantificador V e o conectivo —» estao quase
sempre juntos.

= Analogamente, “"Existe um papagaio feio” significa que
“Existe alguma coisa que €, a0 mesmo tempo, papagaio €
feio”, que pode ser representado por:

(I)[PO)AF(X)]
= O quantificador 3 e o conectivo A estao quase
sempre juntos.




Introducao a Logica Formal

Traducao

Para traduzir uma declaracao em portugués para
uma fbf, pode ser util escrever primeiro alguma
proposicao intermediaria em portugués e
depois simbolizar essa proposicao.

277 \ 7\

Adveérbios “s0”, “somente”, “apenas” podem
confundir a traducao, pois sua colocacao na
sentenca pode alterar completamente o significado.
= Joao ama apenas Maria.
= Apenas Joao ama Maria.
= Joao apenas ama Maria.
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Introducao a Logica Formal

Traducao

Ex.: Usando os simbolos predicados abaixo,
escreva as fbfs que representam as proposigoes
logo a seguir (0 dominio consiste em todas as
pessoas):

= E(X) é“x € um estudante”

= I(x) é“x é inteligente”

= M(x) € “x gosta de musica”

Proposicoes:

a.
b.
C.

d.

Todos os estudantes sao inteligentes.
Alguns estudantes inteligentes gostam de musica.

Todo mundo que gosta de musica € um estudante nao
inteligente.

Apenas estudantes inteligentes gostam de musica.
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Traducao

EX.: Usando os simbolos predicados indicados e
quantificadores apropriados, escreva cada declaragao em
portugués como uma fbf predicada:

B(x): x € uma bola.

R(x): x é redondo.

S(x): x € uma bola de futebol

Todas as bolas sao redondas.

Nem todas as bolas sao bolas de futebol.
Todas as bolas de futebol sao redondas.
Algumas bolas nao sao redondas.

Toda bola redonda é uma bola de futebol.
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Introducao a Logica Formal
Validade

O valor logico de uma fbf proposicional depende dos
valores logicos atribuidos as letras de proposicao.

O valor logico de uma fbf predicada depende da
interpretacao.

Escolher uma interpretacao para uma fbf predicada é
analogo a escolher valores logicos para uma fbf
proposicional.

= Entretanto, existe uma infinidade de interpretacoes

possiveis de uma fbf predicada e apenas 2" linhas
possiveis em uma tabela verdade.

Uma tautologia € uma fbf proposicional que assume o
valor verdadeiro em todas as linhas da tabela verdade.

O analogo de uma tautologia para uma fbf € a

validade.
13



Introducao a Logica Formal

Validade

= Uma fbf predicada é valida se ela é verdadeira
para todas as interpretacoes possiveis

= A validade deve ser deduzida de sua forma, ja que a
validade € independente de qualquer interpretacao
particular.

= Uma fbf valida é intrinsecamente verdadeira.

= Como definir a validade de uma fbf predicada?
= Nao existe algoritmo para definir a validade.

= Necessidade de determinar se a forma de uma fbf torna-
a verdadeira em todas as interpretacoes.

= Nao pode haver valor falso ou alguma proposicao sem
valor légico.

14



Introducao a Logica Formal

Comparacao entre Fbfs Proposicionais e

Predicadas

Fbfs proposicionais

Fbfs Predicadas

Valores Ldgicos

V ou F, dependendo
dos valores logicos
atribuidos as letras de
proposicao.

Verdadeiro, falso ou
talvez (se a fbf tiver uma
variavel livre) sem valor
l6gico, dependendo da
interpretacao.

“Intrinsecamente
verdadeiro”

Tautologia — Verdade
para todas as
atribuicoes de valores
l6gicos.

Fbf Valida — Verdade
para todas as
interpretacoes.

Metodologia

Tabela Verdade
(algoritmo) para
determinar de uma
fbf € uma tautologia.

Nao existe algoritmo
para determinar se uma
fbf € valida.
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Validade

m EX: Determine o valor logico de cada uma das
Fbfs a sequir, com a interpretacao de que o
conjunto universo consiste em todos os inteiros,
I(x) significa “x e impar”, L(x) que "x<0”e
G(x) que "x >9”

1. (3IX)(I(x))

2. (VX)[L(x) =I(x)]

3. (3X)[L(x) A G(X)]

4. (VX)[L(x) v G(x)]
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Introducao a Logica Formal

Validade

m Ex: Verificar a validade das fbfs abaixo:
1. (WX)P(x) —(3Ix)P(x)

2. (VX)P(x) —»P(a)

3. (VX) [P(X) A Q(X)] <> (VXx) P(x) A (VX) Q(X)
4. (3x) P(X) —» (¥x)P(x)

5. (vX) [P(X) v Q(X)] <> (Vx) P(X) v (Vx) Q(x)

= Mais l0gica??? Proximos semestres...
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