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Exercicio 1 Inicialmente observe que a fungio

f(z) = zsen (i)

possui apenas um polo em zy = 0 e este estd dentro da
curva |z| = 2. Logo, de acordo com o Teorema dos

Residuos, tem-se que

1 1
ﬁj‘i‘ﬂz sen (z) dz = Res(f,zo)

Uma das maneiras de se realizar este cdlculo é através da
série de Laurent da funcio f em torno de z = zg. Para

isto, perceba que

—+o0

senz =Y (—1)"

n=0

ZZnJrl
(2n+1)!

Logo,

zsen (1 —f(—l)”;
z) (2n +1)1z2n+1
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=2 (D'
= (2n+41)1z2"
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+12024+
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Ou seja,

1 1

T2 104 T

flz) =1

e,
Res(f,zg) =a_1 =0

1 1
—74 zsen() dz=10
2711 J|z|=2 z

Portanto,

Exercicio 2 Os polos da fungio

_ 1
~ sen (z2)

f(z)

correspondem aos valores de z € C tais que

sen(zz) =0 =
22 = km =
z=vVkmn, keZ

Considere
g(z) =sen (22>
e observe que, para k # 0
¢'(z) = 2zcos (2?)
§'(zx) = 2z cos (z})
=2 (\/ﬁ) cos (k)
=2vkn

£0

Ou seja, zy, k # 0, sdo polos simples da fungio f. Para

k =0, tem-se
8'(z0) =2(0) cos (0)

=0

¢"(z) = 2cos (z2) —4z%sen (z?) =
8" (20) = 2cos (0)
=2
#0
e zg é portanto, um polo de ordem 2 da fungio f.

Exercicio 3 Deseja-se calcular a integral

400 x4
———dx
./o x6 41

4

Considere
X

x6 41

flx) =



e oberve que

:x6+1 :f(x)

Ou seja, f é uma fungdo par e disto segue-se que

+oo x +o0 X
/o x6+1 z/oox6+1

Para o cdlculo da integral

+o0 x4
[
—00 X +1
perceba inifialmente que o denominador é polinomial e

possui grau 2 unidades a mais que o numerador que
também é polinomial. Assim,
4
sz
czb+1

400 x4
[ e
—00 X +1
=2mi) Res(f,z)
onde C é a curva fechada formada pela reta sobre o eixo
x, com —R < x < R e o arco correspondente a metade
superior do circulo |z| = R com R € R grande o
suficiente para que C contenha em seu interior todos os

polos zy. de f(z) que estdo acima do eixo x.
Os polos de f(z) sdo obtidos como zeros da fungio

g(z) =20 +1
Ou seja,
24+1=0=

Zj = 6—1

<7T+2k7'[) ] <7‘L’+2k7‘[)
= COS T + 1sen T

com ,k=0,1,2. Assim

V3+i
2

zZ0 —

21:i

—V3+i
2

Zy =

sdo polos simples, uma vez que sdo rdizes de
multiplicidade 1 da fungdo g e estdo acima do eixo x.
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Portanto

+o0 x4 .
/_oo o 1dx =2mi |Res(f,zp) +Res(f,z1) +

_ E 2 1 2 )
3 \V3+i —V3+i
o
3
e, por fim,
+o00
/0 x6 + 1 2/ . x6 + 1
1
23
_T
[ |
Exercicio 4 Considere
cos 26
0
() 2 —cosf
e observe que
cos(—20) cos 26

f(=6) = 2 — cos(—0) " 2—cosf = f(6)

Ou seja, f é uma fungdo par e disto segue-se que

T cos?26 1 /7™ cos26
0 2—cosf  2J)-72—cosf
1 — 2sen26

2/n 2—cos€

Para o cdlculo desta integral considere a curva
z[ =1
cuja parametrizagdo é dada por
C:Z(G):eie,—n§9<n
Disto segue-se que

dz:ei"de:we:flﬁ
12



3
if _ p—if
9 =
sen 5
_z—z!
T2
el 4 o—if
0= —n—
cos 5
_z+z7!
2
e
T cos 20 /” 1 — 2sen26
0 2—cos€ —2 n2—cos0
2
21 ) dZ
2/ _ Z+Z o _ztzl gz
1 / 4 +1
=) —r————_dz
2iJcz? (22 —4z+1)
= —lZHiZRes(f Zx)
2i !
onde

FARN|
f&= 2@y

e z sio os polos de f no interior da curva C.
Calculando os polos de f, encontra-se

ZOZO
2122—\/5
Zz=2+\/§

Sendo zy um polo ordem 2, z1 e zp polos simples mas,
apenas zg e z1 estdo no interior da curva C. Calculando
agora os residuos,

Cood
Res(f, 20) = lim =-2%£(2)

i 4 +1
z—0dzz2 —4z+1

20 —6z4 +223 —z42
=lim?2
z—0 z4 823 +1822 —8z+1
=4
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41
Res(f,z1) =
(f 1) [Z2 (22 — 4z + 1)}/ .
i1
z2(z1 — 22)
7
—-2V3
Assim

T cos260
g0 = e [Res(f. ) + Restf )|

-7 (4— Z\@)
= (Z\/g—4> T

Exercicio 5 Observe que

y{dz 7?4 dz
z=b S 2y
z
_?{ dz
2
z
_7{ zdz
2| — bz

Como a curva em questdo é dada por |z| = a, segue-se que

?{ dz _7{ zdz
z—b  Ja2—bz

onde zj sio os polos da fungdo

z
f(Z) - ﬂz _ bZ
que sio obtidos como solugdes da equagio
a> —bz=0
Ou seja
zn = i
b

é o tinico polo da fungido f e é um polo simples, uma vez
que é um zero de multiplicidade 1 da equacio anterior.
Além disso, sabe-se que

a < |b]
Ou seja,
2

0<a<b:>0<a2<ab:>0<%<a



e disto conclui-se que z estd dentro da curva |z| = a. Do

Teorema dos Residuos,segue-se que

dz .
%Z —5 = 2miRes(f,zp)

=27

(a% —bz)
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