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Exercicio 1 Sejam zy, zp niimeros complexos tais que

Z122:2
Zl—ZQZi

De acordo com a sequnda equagio deste sistema,
z1=2p+1
Logo, substituindo na primeira equagio, tem-se
(z2+i)zp=2=

2 +iz—2=0

<+

Observe que

7T+, T
W = cos ~ +isen —
2 2

=i

representa uma rotacio de 75 radianos no sentido
antihordrio, logo o complexo

Zy = W2z
=i (1+3i)
= —3+i

é ortogonal ao vetor representado por zy, 0 seja

Ou seja, zz=3+1i)+az,VaeR
—i+7
=y =0B+i)+a(-3+1i)
€ =3(1-a)+i(1+a)
z1 =2zp+1i em particular, para o = 1, tem-se
) e os complexos 3 + 1, 4 + 4i e 2i, formam um tridngulo
_ i+ V7 retdngulo. n
2
Exercicio 3 Deseja-se encontrar todas as raizes da
Portanto equagio
Zl_l‘f'\ﬁ 1+z4+224+28428=0
2 Para isso, observe que
- 7
2= — ; v 2,5, 4 _1-2
1+z4z"42"4+2" = 1 Z,z;él
ou _
2y = i—7 Logo, a equacio que se deseja resolver, torna-se
2
. 1—2°
s V7 1, = 0=
Zp = 5 4
1-22=0=

Exercicio 2 Considere o niimero complexo
z1 = (4+4i) — (3+1)

=1+3i

z=V1
Ou seja

2kt

z = COSZk?ﬂ +isen?, k=1,2,3,4



Em outras palavras,

z —cosz—n+isen2—7r
= 5 5

4 T
Zp = COS 5 + 1sen?

z —cos6—n+isen6—n
3755 5

z *coss—n—kisenS—n
R 5

Obs.: Esta questdo foi cancelada. O termo z3 foi esquecido
por este professor e os pontos referentes a questdo foram
dados aos que participaram da prova. |

Exercicio 4

a). Considere z = x + iy e observe que a fungdo pode ser
reescrita como

f(z) = (9c—1)2+iy2—!—z2
= (x =1 +iy* + (x + iy)?
= (x —1)? +iy* + 22 + 2xyi — 2

:(x—1)2+x2—y2+i(y2+2xy)

u(x,y) +iv(x,y)

sendo
u(x,y) = (x =12 +x% -2
o(x,y) = y* +2xy
Logo
Uy =202x—1)
uy = =2y
Uy =2y
vy =2y +2x

Perceba que u, v, uy, Uy, Ux € Uy sdo continuas em todo
IR2. Usando as equagdes de Cauchy-Euler, ou seja

Uy = vy

Uy = —0y
Ou seja, a fungido f é diferencidvel apenas para os
complexos sobre a reta x —y = 1. g

= x—y=1
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b). Considere agora a fungio
f(z) = x+ily|
Perceba que, para y > 0, tem-se
flz) =x+iy
Sendo
u(x,y) =x
v(xy) =y
Logo

Perceba que u, v, Uy, Uy, Ux € Vy sdo continuas em todo
R2. Usando as equagdes de Cauchy-Euler, ou seja

Uy = vy
Uy = —0y

O que nos permite afirmar que f é diferencidvel para
z € C,comy > 0. Por outro lado, para y < 0 tem-se

flz) =x—1iy
Sendo
u(x,y) = x
v(xy) = -y
Logo
u, =1
uy =0
vy =0
vy =—1

Perceba que u, v, ux, uy, vx e vy sio continuas em todo
R2. Novamente, pelas equagdes de Cauchy-Euler, tem-se
que f ndo é diferencidvel para z € C, com y < 0. Por fim,
quando y = 0, ou seja os complexos sobre o eixo real,
considere um complexo qualquer zy = xg e 0os caminhos

Co:Az=it t 0"
Ci:Az=it, t -0



Observe que, sobre Cy, tem-se

f(z0+ Az) — f(20)

f'(z0) = lim

Az—0 Az

_ i {0+t — f(x0)
t—0+ it

~ im Xo + it — xp
t—0+ it

=1

Porém, sobre Cq, tem-se

f'(z0)

Az—0 Az
xp +1it) — f(x
e L0 i) = f(50)
t—=0- 1t
. Xo—1it—xg
= lim ——
t—0~ it
=-1
Ou sej, f nio é diferencidvel para os complexos z, com
y=0. ]
Exercicio 5
a). Considere z = x + iy e observe que a fungio em
questdo pode ser rescrita da seuinte maneira
flz) =€

= e (cosy +iseny)
=e'cosy+ie‘seny
=u(x,y) +iov(xy)
Sendo
u(x,y) =e*cosy
v(x,y) = e*seny
Logo
Uy = e* cosy
uy = —e'seny
vy = e'seny

_ X
vy = e’ cosy

Perceba que u, v, uy, Uy, Ux € Uy sdo continuas em todo

R? e que,
Uy = Uy
Uy = —Uy
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Ou seja, as equagoes de Cauchy-Euler sio verdadeiras
para todos os niimeros complexos. Conclui-se portanto
que f é diferencidvel em todo o C e, consequentemente,
continua em todo o C. g

b). Deseja-se calcular o limite

. z + 7t
lim e

z——7ti

Tendo em vista que e* é continua em todo o C segue-se que

22 — 7?2 22 — 12

. lim .

. zZ+ 71 zo-mi Z + 711
Iim e =e

z——7Ti

e, usando a Regra de L'Hospital,

(Zz F nz)
. z+ i ( lim .22>
lim e + = e\zo-mi

z——7ri
_efzm'
=1
|
Exercicio 6 Observe que
(z—1)5:z5 =
—_1)°
Q: 1 =
z
_ 5
<z 1> _1 N
z
-1
z =1 =
z
z—1=+v1z =
z—+V1z=1 =
z(1—\5/1) =1 =
1
z =
(1-v1)
Onde
2kt
Vi=e5, k=1,2,34
[ |



