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Exercı́cio 1 Considere z = x + iy e observe que, para a
função dada, tem-se

u(x, y) =
x3 + xy2 + x

x2 + y2

v(x, y) =
x2y + y3 − y

x2 + y2

Segue-se que

∂u
∂x

=
x4 + 2x2y2 + y4 − x2 + y2

(x2 + y2)
2

∂u
∂y

=
−2xy

(x2 + y2)
2

∂v
∂x

=
2xy

(x2 + y2)
2

∂v
∂y

=
x4 + 2x2y2 + y4 − x2 + y2

(x2 + y2)
2

Ou seja, 
∂u
∂x

=
∂v
∂y

∂u
∂y

= − ∂v
∂x

, ∀z ∈ C−{0}

Além disso, as funções u, v,
∂u
∂x

,
∂u
∂y

,
∂v
∂x

e
∂v
∂y

são

contı́nuas em C−{0}, o que garante que f é analı́tica
em C−{0}. ■

Exercı́cio 2 Deseja-se resolver a equação

ez−1 = −ie3

Para isto, observe que

ez−1 = −ie3 ⇒

z − 1 = ln
(
−ie3) ⇒

z = 1 + ln
∣∣−ie3

∣∣+ i arg
(
−ie3) ⇒

z = 1 + ln e3 + i
(
−π

2 + 2kπ
)

⇒

z = 4 + i
(

4k−1
2

)
π

onde k ∈ Z. ■

Exercı́cio 3 Uma parametrização possı́vel para o
segmento C é dado por

z(t) = (1 − t) + i (t) ; 0 ≤ t ≤ 1

Logo
z′(t) = −1 + i

e∫
C

(
x2 + iy3

)
dz =

∫ 1

0

[
(1 − t)2 + i t3

]
(−1 + i) dt

=
∫ 1

0

(
1 − 2t + t2 + i t3

)
(−1 + i) dt

=
∫ 1

0
[−1 + i + (2 − 2i) t−

+ (i − 1) t2 − (i + 1) t3
]

dt

= (−1 + i) t + (1 − i) t2+

+
1
3
(i − 1) t3 − 1

4
(i + 1) t4

∣∣∣∣1
0

=
i − 7

12

■

Exercı́cio 4 Tendo em vista que a função f (z) = z2ez é
o produto de duas função analı́ticas em todo o conjunto C,
segue-se que f é também analı́tica em C. Desta forma para
a resolução da integral em questão é suficiente encontrar
uma primitiva de f e usar o Teorema Fundamental do
Cálculo para Integrais de Contorno. Para isto, usando
integração por partes, considere{

u = z2

dv = ez
⇒

{
du = 2z dz

v = ez

Logo, ∫
z2ezdz = z2ez − 2

∫
ezz dz

Repetindo o processo, considere{
p = z

dq = ez
⇒

{
dp = dz

q = ez
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e ∫
ezz dz = zez −

∫
ezdz

= zez − ez + k

= ez (z − 1) + k, k ∈ C

Retornando a integral original, tem-se∫
z2ezdz = z2ez − 2

∫
ezz dz

= z2ez − 2 [ez (z − 1) + k]

= ez
(

z2 − 2z + 2
)
+ 2k

Assim, ∫ πi

0
z2ezdz = ez

(
z2 − 2z + 2

)∣∣∣πi

0

= eπi
(
−π2 − 2πi + 2

)
− 2

= π2 + 2πi − 4

■

Exercı́cio 5 Observe que a função

f (z) =
1

z3 (z − 1)

possui singularidades nos pontos

z0 = 0

z1 = 1

e ambos estão no interior da curva C, dada por |z − 2| =
5. Sejam C0 e C1 cı́rculos de raio 1

4 centrados em z0 e

z1, respectivamente. Pelo Teorema da Deformação dos
Contornos, segue-se que∮

C

dz
z3 (z − 1)

=
∮

C0

dz
z3 (z − 1)

+
∮

C1

dz
z3 (z − 1)

e, usando as Fórmulas Integrais de Cauchy, tem-se que

∮
C0

dz
z3 (z − 1)

=
∮

C0

(
1

z−1

)
dz

z3

=
2πi
2!

(
1

z − 1

)′′
∣∣∣∣∣
z0

= πi
2

(z − 1)3

∣∣∣∣∣
0

= −2πi

e

∮
C1

dz
z3 (z − 1)

=
∮

C1

(
1
z3

)
dz

z − 1

= 2πi
(

1
z3

)∣∣∣∣
z1

= 2πi
(

1
z3

)∣∣∣∣
1

= 2πi

Portanto ∮
C

dz
z3 (z − 1)

= −2πi+2πi

= 0

■


