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Exercı́cio 1 De acordo com a série dada tem-se que

an = (z + 5i)2n (n + 1)2

e
an+1 = (z + 5i)2n+2 (n + 2)2

Disto segue-se que∣∣∣∣ an+1

an

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (z + 5i)2n+2 (n + 2)2

(z + 5i)2n (n + 1)2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣(z + 5i)2
(

n + 2
n + 1

)2
∣∣∣∣∣

= |z + 5i|2
(

n + 2
n + 1

)2

De acordo com o teste da razão, para que a serı́e seja
convergente em z, é necessário que

lim
n→+∞

∣∣∣∣ an+1

an

∣∣∣∣ < 1⇒

lim
n→+∞

|z + 5i|2
(

n + 2
n + 1

)2
< 1⇒

|z + 5i|2 lim
n→+∞

(
n + 2
n + 1

)2
< 1⇒

|z + 5i|2 < 1⇒

|z + 5i| < 1

Ou seja, a série converje para quaisquer valores de z
dentro do cı́rculo de raio 1 e centro em z0 = −5i. �

Exercı́cio 2 Observe que

ez =
1 + i√

2
⇒

z = ln
(

1 + i√
2

)

= ln
∣∣∣∣1 + i√

2

∣∣∣∣+ i arg
(

1 + i√
2

)
= ln 1 + i

(π

4
+ 2kπ

)
= i

(π

4
+ 2kπ

)

onde k ∈ Z. �

Exercı́cio 3 Considere z = x + iy e observe que

f (z) =
|z|+ z

2

=

√
x2 + y2 + x + iy

2

=

√
x2 + y2 + x

2
+ i

y
2

Ou seja, a função f possui partes reais e imaginária

u(x, y) =
√

x2 + y2 + x
2

v(x, y) =
y
2

Donde segue-se que

ux(x, y) =
x

2
√

x2 + y2
+

1
2

uy(x, y) =
y

2
√

x2 + y2

vx(x, y) = 0

vy(x, y) =
1
2

As equações de Cauchy-Riemann serão satisfeitas se

ux(x, y) = vy(x, y)

uy(x, y) = −vx(x, y

Ou seja, quando

x = 0

y = 0

Segue-se, dos critérios de diferenciabilidade, que f é
diferenciável apenas em z = 0 e é não analı́tica em todo
o C. �
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Exercı́cio 4 Observe que a função

f (z) =
eiz

(z2 + 1)2

posssui dois polos de ordem 2 em z = i e z = −i.
Considere portanto as curvas

γ1 : z(t) = i +
1
2

eit, 0 ≤ t ≤ 2π

γ2 : z(t) = −i +
1
2

eit, 0 ≤ t ≤ 2π

Usando a 2a Fórmula Integral de Cauchy, segue-se que∫
γ

eizdz

(z2 + 1)2 =
∫

γ1

eizdz

(z2 + 1)2 +
∫

γ2

eizdz

(z2 + 1)2

=
∫

γ1

eiz

(z+i)2 dz

(z− i)2 +
∫

γ1

eiz

(z−i)2 dz

(z + i)2

= 2πi

[
eiz

(z + i)2

]′
z=i

+ 2πi

[
eiz

(z− i)2

]′
z=−i

=
π

e
�

Exercı́cio 5 Considere a curva γ, dada por

z = eiθ , 0 ≤ θ ≤ 2π

Assim, tem-se que

dz = ieiθdθ

= iz dθ

e

cos θ =
eiθ + e−iθ

2

=
z + z−1

2

=
z2 + 1

2z

Portanto,

∫ 2π

0

8dθ

5 + 2 cos θ
=
∫

γ

−8idz
z2 + 5z + 1

Observe que a função

f (z) =
−8i

z2 + 5z + 1

possui um polo de ordem simples em

z0 =
−5 +

√
21

2

z1 =
−5−

√
21

2

z0 − z1 =
√

21

e do Teorema de Resı́duos, segue-se que

∫
γ

−8idz
z2 + 5z + 1

= 2πi Res( f , z0)

= 2πi lim
z→z0

[
z− z0

−8i
(z− z0) (z− z1)

]

= 2πi
−8i

z0 − z1

=
16π√

21

Assim, ∫ 2π

0

8dθ

5 + 2 cos θ
=

16π√
21
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