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Exercicio 1 A funcao
f@)=—y+@-1)+ilaly—1)°+a],
pode ser reescrita como
f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
onde

u(z,y) = —y + (z —1)°
v(a,y) = a(y — 1)+

Observe que

—=-1*+1

o =2x(y—1)

Para que [ seja diferencidvel num ponto (x,y) as
equacoes de Cauchy-Rieman devem ser satisfeitas,
ou seja

ou_ o0
or Oy
ou_ v
oy Oz

Em outros termos,

2@ —-1)=2z(y — 1)
{—=—<y—1>2—1 -
r—1l=zy—=x
{(y—1)2—y0 -
(2-y)z=
{y=1y -

Assim, como as funcoes u, v e suas derivadas parciais
sao continuas em z = 1+ i (por serem polinomiais)

e as equacoes de Cauchy-Rieman estao satifeitas
neste ponto, seque-se que z = 1414 é o unico ponto
em que a funcao f € diferencidvel. Além disso

Ju .0V

FAti)=5-(11) +i

833(1’1)

=1

Exercicio 2
a). Sendo z = x + iy a fungdo
f) =224+ (-1 +i(y—1)2
pode ser reescrita como
fz) = (@ +iy)® + (z = 1)* +i(y — 1)°
=a% +2vyi —y* + (v — 1)? +i(y — 1)?
=2’ =y’ + (2 - 1> +i 20y + (y — 1)°]
=u(z,y) + iv(z,y)
sendo
u(@,y) = 2* —y? + (z — 1)°
v(z,y) = 2zy + (y — 1)?

Observe que

%:4x—2
2—2:2x+2y72

Portanto, u, v e suas derivadas sdo continuas para
qualquer (z,y), uma vez que sao polinomiais. Para
que f seja diferencidvel num ponto z = x + iy,
além disso € também mecessdrio que as equacgoes



de Cauchy-Rieman sejam satisfeitas messe ponto.
Assim, deve-se ter

Ou _ v
or Oy
u__dv -
oy Oz

{ dr—2=2x+2y—2
-2y =—(2y)

rT=1Y
{ vy € R
Logo, f € diferencidvel em todos os pontos z = x +1iy
com x =y (bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes
do plano complexo). Perceba que para nenhum desses
pontos € possivel estabelecer uma vizinhancga formada

por pontos em que [ € também diferencidvel. Logo,
nao existe z para o qual f seja analitica. O

b). Usando os resultados obtidos no item anterior,
tem-se

Ou iy 1y i)

f(l41) = e

ox
=242

Exercicio 3 Inicialmente observe que a funcdo
1
Z) =
£ = o
é continua em todo o percurso definido pelo caminho
C dado pela curva

- i T
z=4e", —— <t< =
2= — 2
Desta forma, a integral dada € independente do
caminho escolhido, ou seja

3)
Jomrt= Lo

Nl
N

(4i)2 — (—44)
2

_ V22 -V2 42
2

=iV2
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Exercicio 4

a). O termo geral da série em questdo é

(z—4—3i)"
ap = T
e disto, seque-se que
(-4 -3
Ak+1 = 52(k+1)
Assim
api1| | (z—4—30)" 52k
ap || 5XRED g gy)P
z—4—3%
|z —4 -3
N 25

Sequndo o teste da razao, a série dada serd
convergente para os valores de z € C tais que

Ak+1
ay

lim

k—-+o0

<1

Ou seja,
.|z —4-—3i
1 < 1=
kalriloo 25

|z — 4 — 3i|
25

|z —4—3i| <25

<l=

Assim a série converge no circulo de centro em
zo =4+ 31 e raio R = 25. U

b). O termo geral da série em questio é

_ 2k
Tkt 2)(k')2(z )
e disto, seque-se que
(2k +2)!

( _ i)(2k+2)

BT e+ 3)(k+ 1)1)2



Assim
apsr| |2k + 21z =)D (k+ 2) (k)
ar || (k+3)((K+1DN2  (2k)!(z —4)2F

|2k +2)(2k + 1) -
T (k+3)(k+1)2 (z=1) (k+2)’

20k + 1)(2k + 1) (k + 2) (2 i)
B (k+3)(k+1)2

202k +1)(k+2) 2
T (k3 (E+1) (z—1)

2k + 5k + 2
k2 + 4k +3

Segundo o teste da razao, a série dada serd
convergente para os valores de z € C tais que

.12
- 2~ 1]

lim |2 <1
k—+oco | ap
Ou seja,
2k? + 5k + 2 2
li 2|——mF—— —1 1=
b oo ’k:2+4k;+3 [z =i <

Alz—i<1=>

2 1
—il" <~ =
e i < 5
o~ il < 5
z—i|l < =
2
Assim a série converge no circulo de centro em zg = i
1
e raio 3
Exercicio 5 Inicialmente observe que
22— 2242
fe=—==5"
22 —2241-1+42
z—2+1-1
(-1 41
(-1 -1
(-1 1] ——
= z — -
(z—1) -1
(=174 1 1
(z—1) 1- zil
1
=[z-1D+ (-] T

z—1
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Sabe-se que

Desde que

1
‘<1<:>1<|z—1
z—1

Assim, seque-se que

FE) = [ -1+ (- )7
z—1
+oo 1
=[z=1)+(z—17"] Zm
n=0
X1 X1
- ;(z "yt nz::o(z e
+o00 1 +o0 1
- ;)<Z —1)n1 + n;(z — 1)1

+o00 1

+oo 1
_(Z—l)+1+;m+2m

too
:1—|—(Z—1)+nz::2m



