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Problema 1 Determine dois niumeros complexos tais que um € conjugado do outro, o
modulo de sua soma € 1 e a soma de seus modulos € 2.

Problema 2 Cualcule
a). (1+ z)% ;
b). (—V3+i) °.

Problema 3 Considere a funcdo

S

sez = 12

k, sez =2

Determine o valor de k de modo que f seja continua em z = 2.
Problema 4 Determine os pontos onde a funcao

f(2)=—y+(@—1)"+ila(y —1)" + ]
¢ diferenciavel e calcule sua derivada neles.
Problema 5 Considere f(z) = 2* + (x — 1)* +i(y — 1)%.
a). Determine onde a funcao f € analitica.
b). Calcule f'(1+1).

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Sejam u e v os numeros complexos que e
deseja-se encontrar. Como um deve ser o conjugado )
do o.utro, conforme diz o enunciado do problema, (1—|—i)%= {\/5 (cosz —|—isenz>} 3
considere 4 4
, 1m  2kmw 17 2km
u = a+bi 2\5/§|:COS (—i—)—i—isen (—&—)}
v —a—bi 34 3 34 3
Além disso, deve-se ter com k =0,1,2. Portanto
ut+v=1= (1+i)é={j/§(cos%+isenl—7r2) ou
a+bi+a—-bi=1= y
2% =1 = (1414)% = V2 (cos 2T +isen?T) ou
1 1
a=3 (1414)% = V2 (cos IF +isenlT).
¢ O
ul+|vj=2=
ful + Ivi b). Observe que
Va2 +b2=2=
R =1= ’—\/§+i‘:2
3
b2 = - = 5
4 Arg (f\/g + z) =2
po V3
2 Portanto,
Portanto,
5 5
u_l_,_@ —\/§+i=2<cos7r+isen7r)
2 D) 6 6
e
1 V3 €
V=—— —.
22 -4 5 AN
[ | (f\/§+i) P = {2 (congrisenGW)]
Exercicio 2 ! 1
2 (cos 3T + isen3T)®
a). Observe que cos 5 +isen <)
1
1+i[ =2 =3 157 | 2kn Ior | 2kr
V2 [cos (5 + 257) +isen (55 + %7
Arg(141i) = — B 1
5 ™ 2km . s 2km
Ou seja V2 [eos (§ + 257) +isen (§ + %7)]
. . B T 2kw . m  2kmw
1+i:\/§<cosz+isenz) 7B\ \e T ) ele s




comk=0,1,2,3,4. Ou seja

(—\/g—l—i)_% = 5%/5 (COS% — isen%) ou
(—\/§+z’)7% :%ﬁ(cos%—isenlggr) ou
(f\/§+i)7% = 5%/5 (cos%?—éT — isenQ??gr) ou

(—\/3—1—1‘)_%: L (cos%—isen‘u”) ou

175} 30
(~VB+i) " = & (cos B — isenir)

Exercicio 3 Observe que a funcdo

22 —52+6
fy =4 -4

k, sez =2

sez # £2

i) Estd definida em z = 2 visto que f(2) = k.
ii) Além disso,

22 —52+6

lim f(z) = lim e

z—2 z—2

Ou seja, o limite existe. Na primeira passagem da
deducao deste limite usou-se a regra de L’Hospital.

iii) Por fim, a continuidade da funcdo f em z = 2

serd verdadeira se os resultados obtidos nos intens (i)
e (i) forem iguais, ou seja

lim f(2) = £(2) >

z2—2
! k
4
Assim, sek = —i a funcao f serd continua em z = 2.

|
Exercicio 4 A funcao
f)=—y+ (@ -1 +ifz(y—1)* +a],
pode ser reescrita como

f(z) = u(x,y) +iv(z, y)
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onde

Observe que

5, =22y —1)

Para que [ seja diferencidvel num ponto (x,y) as
equacoes de Cauchy-Rieman devem ser satisfeitas,
ou seja

ou_ o0
oxr 0Oy
ou_ ov
dy  Ox

Em outros termos,

20 —1)=22(y -1
r—l=zy—x
{(yl)2 -
2-yzx=1
et -

Assim, como as funcoes u, v e suas derivadas parciais
sao continuas em z = 1+ 1 (por serem polinomiais)
e as equacoes de Cauchy-Rieman estao satifeitas
neste ponto, seque-se que z = 1414 é o unico ponto
em que a funcao f € diferencidvel. Além disso

P = 801 +i001,1)

=1

Exercicio 5
a). Sendo z = x +1iy a funcdo

f(2) =224+ (x - 1) +i(y—1)2



pode ser reescrita como
f(2) = (z+iy)* + (z = 1)* +i(y - 1)°

=2+ 2zyi —y* 4+ (x —1)* +i(y — 1)°

Py w102+ [y o+~ 1)

u(z,y) +iv(z, y)

sendo
w(z,y) =2 — > + (x - 1)°

v(z,y) = 2y + (y — 1)?
Observe que
Ou
or
du
dy
v
or
0

v
— =2x+2y—2
dy Y

=4x — 2

Portanto, u, v e suas deriwadas sdo continuas para

qualquer (z,y), uma vez que sGo polinomiais. Para
que f seja diferencidvel num ponto z = T + iy,
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além disso € também mnecessdrio que as equagoes
de Cauchy-Rieman sejam satisfeitas messe ponto.
Assim, deve-se ter

Ou v
amiaiy
u_ v -
oy  Ox

{ dr —2=2x+4+2y—2
-2y =—(2y)

=y

Vy e R
Logo, f € diferencidvel em todos os pontos z = x +1y
com x =y (bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes
do plano complexo). Perceba que para nenhum desses
pontos € possivel estabelecer uma vizinhanga formada

por pontos em que f € também diferencidvel. Logo,
nao existe z para o qual f seja analitica. (I

b). Usando os resultados obtidos no item anterior,
tem-se

P = S +igt )

=2+2
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Problema 1 FEncontre todos os valores complexos z que satisfazem as equagoes:

a). e 1 = —ie?;

)

b). ex = —1.

Problema 2 Mostre que
(Za)n — Zan

para todo z € C,, a € C en € Z.

Problema 3 Calcule

1
/ —dz
c4z2

onde C' € o arco do circulo z = 4e™ com —5<t< 3.

A ( NE i4@)3) *

sendo C' a curva dada pela equagao |z| = 6.

Problema 4 Cualcule

Problema 5 Resolva as integrais
) f =i, C ¢ 2] = 2
a). ¢ ——dz, C é a curva |z| = 2;
C (Z + Z)4
b). ?{ﬁdz, C € a curva |z — 1] = 3.
C z

Boa Sorte!
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Exercicio 1 e
a). Observe que Inz = log, ||z|| +iarg(z)
—1i = COos (g + 2k7r> — isen (g + 2k7r> Assim,
— o~i(3+2%7) ez L0 _ ollog|1z|+iarg(2))
Portanto a equacao dada, torna-se — palog|z yi avarg(2)
ez_l = —ieg — elogeHzHaeiaarg(Z)
=
6zfl 637i(§+2k7r) — ||Z||0‘ eiaarg(z)
Ou seja Agora,
1431 (5 +2%n)
z = —i(= 0 , n
2 ()" = (Jl2l|* e )
4—i(Z+2%r), ke
=x—1{3 ™5 [e] 1o arg(z "
2 = (|lzl|)" e 25|
U .
_ ”Z”Om eznaarg(z)
b). Observe que
—1 = cos(m + 2km) + isen (7w + 2km) Por outro lado
_ ei(ﬂ+2kﬂ—) ke?Z Lan ean(logCHzH—&-iarg(z))
Portanto a equagao dada, torna-se — @ log.||z]| jianarg(2)
1
ez = —1 — elogEHzHO‘"eianarg(z)
<~
— an _ianarg(z)
6% _ 61(7T+2k‘7T) HZH €
Ou seja = (%)
- =i(r+2km) = =
j— 1 : , o . . ~
= i (m ot 2km) Exercicio 3 Inicialmente observe que a funcdo
—i
=——— keZ 1
N T+ 2kmw f(z)=—
423
|

Exercicio 2 Considere z € C,, a« € C e n € Z. Por
definicao sabe-se que

P ealnz

€ continua em todo o percurso definido pelo caminho
C dado pela curva

, T T
z=4et, — = <t <=
2~ — 2



Desta forma, a integral dada € independente do
caminho escolhido, ou seja

1 (%)
/ —dz :/ ’ ildz
c4zz 2(-3) 422

(40)? — (—4i)?
2

_ V242 V2402
2

=iV?2

Exercicio 4 Deseja-se calcular a integral

2iz 4
c\zt (=19
sendo C' a curva dada pela equacdo |z| = 6.
Observe inicialmente que

2iz 4
cz c(z—1i)?
e que z = 4 é uma singularidade para a primeira
integral e z = 1 é uma singularidade para a
sequnda integral. Além disto, ambas as singularidades

encontram-se no interior da curva C. Usando a
segunda formula integral de Cauchy, tem-se que

e2iz omi d3 .
fc rde= 50 s (@)

z=0
i . 21z
= ? (_8262 )|z=0
s
3
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2% o2 d?
T dy =200 (4
?{C(z —14)3 TR (%)

=mi (122%)] _,
= —12mi
Ou seja,
8
A= 4 19mi
3
]
Exercicio 5
a). Observe que z = —i € a Unica singularidade da
funcao
f2) = ——
(z+10)*
e estd no interior do circulo C' definido pela curva
de equagao ||z|]| = 2.Usando a segunda férmula
integral de Cauchy, tem-se
z 21 d3
dz=—— —
%C(z +4)4 S TR (2) I
i
== (0)—_;
e
=—1(0
=0
O

b). Observe que z = 0 é a dnica singularidade da
fungao

e “senz
Zz) = ————
1) =5
e estd no interior do circulo C definido pela curva
de equagao ||z — 1| = 3.Usando a segunda férmula

integral de Cauchy, tem-se

—z Qi d2
]{ € S S;?nzdz UL (e *senz)
o z 2! dz? =0

= i (—2 cos 2 e_z) |Z:0

= —2m
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Problema 1 Determine o circulo e o raio de convergéncia das séries de poténcias:

a) Z(Z ;4%31

b). Z otz (2 — ).

Problema 2 FEscreva a série de McLaurin e dé o raio de convergéncia, da Sequinte

fungao
z
Z) = ———.
Problema 3 FEzpanda a fungao
22— 2242
M) =—==5

em uma série de Laurent que seja valida no dominio |z — 1| > 1.

Problema 4 Calcule as integrais

1

dz, C € a curva |z — 2| = 3;
b). fcﬁd% C € a curva |z| = 3.
Problema 5 Calcule
/Tr df
o (a+ cos0)’

onde a > 1.

Boa Sorte!
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Exercicio 1

a). O termo geral da série em questio é

(243"
Ok = 52k
e disto, seque-se que
(z —4—3i)"!
ak+1 = sk
Assim
api1|  [(z—4 30 5%
ap || BRHD g3k
x4 -3
==
|z —4 -3
B 25

Sequndo o teste da razao, a série dada serd
convergente para os valores de z € C tais que

lim |2 <
k—+oco | ap
Ou seja,
.|z —4—3i
1 _—<1l=
k:ﬁlrfoo 25
|z — 4 — 3i
—_—<1=
25

|z —4—3i| <25

Assim a série converge mo circulo de centro em
zo =4+ 3i e raio R = 25. O

b). O termo geral da série em questio é

_ (2K)! %k
W= e Y
e disto, seque-se que
(2% + 2)!

_ Z)(2k+2)

T e+ 3)((k + 1)1)2 (

Assim
aps1| |2k + 21z =)D (b +2) (k)
ar || (k+3)((K+1DN2  (2k)!(z —4)2F

2k +2)(2k 4 1) o
sk ¢ 7Y (’”2)'

2(k + 1)(2k + 1) (k + 2)

=T Granryr GV
|2k k)
Tkt

2k% 4+ 5k + 2 s x
k2 4+4k+3

Sequndo o teste da razao, a série dada serd
convergente para os valores de z € C tais que

lim a2 <1
k—+oo | ap
Ou seja,
i 2k? + 5k + 2 NI
im — ||z -1
k—+oo k2 44k +3

4z—i> <1=>

lz—i’ <~ =

(NN

|z —i] <

Assim a série converge no circulo de centro em zg = i

1
o R=—. |
€ Taio 5

Exercicio 2 Observe inicialmente que

(1;)/: (1—1z>2




I 17
<1—z) _[<1—z>2]
C2(1-2)
(-2t
_ 2
(1—2)°
Ou seja

Sabe-se que

1 =
= Zz”7 |z] <1
? n=0

Logo

para |z| < 1.
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Exercicio 3 Inicialmente observe que

22 —22+2
f&)="—"5—
22 —2241-1+42
o z—2+1-1
(1)1
C(z—-1)-1
1
p— - 2 -
_[(z 1 +1} (z-1)—1
(=141 1
(z—1) 17;1
1 1
z[(z—1)+(z—1) ]
z—1
Sabe-se que
l—zil nZ:o z—1
nOZ_1
Desde que
1
)‘<1®1<|z_1
z—1
Assim, seque-se que
1 1
fR)=[-D)+ (-1 —
z—1
+oo 1
_ - -1
=[(z-1)+(z—1) };(z_l)n
400 +oo
1 1
Sy
_ n—1 _ n+1
—(z-1) (-1t

+00 1 +00
:;)(2—1)%1 +nz::2(z
Z_l +1+Z _ n 1+Z
+oo 2
+(z—1)+;7(2_1)n_1

Exercicio 4



a) Considere

1
f(Z)Zm

Observe que z = 0 e z = 1 sdo os polos da funcdo
dada e apenas z = 1 encontra-se dentro do circulo
|z —2| = 3. Além disto, z =1 é um polo de ordem 4
ou seja

3
Res(f(2),1) = 5 lim = [(= — 1)*/(2)]

_ 1 o (1
T 601028 \ 28

1. —60
= — lim ——

6z—>1 26
=-10

e usando o teorema de Residuos de Cauchy,
tem-se que

j{ﬁdz = 2miRes(f(z),1)

c
= —20m
O
b) Considere
eZ
f(Z) - 23 + 222
eZ
22 (z+2)
Observe que z =0 e z = —2 sdo os polos da fungao
dada e ambos encontram-se dentro do circulo |z| = 3.
Além disto, z = —2 € um polo simples e z =0 € um

polo de ordem 2. Portanto

Res(f(2), =2) = lim (2 +2)f(2)

Gabarito 32 Prova

B e*(z+1)
_z—>0 (Z+2)2
1
4

e usando o teorema de Residuos de Cauchy,
tem-se que

]{ﬁzwdz = 2mi (Res(f(z), —2) + Res(f(2),0))
C

o (624+ 1)

_ <e22+ 1)

Exercicio 5 Observe inicialmente que

/2“ o /“ o /2" do
o (a+cos®)? J, (a+cosh)? ). (a-+cosh)?

Considere a sequinte mudanca de varidvel

t=2m—0
Entao
dt = —do
€
O=r=>t=m
0=2r=t=0
Ou seja

/2” do _/0 —dt

. (a+cos0)2 ). (a+cos(2m —t))2
/0 —dt
). (a+cost)?
__/Odt
~J. (a+cost)?
_/7r dt
~Jo (a+cost)?

_/” do
~Jo (a+cosh)?



Portanto

2m do T 2m
/0 (a+cos€)2:/0 a+cos¢92+/ a+c059

Ou seja

:/0 a—i—cos@2 +/0 a—l—cosﬁ

_2/7r db
7)o (a+cosh)?

/” df _1/2” do
o (a4+cos0)? 2/, (a+ cosfh)?

Seja C o circulo dado por

Observe que

Além disto,

ou seja

Assim,

z:ei9,0§9§27r

dz = ie"df <

dz = izdf &
% _ 9
iz

z =cosf +isenf

271 =cosf —isenf

24271

cosf =

2241

I

Os polos da

sa0

do j{ dz
a + cos 0)? Cix (a+z221-1)2

_ j{ 4zdz
ci(22+2az +1)°
funcgao
4z
)=
1z) i(22 4 2az + 1)°
zo=—-a—+Va?-1

zn=—-a+va2—-1
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Dos quais apenas z1 encontra-se dentro de C. O polo
21 possui ordem 2 e usando o teorema de Residuos
de Cauchy, tem-se

4zdz

o sae = RO

Calculando o residuo, tem-se

Res(f(2),21) =

4i(z1 — 20)? — 8iz1(21 — 20)
—<Zl _ ZO)4
_ 16iava® — 1
© —16(a2 — 1)°

Portanto

2zdz

b s pe oy TR0

P —
a1
_ Z2arw
(a ~ 1)
e, por fim
/" g 1/2’r dg
o (a+cosh)? 2/, (a+ cosfh)?

_ lj{ 2zdz
2Jci(22 + 2az + 1)

_ 2am
ECE
_ aT

- (Var=1)
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Problema 1 Determine os pontos onde a funcao
fl2)=—y+(z -1 +ila(y—1)" +2]

¢ diferenciavel e calcule sua derivada neles.

Problema 2 Considere f(z) = 2* 4+ (z — 1)* +i(y — 1),

a). Determine onde a funcao f € analitica.

b). Calcule f'(1+1).

Problema 3 Cualcule

1
/ —dz
c4zz

onde C' € o arco do circulo z = 4e* com —Z 7 <t<

wl=1

Problema 4 Determine o circulo e o raio de convergéncia das séries de poténcias:

(z—4—3i)"
a). =o

k=0

(2k)! 2k
b). Z(k+2 k')2 — 7

Problema 5 Ezpanda a fun¢ao

2292242

fe) ==

em uma série de Laurent que seja vdilida no dominio |z — 1| > 1.

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Métodos Matematicos

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito Prova Final
Data: Segunda-feira, 22 de Maio de 2017

2016
Turma E5

Exercicio 1 A funcao
f@)=—y+@-1)?+ilaly—1)*+a],
pode ser reescrita como
f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
onde

u(z,y) = —y + (z —1)°
v(a,y) = a(y — 1)+

Observe que

—=-1*+1

o =2x(y—1)

Para que [ seja diferencidvel num ponto (x,y) as
equacoes de Cauchy-Rieman devem ser satisfeitas,
ou seja

ou_ o0
or Oy
ou_ v
oy Oz

Em outros termos,

2@ —1)=2z(y — 1)
{—=—<y—1>2—1 -
r—1l=zy—=x
{(y—1)2—y0 -
(2-y)z=
{y=1y -

Assim, como as funcoes u, v e suas derivadas parciais
sao continuas em z = 1+ i (por serem polinomiais)

e as equacoes de Cauchy-Rieman estao satifeitas
neste ponto, seque-se que z = 1414 é o unico ponto
em que a funcao f € diferencidvel. Além disso

Ju .0V

FAti)=5-(11) +i

833(1’1)

=1

Exercicio 2
a). Sendo z = x + iy a fungdo
f) =224+ (-1 +i(y—1)2
pode ser reescrita como
flz) = (@ +iy)® + (z = 1)* +i(y — 1)°
=a% +2vyi —y* + (v — 1)? +i(y — 1)?
=2’ =y’ + (2 - 1> +i 20y + (y — 1)°]
=u(z,y) + iv(z,y)
sendo
u(@,y) =2 —y? + (z — 1)°
v(z,y) = 2zy + (y — 1)?

Observe que

%:4x—2
2—2:2x+2y72

Portanto, u, v e suas derivadas sdo continuas para
qualquer (z,y), uma vez que siao polinomiais. Para
que f seja diferencidvel num ponto z = x + iy,
além disso € também mecessdrio que as equacgoes



de Cauchy-Rieman sejam satisfeitas messe ponto.
Assim, deve-se ter

Ou _ Ov
or Oy
u__dv -
oy Oz

{ dr—2=2x+2y—2
-2y =—(2y)

rT=1Y
{ vy € R
Logo, f € diferencidvel em todos os pontos z = x +1iy
com x =y (bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes
do plano complexo). Perceba que para nenhum desses
pontos € possivel estabelecer uma vizinhanc¢a formada

por pontos em que f € também diferencidvel. Logo,
ndo existe z para o qual f seja analitica. O

b). Usando os resultados obtidos no item anterior,
tem-se

Ou iy 1y i)

f(l41) = e

ox
=242

Exercicio 3 Inicialmente observe que a funcdo
1
Z) =
f6) = o
é continua em todo o percurso definido pelo caminho
C dado pela curva

- i T
z=4e", —— <t< —
2= — 2
Desta forma, a integral dada € independente do
caminho escolhido, ou seja

5)
Jomrt= Lo

Nl
N

(4)2 — (—44)
2

_ V22— V2 42
2

=iV2
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Exercicio 4

a). O termo geral da série em questdo é

(z—4—3i)"
ap = T
e disto, seque-se que
(-4 -3
Ak+1 = 52(k+1)
Assim
api1| | (z—4—30)" 52k
ap || BXEED g gy)P
z—4—3
|z —4 -3
N 25

Sequndo o teste da razao, a série dada serd
convergente para os valores de z € C tais que

Ak+1
ay

lim

k—-+o0

<1

Ou seja,
.|z —4-3i
1 < 1=
kalriloo 25

|z — 4 — 3i|
25

|z —4—3i| <25

<l=

Assim a série converge no circulo de centro em
zo =4+ 31 e raio R = 25. U

b). O termo geral da série em questdo é

_ a2k
A 2)(k')2(z )
e disto, seque-se que
(2k + 2)!

( _ i)(2k+2)

BT e+ 3)(k+ 1)1)?



Assim
aps1| |2k + 21z =)D (k+ 2) (k)
ar || (k+3)((K+1DN2  (2k)!(z — )2

|2k +2)(2k + 1) -
T (k+3)(k+1)2 (z=1) (k+2)’

20k + 1)(2k + 1) (k + 2) (2 i)
B (k+3)(k+1)2

2@k +1)(k+2) 2
T (k3 (E+1) (z—1)

2k + 5k + 2
k2 + 4k +3

Segundo o teste da razao, a série dada serd
convergente para os valores de z € C tais que

.12
- 2~ 1]

lim |2 <1
k—+oo | ap
Ou seja,
2k? + 5k + 2 2
li 2|———mF—— —1 1=
b oo ’k:2+4k;+3 [z =i <

Alz—i<1=>

2 1
—il" <~ =
e —if? <
o~ il < 5
z—il < =
2
Assim a série converge no circulo de centro em zg = i
1
e raio 3
Exercicio 5 Inicialmente observe que
22— 2242
fe=—==5"
22 —2241-1+2
z—2+1-1
(-1 41
(-1 -1
(-2 1] ——
= z — -
(z—1) -1
(=141 1
(z—1) 1- zil
1
=[z-1D+ (-1 T

z—1

Gabarito Prova Final

Sabe-se que

Desde que

1
‘<1<:>1<|z—1
z—1

Assim, seque-se que

FE) = [ -1+ (-7
z—1
+oo 1
=[z=1)+(z—-17"] Zm
n=0
X1 X1
- ;(z "t nz::o(z "y
+o00 1 +o0 1
- ;)<Z —1)n1 + n;(z — 1)1

+o00 1

+oo 1
_(Z—l)+1+;m+2m

too
:1—|—(Z—1)+nz::2m
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Problema 1 Calcule
a). (64i)7

b). 1+4i+d*+ -+ 2018,

1
Problema 2 Sabendo que z + — =1, calcule |z|.
2

Problema 3 Determine z sabendo que z, 1 e 1z sao vértices de um triangulo equildtero.

Problema 4 Considere a esfera de Riemann sendo a esfera de raio unitdrio e centro na
origem. Calcule a projecao do complexo z = a + bi sobre a esfera de Riemann usando a

projecao estereogrdfica.

Problema 5 Determine onde a fungdo

¢ analitica. Justifique sua resposta.

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Métodos Matematicos

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito 12 Prova 2017
Data: Tercga-feira, 20 de Fevereiro Turma E5
Exercicio 1 Além disto, tem-se que
a). Observe que e S
5 _/.4\504 .3
(64i)F = V6457 = (")
=645 Vi =17 ()
Além disso, tem-se que -
‘ Portanto,
il =1
144
— 3 S =
9 = Arg(l) 1—14
=T o l+il4d
2 S 1l—il4d
Ou seja, 1421
. N 2
a4/ m . TN 2
\ﬁ—<c052+15en2> :%
Z 4+ 2kw Z 4+ 2krw
=C0827+Z'SGD2T,/€=0,1,273 —
m+ 4k ™+ 4k |
= _— sen——
Exercicio 2 Sabe-se que
Assim, calculando todas as possibilidades:
1
s 5 ) z+-=1
(64i)% = 64% (cos § + isen%) ou z
B . Ou seja
(64i)% = 647 (cos 3T + isen) ou )
2241
5 5 = 1 =
64i)% = 647 (cos 2T + isen?T) . ou z
(641) ( 8 8 ) Z24l=z=>
(640)% = 64% (cos 3% 4 jsentd) 2 —2+1=0
O Resolvendo a equagao do 2° grau, tem-se
b). Deseja-se calcular 2 = 1+iv3
2
S=1+i+i*+- +4208 ou
_1—-iV3
Para isto, observe que tal soma corresponde a uma 72 = D)
p;‘;)gressao geométrica de razdo i. Assim, seque-se Assim,
‘ o ol = fza] = 2] = 1
S=—-— ]

1—1



Exercicio 3 Sendo z, i e iz vértices de um triangulo
equildtero, seque-se que

|z — i = |z —iz|
|z —i| = |1 —iz]

Assim, considerando z = x + 1y, as equagdes acima
torna-se

|z + iy —i| = |z + iy — iz + y N
|z + iy —i| = |i — iz + y|
P y—1)" =@ty + -2
x2+(y—1)2=y2+(1—x)2
222 —1=
{ 22422 —-1=0 N
y==x
x:‘/‘g’;lou*‘/gfl
y=x
Portanto
V3—-1 V3-1
z= +1
2 2
ou
V3+1 V341
= — —1
2 2

Exercicio 4 Sendo a esfera unitdria de centro na
origem o FEsfera de Riemann, seque-se que o
“norte”desta esfera é o ponto N = (0,0,1) e o
numero complexo z = a + bi visto como um ponto
no espago possui coordenadas P = (a,b,0). Desta
forma, a reta que passa pelos pontos N e P possui
uma parametrizacao possivel dada por

r(t)=N+ (P —N)t
=(0,0,1) + (a,b,—1)t
= (at,bt,1—1)

com 0 < t < 1.
equacao

Além disso, esta esfera possui

2 + y2 +22=1
Assim, a projecdo de z sobre a esfera, nada mais é
que o ponto da reta v que a toca. Ou seja

z(t)? +y(t)? +z2(t) =1=
(at)’ + ()> +(1—t)>=1=
ALVl -2 2 =1=
At 0 -2+ 12 =0=>
(@®+b°+1)¢* -2t =0=

t[(@®+b*+1)t—2] =0

Gabarito 12 Prova

Assim,
t=20
ou
_ 2
a2+ b2+ 1
_ 2
2" +1

Parat =0 tem-se o ponto N e parat = tem-se

_2
‘2‘2_;'_1 I
a projecao procurada:

2 2a 2b 2
"\ T2 T 2 ) 1-—
||+ 1 2]+ 1 |z|"+1 lz|” +1

[ 2a 2 |of -1
2P+ 1 |2+ 17 2 +1

Exercicio 5 Deseja-se avaliar a analiticidade da
fungao

z—1

flz) =

Para isto considere as funcoes

zZ—1

g(z)=2z—1

h(z)=%2—1

Observe que g € uma funcdo polinomial e, portanto
analitica em todo C. Por outro lado, a func¢do h pode
ser reescrita como

h(z)=x—iy—1i
=z —i(y+1),

considerando-se z = x + 1y. Assim, suas partes real
e imagindria sao

Donde seque-se que



Portanto,
ou_ o
ox " 0Oy
Ou _ v
oy Oz

para qualquer z € C. Em outras palavras, as equagoes
de Cauchy-Riemann ndao sdo validas para todo z.
Disto conclui-se que h ndao é analitica para qualquer
zeC.

Perceba que

Gabarito 12 Prova

e suponha que exista z € C tal que f seja analitica
em z. Assim, como g € também analitica em z, seque
que g/ f também € analitica em z. Mas

9(z) _9(z) _ (A=)
76 am ~ gy T

0 que € uma contradicdo, visto que h € nao analitica
em todo C. Logo, ndo existe z € C tal que [ seja
analitica em z. ]
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Problema 1 FEscreva cada um dos sequintes numeros na forma a + bi
a). e¥tii;

b). senh (1 + 7).

Problema 2 Calcule

a). (144"

b). Ln (V3 +1i).

Problema 3 Resolva a equag¢ao
Ln (z2 — 1) = iﬂ

2
/ zdz
c

sendo C' o circulo |z| = 2 percorrido no sentido antihordrio.

Problema 4 Calcule

Problema 5 Culcule

/C(z n 2)2(2 %

sendo C' o circulo |z| = 4 percorrido duas vezes no sentido hordrio.

Boa Sorte!
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Exercicio 1

a). Observe que

o2+ 2 i

Bl

=e“e
= ¢? (cos T + isenz)
N 4 4
(V2 Ve
=e - 4
2 2
V2 e2V2
= + 1
2 2
O
b). Observe que
147 _ ,—1—mi
senh (1+7i) ¢ 26

e(cosm+isen ) —e !(cosm—isen)

2
_—e +e L
N 2
[ |
Exercicio 2
a). Observe que
(1 + i)1+i _ e(1+i)Ln(1+i)
_ e(lJri)[ln\1+i|+iArg(1+i)]
_ e(1+i)[1n V2+iZ]
— o(InV2=%)+i(§+nv2)
=a+bi
Sendo
a = e("V2=%) ¢og (% +1n \/5)
b=emvV2=%)gep (g +1n \/5)
O

b). Observe que

Ln(\/§+i> zln’\/§+i

+iArg (\/5 + z)

T
=In2+i—
n —1—26
[ |
Exercicio 3 Perceba que
Ln(zz—l)zig#
2—1=¢% =
22—1=cosg+iseng:>
2 -l=i=
z=vV1+1
Ou seja
T+ 2k T+ 2k
z:\/§[cos4 71-—i—isen‘l ﬂ-}
2 2
=2 {cos (% + /{17'(') + i sen (% + kﬂ')}
com k =0,1. Portanto
= 93 (5) 450 ()
ou
2= V2 |cos g—ﬂ + 7sen 91
8 8
|

Exercicio 4 Inicialmente, observe que a funcdo
f(z) = Z € nao analitica para qualquer z € C (use
as equacoes de Cauchy-Riemann para conferir
esta afirmagdo). Seque-se disto que nao é possivel
utilizar-se o Teorema de Cauchy-Goursat para o
cdlculo da integral dada.

Uma parametrizagdo possivel para o circulo C :
|z| =2 € dada por

z=2@it,0§t§2ﬂ'



Assim,

z=2e"%

dz = 2ie'dt

27
/Edz:/ 2e 26 idt
c 0

27

:/ 4idt

0

Ou seja,

= 8mi
|
Exercicio 5 Considere Cy sendo a  curva
correspondente ao percurso de uma volta no
cireulo |z| = 4 no sentido antihordrio. Uma

parametrizacao possivel para Co ¢é dada por
z=4eit,0§t§ 2w
Como C' € a curva que corresponde a duas voltas no

cireulo |z| = 4 no sentido antihordrio, seque-se que

dz =

/C(Z+2)(Z—1) _2/02(Z+2)(z_1)dz

Além disso, a funcdo

z
)= —"-
/) (z+2)(z-1)
possui duas singularidades em z = =2 ez = 1 e

ambas estao dentro do circulo |z| = 4. Decompondo
o circulo Cy nos semi-circulos Ca. (semi-circulo a
esquerda) e Caq (semi-circulo 4 direita) orientados
também no sentido antihordrio, tem-se que

/ zdz _ / zdz n
e (z+2)(z-1)  Jo, (z+2)(z—1)

zdz
* /c 21

Gabarito 22 Prova

e,usando a primeira formula de integral de Cauchy,

Portanto

/ zdz _@4_2#2’
o, (z+2)(z—1) 3 3

=27

zdz .
/C(z +2)(z—1) —2(2m)

= —4m
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Problema 1 Determine o disco de convergéncia da série

+oo

h
Zsen n (z+1)"

en

n=1

Problema 2 Encontre a série de MacLaurin (todos os termos) e o seu raio de convergéncia
para a fungdo

1
f(Z) - (1 . 2)3
Problema 3 Calcule os residuos da funcao
23
J(z) = 23— 422+ 42

. : . . o 1
em todas as singularidades isoladas. Considere o ramo principal de z2.

27
/ sen*d do
0

/+°° COS T
——dx
o (x2+44)?

Problema 4 Calcule

Problema 5 Calcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Sendo a série dada por Portanto,a série converge absolutamente no disco de
+oo centro em z = —1 e raio R = 1. ]
senh n n
Z en (Z + 1) ’
k=1 Exercicio 2 Sabe-se da série geométrica que
observe que seu termo geral é ]
senhn n ——=1+z+42"+ 42"+
e “+o00
e _
senh (n + 1) nal - Zzn
Untl = — 37 (z+1) n=0
Assim, desde que |z| < 1. Além disto, usando a derivada,
Unt1| _ senh (n1—|— 1) (=4 1)n+1 e _ tem-se que
Un, ent senhn (z+1)
d ( 1 ) B 1
h 1 dz \1— 1 a2
_ |sen (n+ )(z—i—l)‘ dz \1—=z (1-2)
esenhn
ou seja,
senh (n + 1)
== 1
esenhn ‘|Z+ | 1 _ a 1
(1—2)?% dz\1-=2
en-‘,—l _ e—n—l +00
2e en —e =7 Zz
) n=0
e — e~ +oo
=l |z + 1 :ann_l
n=1
en (1 _ 6—271—2) )
=|——F ||z + 1] Usando a derivada novamente, observe que
en (1 —e2n)
1—e 22 dl ! 2]: : 3
il g R dz |(1-2)"] (1-2)
Usando o teste da razao, tem-se que esta série serd ou seja,
convergente quando
. Un+1 1 1d 1
lim |[—*| <1 - 24
=3 +o0 U, < (1=2)% 2dz |(1-2)°
Ou seja,
oo
1-— 6727172 _ 1d n—1
. =-— nz
1— i = nin—1)
3 _esmre _ n—2
|z+1|nErJIrloo’ - <l= *ZTZ
e n=2
2 +1f <1 desde que |z| <1 (disco de convergéncia). [ |




Exercicio 3 Perceba que

flz) =

2(z—2)°

Ou seja, a funcdo f possui um polo nao isolado
em z = 0, um vez que a fung¢do 2% ndo estd
definida na parte positiva do eizo real (caso considere
o argumento principal em 0 < 0 < 27) ou na parte
negativa do eixo real (caso considere o argumento
principal em —m < 6 < w). Em qualquer um dos
casos z = 0 é um polo nao isolado. Além disso, f
possui um polo isolado de ordem 2 em z = 2.
Portanto,

Res(f,2) = lim Ka ((z— 2)%‘(2))]

z—2 dZ

. [ d 22
=l \ 7 (‘Z”%wﬂ

w4 (1
=2 |dz \ z3

= lim

- z—2 __ 2/ 23
1
42

Exercicio 4 Considere o caminho C, dado por
z=¢%, 0<0<2r
Assim, tem-se que
dz = ie"df

=1zdb

Gabarito 32 Prova

9 4
4 z¢—=1
9:

sen ( iz )

(-2-1)°
1624

2 2 _ 1 4
/ sen49d9/(z4)c.iz
0 c 16z 1z

_ [y
_/C 60

(-*-1)°
16725

Portanto,

Observe que a fungdo

f(z) =

possui um polo de ordem 5 em z =0 e do Teorema
de Residuos, seque-se que

(-1’ :
/016sz = 2m Res(f, 0)

— 921 li _ld745()
= ng%_zﬂdz‘lzfz

— 9271 i -1d4 5(22_1)4
T e 1 24dA T 1600

1 adt 4
= o lim | (22— 1
TR0 |24 16i d2 (5 -1) }

21 o, 4
24-16@35%[6124(2 _1)]

. m . 4 2
= 1376 Jm [16802* — 14402° + 144]

T
12-16
3

4

144

Assim,

27
/ sen 0do = 3m
0 4

Exercicio 5 Para resolver a integral

T cosx
/ RV dx
o (224 4)



€ necessdrio calcular a integral

/ B
c(z2+4)

sendo C € a borda do semi-circulo de raio r e centro
na origem cuja parametrizacdo pode ser dada por

C=C,Uy

com C sendo

€y
z=t,-r<t<r

Observe que a fungao

12

e

z)= ——>

fle) (22 4 4)
possui dois polos de ordem 2 em z = 2i (estao dentro
de C) e dois polos de ordem 2 em z = —2i (estio

fora de C). Assim, pelo Teorema dos Residuos,
tem-se que

/f(z)dz = 2mi Res(f, 2i)
c

Porém,
[z = [ szt [ f)as
C C o
Tooeltdt
cos [l
(2 +4)
/’" costdt ,/r sen dt
= —5+i] —
—r (t2 + 4) —r (t2 + 4)
e
Res(f, 2i) = lim |--(= — 20)/(2)
es,z—zl_gli_dzz 1) f(z
—him | L2
2—2i | dz (22+4)
) i d eiz
=lim | ——
z—21 -dZ (Z+2'L)
[ iz N2 iz .
~ lim | %€ (z + 2i) 264 (z + 2i)
z—21 I (Z+2i)
_ —244e=2
256
-3

32¢2
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Portanto

/T costdt n _/r sen dt ) =3 N
—_— 4t —— =2mi
(12 + 4)2 e (82 4 4)? 32¢2
sen dt 3

/T costdt n ,/T
i -
e (82 4+ 4) (12 4+4)% 16e?

e disto segue-se que

/T costdt 3w
o(t2+4)%  16e?

T coszdr . " costdt 3

ﬁ = 115{1 5 3 = 16 3

—00 (CE +4) r—T0o0 —r(t +4) €
Observe agora que a fung¢do

COsST

f(x)zm

€ par e disto seque-se que
/O cos x dx /+°° cos x dx
oo (2244 S0 (a2 +4)°
ou seja
/+°° cosz dx _/O cosz dx +/+°° cosz dx
coo (2244 S (22447 S0 (a2 +4)°
B 2/+°° cos x dx
o (a2+4)°
Assim,
/+°° cosxdr 1/+°° cosx dx
o (@447 2/ (@2+4)]

1 3T
2 16¢2

3T
32¢2
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Problema 1 FEscreva o numero complexo abaizo na forma a + bi
(14" +(1—19)"

onde n € N.

Problema 2 Considere a fungdo
f(z) = ry® + ir’y

com z = x +1y. Encontre a regiao do plano complexo onde

a). as equagoes de Cauchy-Riemann sdio satisfeitas

b). a fungao € diferencidvel

c). a fungdo é analitica

Problema 3 Encontre todas as raizes da equagdao

senz —cosz =3

1
/ Sdz
cl+z

sendo C' a curva dada pela equacao x* + y?> = 2x com z = x + iy, perco
antihordrio.

Problema 4 Calcule a integral

Problema 5 Calcule a integral

+o0o 4
X

d

/_oo 1+ 28 .

rrida no sentido

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente observe que
14+4= \/i(cosz—i—isenz)
4 4
= 2e'%
—T —T
1—i=+v2 — 41 —
1 f(cos 1 + i sen 1 )
= \/ﬁefi%

Assim,

Ou seja,

140"+ (1 —i)" =

Exercicio 2 Sendo
f(z) = zy? +iz’y
tem-se que

u(z,y) = zy®

v(z,y) = 2%y

sao as partes real e imagindria de f, respectivamente.

Assim,
ou 9
or Yy
ou
— =2
oy i
ov
— =2
ox Y
ov 9
87y =T

Entao, para que as equagoes de Cauchy-Riemann
estejam satisfeitas, € necessdrio que

o _ o o
or Oy y=a

0 o

gu_ _9v 2zy = —2xy
Jy Or

Resolvendo o sistema, obtem-se (x,y) = (0,0) como
unica solugdo. Portanto,

a). As equagoes de Cauchy-Riemann sdo
satisfeitas apenas em (0,0). O

b). Como as equagies de Cauchy-Riemann sdo
satisfeitas apenas em (0,0), seque-se que este ponto é
o unico local onde a funcdo pode ser diferencidvel.
Para confirmar isto, observe que u,v, Uy, Uy, Vs
e vy sao continuas em (0,0) e isto garante a
diferenciabilidade de f em (0,0). Ou seja (0,0) €
o unico local onde f € diferencidvel. O

c). Novamente, como (0,0) € o dnico ponto onde f
€ diferencidvel e esta € uma condi¢do necessdaria para
a analiticidade de f num ponto, seque-se que (0,0)
€ o unico candidato a analiticidade. Porém,também
€ necessario que exista uma vizinhanca em torno
deste ponto que também seja diferencidvel. Como nao
existe tal vizinhanca,seque-se que f ¢é nao analitica
em todo o C. |

Exercicio 3 Observe inicialmente que
( 77) T 7r
sen |z — — ) = sen zcos — — sen— Cos z
4 4 4

= — (senz —cosz
2



Ou seja

2 77
senz —cosz = —sen (z — —

NG 1

= v/2sen <z — %)

Logo, a equacdo dada
senz —cosz =3
Pode ser reescrita como
\/isen(z—%) =3&
(-1=7
sen |z —— | = —
4 V2
Assim,
= owen
z— — = arcsen | —
4 V2

s
z = — + arcsen

TN —
¥

e
SN~—

Lembrando que
arcsen z = —iln [zz +vV1- 22}

Seque-se que

=i ( 53]

ST i |i (2ET
1 NG
T 3+V7 (T

=50 [loge 7 +1 (5 +2k7r>]
3 3+VT

= — + 2km — il
1 + 2km —1log, \/5

ondek € Z. ]

Exercicio 4 Observe inicialmente que
P+ =2s
2> —24+1-14+9y*=0s
(z—-1)2+y*=1%
|z —1] =1

uma vez que z = x + 1y. Além disso, os polos da
funcao

Gabarito Prova Final

sao solugoes da equagao

1+2'=0e
z=+v-1
ou seja
s
Zo = €4
; -3
Zl = 61(%+%) = 62%
g 5
29 = el(Tﬂ+%) = elTﬂ
. .
23 = e (FTE) = ¢iF

Destes, apenas zg e z3 encontram-se dentro do circulo
C de equagao |z — 1| = 1. Logo, pelo Teorema dos
Residuos, seque-se que

/011722’4 = 27i [Res(f, z0) + Res(f, z3)]

Onde




Portanto,

/ dz o 1 i 1
— =27 —
cl+ 24 1 deiE

mi [cosE +isen ™ + cos 23X + jsen 3F
_m 4 4 4 4
-1

T (V2 V2 VB2
= (z“z‘g“g)

Exercicio 5 Para resolver a integral

+o0 4
/ A
oo 14z

€ necessdrio calcular a integral

4
/Zisdz

sendo C € a borda do semi-circulo de raio r e centro
na origem cuja parametrizacao pode ser dada por

C=C,Uxy
com C' sendo
z:reit,0§t§7r

e
z=t,—1r<t<r
Observe que a fungdo
!

1o =1

possui oito polos simples obtidos como solugoes da
equacao

1+428=0¢<

z=+v-1

Gabarito Prova Final

ou seja,
s
2o =¢€'8
W(Z+T) i3
zp =e\8T1) = ¢'s
j(3m o j B
22261(8+4):el8
(5 7
e
i(Im L m j 9
Z4:@Z(8+4):ez8
9 | lix
2;5:67‘(8+ )—ezs
llm m 137
36:31( +4)=€Z B
(13w 4 ™ jlom
27161( +4):€Z B

Destas, apenas zg,z1,22 € z3 encontram-se dentro
da curva C. Assim, pelo Teorema dos Residuos,
tem-se que

4 3
/Clj—izsdz = 27i ZRes(f, 2k)

k=0

com

Res(f,22) = —

zZ=ZzZ2




Res(f,23) = —

Portanto

[

z

3
T 5 dz = 2mi ZRes(f, 2k)

k=0

i (et p
= iwA - N . .
8ei T 8elF  8et'F  8el¥W
2T [ _isx _jom ;i iz
= ? (6 8 +e 8 +e 8 +e 8 )
; 3
= % <2isen78r — 2i8en 87T>
- s 3
= — | sen— —sen —
2 8 8

s ™
sen — — sen —
8 8

S F )

e disto, seque-se

/

A

!
d -
T+ z—l—/cr
[rvw
li 7’715
im 1+

r——400

/+Oo
— 00
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4
z _m 3 ™
HizSdZ—g(senﬁ—seng) =
4
_ T 3 us
T sdz =73 (sen3f —senZ) =
tt 3
_m s us
dt—f(seng—seng) =
4
dt:g(sen%fsen%) =
4
_ T 3 s
mdt— 3 (Sen§ —seng)
|
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Problema 1 Calcule

' (1+1)°
(2 + 30)2

4 —4i\"  [4—4i\"
b). <2+2¢> +(2—2¢)

Problema 2 Sendo k um nimero real e sabendo que

Im(2+2,z) 0
k+1

a).

Calcule o valor k.

Problema 3 Encontre dois numeros complexos tais que o seu produto € 2 e a diferenca
entre eles € i.

Problema 4 Calcule o limite

W=
W=

(L) (1)
z—0 z

Problema 5 Resolva a equag¢ao
X422 +1=0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Exercicio 2 Observe que
a). Observe que 2+2i _2+2ik—i
. k+1 k+ik—1
. 6 .
’(1“?2 _ L+ 2k — 204 2ki+2
(24 3i) |2 + 3i = o
(v2)° 2k +2+ (26— 2)i
Ep— - 2
( /13)2 k + 1
2k+2  2k-2
8 =+ i
= — K+1  k2+1
13 + +
Ou seja
O
2+ 2
b). Deseja-se calcular Im rri) = 0=
N\ 7 N\ 7
4—4q 4—4q —
A=(—"2) + : k=2 _
2+ 2i 2—2i 2l
Para isto, observe que k=1
4—4i 4—-4i2-2i m
2420 2+422-2
Exercicio 3 Considere z = a+ bi e w = ¢+ di tais
_ 8—8i—8—38 que
- 8
Zw =2
_ —161
) z—w=1
= -9 Segue-se da seqgunda equagao que
e z=w-+1
4—4i 4—4i2+2 e substituindo na primeira equagdo tem-se
2-2i 2-2i2+2i (w+ i)w = 2
— M ou seja,
8 w4 iw—2=0
_ 16 Resolvendo esta equagao, obtem-se
8
=ik /148
=2 - f
Portanto Ou seja
A= (—2i)7 427 w=YT_ 1,
2 2
=128 + 128
+ 1 . N . 1
=— 4 =i
| 2 2




ou

Exercicio 4 Inicialmente observe que
a® —b* = (a—b) (a® + ab + b?)
Considerando
a=+vV1+z
b=vV1-=z
e substituindo na expressdo anterior, obtem-se

2= (V1+z—Y1—2) (§/(1+z)2+
—1—3/1—22—1—\3/(1—2)2)

Ou seja

2
Vitz—v/1—z = i

\3/(1—&—,21)2 +V1-22+ {’/(1—2’)2

Portanto
. V14 z=1—2
B = lim
z—0 z
1 2z
= lim —
=02 Y (1+2)2+V1—22+ Y1
2
= lim
=0 /(14 2)2+ V1 — 22+ /(1 - 2)2
_2
-3

Exercicio 5 Considere
w=2z>
e perceba que a equacdo dada pode ser reescrita como
2 —
w +w+1=0

Donde seque-se que

1+£y1- 1
s

143
= —

Gabarito 12 Prova

Ou seja

—14++/3i

w1 =

—1—+/3i

Wo =

Disto seque-se que

Il
5
l\3\>—~ =

L V3,
2
1
27T+_ 2\ 3
= | cos — +isen—
3 3

—cos (T 2T Ligen (2T 4 2R
= COs 9 3 1 sen 9 3

com k=0,1,2, ou seja

21 = cos( ) + 7sen <9>

22:cos( >+Zben< )
—cos (1Y ddm

23 = COS 9 7 sen 9

ou

Il
o
o
0w

/|\
[N}
o] §
[\)
w|
3
N———
+
-~
0w
7 N
©‘=l
[N}
w |
3
N———

com k=0,1,2, ou seja

_ ,21 + ) f2£
Z4 = COS 9 7sen 9
47 . 47
Z5 = COS ? + 28en ?
23 = COS 7107r + 7 sen —1071-
8 9 9
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Problema 1 Resolva as equacgoes
a). e =2i
b). (Lnz)®+Lnz=—1
Problema 2 Considere a funcao
f2)=22+(x -1 +i(y— 1)
a). Determine para quais valores de z a fun¢do f possui derivada.
b). Calcule f'(1+1).
Problema 3 Determine os valores de z para os quais a funcdao
f(2) = cotgh =z
¢ puramente real.
Problema 4 FEncontre uma func¢ao analitica f(z) cuja parte real seja
u(z,y) =y° — 327y
e f(i) =1+1.
Problema 5 Determine para quais valores de z a fun¢do
f(2) = zRe(2)
é analitica.

Boa Sorte!
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Exercicio 1
a). Observe que
e =2i=
z=1In2

= In |2i| 4 arg(21)

:1n2+i<g+2k7r>,k€Z

b). Considerando

w = Lnz,
seque-se que
w4+w+1=0
Ou seja,
—14+iv3
w =
2
Portanto
Inz=w=
z=ce"
= e_%ii§

Sl

COSTiZSGHT

Exercicio 2 Considere
z=x+1y
e observe que
f2)=2"+(x = 1) +i(y - 1)°
= (z+iy)? + (x — 1)2 +i(y — 1)
=2+ 2zyi —y? + (2 — 1)* +i(y — 1)?

=g e 1] [l 1) 2]

Ou seja, as partes real e imagindria de f sao,
respectivamente

u(@,y) = 2® —y* + (z - 1)°

v(z,y) = (y — 1)° + 2ay

a). Para que f seja derivdvel em z é necessdrio que
a equacoes de Cauchy-Riemann sejam satisfeitas
em z,

Ou _ 0Ov
dr  dy
ou  Ov
dy Oz
Ou seja
20 4+2(x—1)=2(y — 1) + 2z
{Qy_<2y> (y—1) .

Portanto, f ¢ derivdvel para todo z € C, tal que
z=z+iz=xz(1+1). O

b). A derivada de f em z é dada por

T
f(z)_8x+16x
= (4o —2) + 2y

e disto segque-se que
F(1+4d)=2+2i
[ |

Exercicio 3 F necessdrio inicialmente, determinar
as partes real e imagindria da funcao f. Para isto,
observe que

f(z) = cotgh z

cosh z

senh z




Considerando z = x + iy tem-se que
e L e 7 = Tt | iy

=e%eW 4 e Te W

=€ (cosy +iseny) + e “(cosy —iseny)
= (em + e*z) cosy + (e“" — e*“") iseny

= 2 cosh x cosy + 2isenh x seny

L e ]

T 1y

=c%e TTemW

—e "e
=e” (cosy +iseny) — e F(cosy — iseny)

= (e -

= 2senh z cosy + 2i cosh x sen y

e*"”) cosy + (e"” + e*‘”) iseny

Ou seja,

flz) =

2 cosh x cosy + 2¢ senh x sen y

2 senh x cos y + 2i cosh x sen y

coshxcosy +isenhxseny

senh x cosy + ¢ cosh x seny

senh z coshx — isenycosy

senh’z cos?y + cosh®z sen?y
Logo,
Sen y cos y

Im(f(z)) =

senh?z cos?y + cosh?z senZy

e, para que a funcdo f seja puramente real €
necessdario que

Im(f(2)) =0
Ou seja

sen y cos y 0=

senh?z cos?y + cosh?z senZy

senycosy = 0=
seny = 0oucosy =0

Portanto,

y=kr ke

ou T
y:§+kﬂ',k‘€Z

Com isto, seque-se que f(z) serd puramente real se
z=x+ikm

ou
o
Z=1‘+Z<§+/€7T>

onde k € Z [ |
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Exercicio 4 Se a funcdo f € analitica em z, seque-se
que a equacoes de Cauchy-Riemann sao validas em

z. Ou seja
Ou _ Ov

dr  dy
ou_ o
oy Or

O que implica em

U _3p2 32
z

ov

Y g
dy vy

Integrando a segunda equacao deste sistema em
relagcao a y, obtem-se

v(z,y) = —3xy® + k(z)

e derivando esta ultima expressao com relacdo a x,

tem-se P
v
=32k
. y° + K (2)

Comparando esta derivada parcial com a mesma,
presente no sistema inicial, conclui-se que

=3y + k' (z) = 32% — 3y°

Ou seja,
K () = 322

Donde seque-se que

k(z)=a2%+¢c,ceR

v(x,y) = —3zy® + k(z)
= 3zy” +2° +c

Como
f@)=14+i=v0,1)=1=c=1

Portanto
v(x,y) = —3zy® + 23 4+ 1

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
= (y* = 32%y) + i (2® — 3zy® +1)



Exercicio 5 Considere
z=x+ 1y

e observe que
Re(z) ==

Ou seja,
£(2) = zRe(2)
= (z +iy)z
=z +ixy
e as partes real e imagndria de [ sdo, respectivamente
u(z,y) = «?
v(z,y) =y

Para que f seja analitica em z € necessdario que as
equagoes de Cauchy-Riemann sejam satisfeitas, ou

Gabarito 22 Prova

seja

ou_ v

or Oy
=

ou_ o

oy Oz

20 =x
=

0=—y

z=0

y=0

Ou seja, f € diferencidvel apenas em z = 0, o que
implica dizer que f € nao analitica em todo C uma
vez que para isso € necessaria a diferenciabilidade no
ponto e em sua vizinhanca. |
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Problema 1 Calcule a integral
(z+27")dz

”
onde v € circulo unitario percorrido no sentido antihordrio.

/ cosh? 2
— dz
L (2 =1 —1)22

Problema 3 Determine o disco de convergéncia da série

Problema 2 Calcule a integral
onde vy € o circulo |z| = 3.

+0o ( 1)712271

Z _(Qn)!

n=0
Problema 4 FEncontre a série de MacLaurin e o seu raio de convergéncia

_42—1
|

/()

Problema 5 Calcule a integral

Ltg (rz)dz

onde 7y € o circulo |z| = 2.

para a fungao

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que

/(z+zl)dz:/(z+1>dz
v v <
2
:/z Jrldz
N %

e que a funcgao

2
22 +1
z) =
flo) =
ndo € analitica apenas em z = 0. Como este

ponto estd dentro do circulo unitdrio descrito por
v, seque-se da primeira formula integral de
Cauchy que

/ (z + z_l) dz = 2mi (22 + 1)

= 2m

z=0

Outro Modo:

Uma parametrizagao possivel para o circulo
unitdrio com centro na origem e percorrido no sentido
antihordrio é dada por

2(t)=e", 0<t<2n
e disto segque-se que
dz = ie'tdt

Portanto

27
/ (z + 2_1) dz = / (e” + e_it) iettdt
v 0

I

~.
7N
ro| S
o~ ;

+

~
N~

Exercicio 2 Observe que zg = 1+1i e z; = 0 sdo
polos de ordem 1 e 2, respectivamente, da funcdo

cosh? 2
(z—1—1)22

f(z) =

e ambos estao localizados no interior da curva 7 :
|z| = 3. Considere v9 sendo uma curva fechadas
tendo zy em seu interior e 1 outra curva fechada
tendo z1 em seu interior. Segue-se do teorema da
deformacao de contornos, que

[yf(z)dZZ 7Of(z)dz+/mf(z)dz

e, usando a 1% formula integral de Cauchy,

tem-se que
< cosh® z )
22
dz

LJ@“:A@—LM
e (2202)

. h? 2
=27 <COSZ2 >

2 .
_ 27m_cosh (1.+ 1)
(1 +1)?

zZ=Zzq

z=1+41

= 7 cosh?(1 4 1)

Usando a 2* formula integral de Cauchy, tem-se
que

Llf(z)dz = [flewfj)dz

z

n?z 0\
o ( cos z)
z—1—1
,QCoshzsenhz(z—1—@')—cosh2z
= 2mi -
(z—1-14)

zZ=ZzZ1

z=0



Portanto
cosh? z 9 .
| = meos (1 4) -

= [cosh2(1 +i) — 1]
= msenh? (1 + 1)
|

Exercicio 3 De acordo com a série dada tem-se que

(_1)n22n
(2n)!

QAp =

(_1)n+122(n+1)
Upt] = ———————
o 2(n +1)]!
Disto segque-se que

_’< D2 (2n)!
| R+ (1)nan
==

N (2n+2)(2n+1)

_ Els

C (2n+2)(2n+1)

An 41
Qn

Para que a serie seja convergente em z, € necessdario
que

An 41
Qn

lim

n—-+oo

<l=

Elh

lim <l=
n oo (20 1 2)(2n + 1)

0<1

Ou seja, a série converje para quaisquer valores de
z.Em outras palavras, o disco de convergéncia é

|z] < o0
Outro Modo:.
Observe que
_, 2 4 .6
Ccos z = f—+jfa+
Z n 2n
n=0

Ou seja, a série dada €, na verdade a expansao da
fun¢ao cos z como série de Taylor em torno de z =0
e como a fung¢do cosz € analitica para todo z € C,
seque-se que a série dada € convergente para todo
z e C. |
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Exercicio 4 Observe que

4z —1
24 —1
4z —1
i
1—4z
1— 24

(1—-4z)——

flz) =

1
1— 24

Usando a série geométrica, tem-se que

1
1— 24

=1+ 42242124
+oo

S
n=0

para {z4| < 1, ou seja, |z| < 1. Portanto, seque-se
que

+oo
F(2) = (1—45)3 st
00 i +o00
= 224" - 42224”
o 22471 Z4Z4n+1

n=0

:1742+z —42 +28 429 ...

para |z| < 1. [ |

Exercicio 5 Observe que
sen (7z)
tg (m2)dz = | ——=dz
y - cos (mz)

cos(mz) =0 &

wz:g—i—kﬂr =

1
—+k
2+

w
I

com k € Z. Portanto, a fun¢ao

possui 4 poos simples dentro do cicurlo v : |z| = 2.



Sao eles
3
20:_5
1
21:—5
1
2'2:5
L3
579

Calculando os residuos em cada um desses polos
tem-se

Res(f, z0) = lim (z — 20) f(2)

Z—r20

sen (mz) + 7 (2 4 2) cos (z)

—msen (mz)

Res(f,z1) = lim (z — z1) f(2)

zZ—rz1

1
= lim_ (z + 2) tg (m2)

z——13

(z+ 1) sen (m2)

Il
g

sl cos (7z)
_ m M (m2) + 7 (2 + %) cos (z2)
B z—1>—% —msen (7z)
1
oo
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Res(f, z2) = lim (z — 22) f(2)

Z—rzo

1
= 211_131% <z — 2) tg (7z)

(z— 3)sen(mz)

ol cos (mz)
1
. sen(mz) 4+ (z — 3) cos (2)
= lim
jonre —msen (7z)
1
oo

Res(f, z3) = lim (z — 23) f(2)

z—23

. 3
zhj% (z - 2) tg (mz)

2

(z— 2)sen(nz)

= lim 2
23 cos (1z)
. sen(mz) + 7 (2 — 2) cos (m2)
= lim
3 —msen (7z)
1
oo

Assim, pelo Teorema dos Residuos, tem-se que

3
/tg (rz)dz = QWiZReS(fa 2;)
.

=0

()

=8¢
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Problema 1 Determine dois niumeros complexos tais que um € conjugado do outro, o
modulo de sua soma € 1 e a soma de seus modulos € 2.

Problema 2 FEncontre todas as raizes da equac¢ao
senz —cosz = 3

Problema 3 Determine onde a func¢ao

¢ analitica. Justifique sua resposta.

Problema 4 Calcule

z
/ dz
c(z+2)(z—-1)
sendo C' o circulo |z| = 4 percorrido duas vezes no sentido hordrio.
Problema 5 Determine o disco de convergéncia da série
—+00

Zsenhn (z4+1)"

en

n=1

Boa Sorte!
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Problema 1 Sejam u e v os nimeros complexos que Ou seja
deseja-se encontrar. Como um deve ser o conjugado 9 -
do outro, conforme diz o enunciado do problema, senz — cosz = TSen (z — Z)
considere 2 -
= V/2sen (z — Z)
u=a+b
Logo, a equacdo dada
v=a-—0b
senz —cosz =3
Além disso, deve-se ter Pode ser reescrita como
ut+v=1= ﬂsen(z—%)z?»@
a+bi+a—-bi=1= ( 7r>_ 3
sen(z——)=—
1)
20 =1=
Assim,
1
D) z—ﬂzarcsen<3><:>
4 V2
e oo ()
z=— +arcsen [ —
4
[ul|+|v|=2= V2
Lembrando que
2vVat 4+ =2=
arcsen z = —i1n [zz +4v1- 22]
A+ =1=
Segue-se que
3
V== 7r 3 7
4 z=——iln|i| —=44/=
4 V2 2
b=+ V3
) L (3 + ﬁ)
=——i4ln|i| ———
4 2
Portanto, V2
1 V3 T 3EVT|
—_- 4 X2 =——1 10674-2(74-2]677)
"=yt 4 [ T2 2
e
3 3T
1 3 :—W+2k7r—iloge J
V=———. 4 V2
2 2
] ondek € Z. |

Problema 2 Observe inicialmente que

( 7r) ™ s
sen (z — — ) = sen zcos — — sen— Ccos z
4 4 4

= — (senz — cos z
2

Problema 3 Deseja-se avaliar a analiticidade da

funcao
z—1

flz) =

Para isto considere as funcoes

zZ—1

g(z) =z —1



h(z)=2z—1

Observe que g € uma fungdo polinomial e, portanto
analitica em todo C. Por outro lado, a funcdo h pode
ser reescrita como

h(z)=ax—iy—1i

considerando-se z = x + iy. Assim, suas partes real
e imagindria sao

Donde seque-se que

Portanto,
ou , Ov

oz 7 Ay

ou  Ov

dy  Ox
para qualquer z € C. Em outras palavras, as equagoes
de Cauchy-Riemann nao sao vdlidas para todo z.
Disto conclui-se que h nao € analitica para qualquer
z € C.

Perceba que

e suponha que ezista z € C tal que f seja analitica
em z. Assim, como g € também analitica em z, seque
que g/ f também é analitica em z. Mas

2 g)™ME) )
z)

9(2) _ g
fz) g

| —

9(2)

(
(
h(
o que € uma contradicdo, visto que h € nao analitica
em todo C. Logo, nao existe z € C tal que f seja
analitica em z. |

Problema 4 Considere Cy sendo a  curva
correspondente ao percurso de wma volta no

Gabarito Prova Final

circulo |z| = 4 no sentido antihordrio. Uma
parametrizacdo possivel para Co € dada por

z:4eit,0§t§27r

Como C' € a curva que corresponde a duas voltas no
circulo |z| = 4 no sentido antihordrio, seque-se que

/(,~<z+2><z %= 2/02 Croe-n"

Além disso, a fungdo

z
z)= —————
1) (z+2)(z—-1)
possui duas singularidades em z = —2 ez = 1 e

ambas estao dentro do circulo |z| = 4. Decompondo
o circulo Cy nos semi-circulos Coe (semi-circulo a
esquerda) e Caq (semi-circulo & direita) orientados
também no sentido antihordrio, tem-se que

/ zdz B / zdz n
e, (z+2)(z=1)  Jo, (2 +2)(z 1)
zdz
i /c G+2)(-1)

e,usando a primeira formula de integral de Cauchy,

Portanto

[
GIDGE-1 3 3

= 2mt



zdz .
/C(z +2)(z—1) —2(2mi)

= —4m

Problema 5 Sendo a série dada por

*Xsenhn
=1 €

observe que seu termo geral é

Assim,

Un+41

__|senh(n+1)

h
w, = senh n (2 +1)"

ell

senh (n + 1)

n+1
g (z+1)

Up+1 =

en

Un

n+1
ont1 (= + 1"
senh (n + 1)

1
esenhn (z+ )‘

senh (n + 1)

1
esenhn ‘|Z+ |

en+1 _ e—n—l

2e en —e "

e — e—n—2

|z 4+ 1]

en — e~ n

en (1 _ 67277,72)

_— 1
e (1 —e2n) [z +1]

1— 6727172

1—e2n [z +1]

senhn (z +1)"

Gabarito Prova Final

Usando o teste da razao, tem-se que esta série serd
convergente quando

lim | <
n—+00 | Uy
Ou seja,
) 1_6—2n—2
nkTm'lezn erll<l=
1— L
lz+1] lim |[—< = <1=
n—-+oo 17@
lz+1] <1

Portanto,a série converge absolutamente no disco de
centro em z = —1 e raio R =1. |
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Duracao: 16:00 - 18:15

Problema 1 Considere z = x + iy € C. Calcule
Re 12 = %Z
|z| + iz

100

Problema 2 Calcule
(rt+1)

Problema 3 Determine o valor de 8 € IR para que o niimero complexo

i—1
tgd +1i

esteja sobre a bissetriz do primeiro quadrante do plano de Argand-Gauss.

Problema 4 Encontre todas as solugoes da equagio
2 +z| =0
Problema 5 Calcule o limite
i iz +1
z——i 22+ 1

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sdo Francisco
Engenharia Civil
Métodos Matemaéticos

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito 12 Prova 2020
Data: Quinta-feira, 14 de Outubro de 2021 Turma E5
Exercicio 1 Considere propriedades do médulo complexo, segue-se que
+1100
+1100
Iz| — iz (m+1i) _ ‘<7T+l) ‘
_ 100 100
2] T iz (70 —1) (e =)™
LES
Observe que T — i|100
: (|7‘c + i|2>
_ |zl iz —
w= - - 2\ 50
|z| + iz (|7T—i| )
_ 2= E 1)
2| + iz n2+1
_ |z| — iz — 150
|z| + iz
=1
|z| + iz
|z| —iz u
Exercicio 3 Considere
Além disso, sabe-se que o i—1
C tgh+i
W+ _i—1 tgf—i
Re(w) = — T tghtitgh—i

|z| —iz = |z| +iz
_z| iz |z| —iz
B 2
_ Uzl = i2) (|2] — iz) + (|2] + iZ) (|z] + iz)
2(|z] +1iz) (|z] — iz)

B 2|z|? — 22z
- 2(|z| +iz) (Jz] — i2)

=0

Exercicio 2 Inicialmente,  perceba  quellsando  as

itgf +1—tgd+1i
tg2 0+ 1

(1—tgf) +i(1+tgh)
tg20+1

(1—tgf) +i(1+tgh)
sec2f

Para que w esteja no primeiro quadrante do plano de
Argand-Gauss, é necessirio que

Re(w) = Im(w)

Re(w) >0
Observe que

Re(w) = 1—-tgb

sec20



2
1+tgo
I =
m(w) sec6
Assim,
Re(w) = Im(w) =
1—-tgh  1+tgb
sec20  sec?0
2tgf = 0 =
0=k, keZ
Obs.: Houve um erro na digitagdo desta questdo.

No denominador, onde estd escrito tg6 + 1 deveria
estar tg6 + i. Por este motivo, todos o alunos que
participaram desta avaliagdo, receberam os 2.0 pontos da
questio. |

Exercicio 4 Considere z = x + iy e observe que

2Z2+z|=0 =
(x+iy)’+/2+2=0 =
X2xyi—y + /2yt =0 =
(x2_y2+\/m)+2xyizo =
(o

2xy =0
Da segunda equagdo deste sistema, segue-se que x = 0 ou
y=0.
Se y = 0, seque-se da primeira equagdo do sistema,
que
x>+ Va2 =0 =
x>+ x| =0 =
¥ =—|x| =

x=73

Gabarito 12 Prova

Se x = 0, seque-se da primeira equagdo do sistema,
que

2+ V2E=0 =
VY= =
2 =yt -
y4—y2:0 =
P y?-1)=0 =
y=20,1-1
Ouseja,z=0,z=1iouz = —i. [ ]

Exercicio 5 Observe que

i +1=(z+1i) (izz—z+i)

Z+1=(z+1i)(z—1)

Logo,
lim 2Ly @D (2420
z—i 224+ 1 z——1i (Z -+ 1) (Z — 1)
iz i
= lim ——

z——i z—1i
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Problema 1 Considere a fungio
flz) = xy* +ix%y

a). Verifique para quais valores de z = x + iy, valem as equagdes de Cauchy-Riemann
b). Onde f é diferencidvel?
c). Onde f é analitica?
Problema 2 Encontre uma fungio analitica f(z) tal que sua parte real seja a fungio
u(x,y) =y’ —3x%
ef(i) =1+1
Problema 3 Resolva a equagio

i
L (2—1>:—
ni|z )

Problema 4 Encontre todas as solugoes da equagio
cosz = coshz

Problema 5 Onde a fungdo

.
F(z) = —5iz2 + ;‘

é analitica?

Boa Sorte!
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Exercicio 1

a). Observe que as fungdes parte real e parte imgindria de
f sdo, respectivamente

u(x,u) = xy?

o(x,y) = %
Donde segue-se que
Uy = y?
uy = 2xy
Uy = 2xYy
vy = x?

Para que, as equacées de Cauchy-Riemann sejam
vilidas é necessdrio que

ux:vy N
Uy = —0y

y? = 22
2xy = —2xy
x=0 N
y=0
z=20

O

b). Como as funcdes u,v, uy, uy, vy e vy sido continuas
para quaisquer z € C mas, as equacdes de
Cauchy-Riemann se verificam apenas em z 0,
segue-se que f é diferencidvel apenas em z = 0. O

c). Para que f seja andlitica num dado z € C é
necessirio que seja diferencidvel neste z e também numa
vizinhanga qualquer de z.  Como s6 hd um ponto
diferencidvel para a fungio f, seque-se que f é ndo
analitica em todo C. |

Exercicio 2 Suponha que

f(z) = ulx,y) +io(x,y)

com,
u(x,y) =y° —3x%y

Para que f seja analitica em C, é necessdrio que as
equacdo de Cauchy-Riemann sejam vilidas em C, ou
seja

Oy = *u}/ =
vy = Ux

{vx = —3y? + 3x2 o

vy = —6xy

o(x,y) = -3x2+3+kkeR &

Como, deseja-se que

fli)=1+1,
ou seja
u(0,1) +iv(0,1) =14+i =
v(0,1) =1 =
k=1
Portanto,
o(x,y) = —3xy? + 2% +1
e

f(z) =y> —3x%y +i (73xy2 + 23+ 1)

Exercicio 3 Observe que

Ln(z2—1) =11 =
21 =¢7 =
z22—1 =cos% +isen% =
221 =i =

22 =1+i =
z =+/1+i =

1
z = [\@ (cos T + isen%)} :



Ou seja

zZ1 = V2 (Cosg —l—isen%)

Zp = V2 cosg—n+isen9—n
8 8
[ |

Exercicio 4 Para a resolugdo deste problema é necessdrio
lembrar que

coshz = cosiz
cos(z + 2km) = cosz

Observe que

cosz = coshz
CcOsz = cosiz
z =iz + 2k

z —iz = 2km

e

z(1—1) =2kn
_ 2km
R
L 2kl
1—-il+i
- 2k (1+1)
2
z=kmr(1+1)

4
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ondek € Z. [ |

Exercicio 5 Pode-se expressar

f(z) = p(2) +4(2),

sendo
p(z) = —5iz?
241
q(z) = 2

Observe que p é uma funcgio polinomial e portanto
analitica em todo o C. A fungio q, por sua vez é
racional e analitica em todo C exceto em z = 0.
Seque-se disto, que a fungdo f serd analitica no conjunto
que corresponde a interse¢do entre os dominios de
analiticidade de p e q, ou seja, C — {0}. [ |
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Problema 1 Determine o disco de convergéncia da série

+00 (_1)712211

L (2n)!

n=0

/7 (z+271)dz

onde 7y é circulo unitdrio percorrido no sentido antihordrio.

z
ﬁz4_1dz

Problema 2 Calcule a integral

Problema 3 Resolva a integral

onde vy éa curva |z| = 2.
Problema 4 Calcule os residuos da fungio

1
z2

flz) = z3 — 472 + 47

. . . . o 1
em todas as singularidades isoladas. Considere o ramo principal de z?2.

Problema 5 Calcule )
7T
/ sen*0 do
0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 De acordo com a série dada tem-se que

B (_1)112271
= T )

B (_1)n+122(n+1)
T T R ]!

Disto segue-se que

Ani1| (_1>n+122(n+1) (21/1)'
ap || RE+D] (=1)nz2n
===
(2n+2)(2n+1)

_ |21
- (2n+2)(2n+1)

Para que a serie seja convergente em z, é necessdrio que

lim |2 <1 =
n——4oo an
lim Z|2 <1=
n—too (2n+2)(2n+1)
0<1

Ou seja, a série converje para quaisquer valores de z.Em
outras palavras, o disco de convergéncia é

|z] < o0
Outro Modo:.
Observe que
22 20
cosz:l—z! +E‘5+
+00( 1)n22n
o = (2n)!

Ou seja, a série dada é, na verdade a expansdo da fungio
cos z como série de Taylor em torno de z = 0 e como a
fungdo cosz é analitica para todo z € C, segue-se que a
série dada é convergente para todo z € C. |

Exercicio 2 Observe que

/ (z—i—z_l)dz:/ (z—|—1>dz
¥ Joy z
2
:/z +1dz
0% z
_22+1

fz) =

ndo é analitica apenas em z = 0. Como este ponto estd
dentro do circulo unitdrio descrito por 7y, seque-se da
primeira formula integral de Cauchy que

/, (z+271) dz = 2mi (2 +1)

=27

e que a fungio

z=0

Outro Modo:

Uma parametrizagdo possivel para o circulo unitdrio
com centro na origem e percorrido no sentido antihordrio
é dada por

z(t) = el 0<t<2m

e disto segue-se que
dz = ieltdt

Portanto

/ (z+z‘1) dz — /02” (eit+e—it> it
v

27T .
= [i(A ) ar
0




Exercicio 3 Observe que a fungio

z

flz) = o
possui quatro polos simples em
zo= 1
z1 =—1
Zr = i
z3 = —i

e todos estdo dentro da curva <y de equagio |z| = 2. Pelo
teorema dos Residuos, segue-se que

Lf(z)dz = Res (f,zg) + Res (f,z1) +
+Res (f,22) + Res (f, z3)

= lim (z —20) f(2) + Jim (z —z1)f(2)+

+ lim (= 22)f(2) + Jim (2~ 22)(2)

20 21 22 23
) 3 3 3
dzy  4z)  4zy  4z3

1111
4 2z 22 22z

Exercicio 4 Perceba que

72
z3 — 472 4 47

f(z) =

72
z(z2—4z+4)

N =

z(z—2)*

Ou seja, a fungdo f possui um polo ndo isolado em
I S P

z = 0, uma vez que a fun¢do z2 ndo estd definida na

parte negativa do eixo real (pois considera-se o argumento

Gabarito 32 Prova

principal no intervalo —rt < 0 < 7). Além disso, f
possui um polo isolado de ordem 2 em z = 2.
Portanto,

Res(f,2) = lim

z—2

% (E=227@))

N

_[d
-t i (-2 )

= lim
z—2 _dZ

T
22 | 2\/?3}

T a2
Exercicio 5 Considere o caminho C, dado por
z:ei9,0§9<27c
Assim, tem-se que
dz = ie'?de
=1izdf

_ ,—if
senf =

) 4
4 zc—1
0=
sett ( 2iz >

(22-1)*
16z4

27 (2% — 1)4 dz
4 _ -
/0 sen” 0.6 = /c 164 iz

o @-
= Jo 16 ¢

Portanto,

Observe que a fungio

-’

f(Z):W



possui um polo de ordem 5 em z = 0 e do Teorema de

Residuos, segue-se que
2

16iz°

= 27mi lim
z—0

= 27ti lim
z—0

= 27ti lim
z—0

27

. 4
/C E-1)  — oniRes(£,0)

(1 a4
_4!6124251:(2)]

(1t (1)
24 dz4 16iz5

- 4
e (21

CTd L, A
_24-16i,£5%[dz4( 1)]

_ T, 4 2
= o lim [16802 1440z +144]

T
12-16

_am
4

144

Assim,

Gabarito 32 Prova

27T
/ sen*0do = 3—7-[
0 4
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Problema 1 Determine o disco de convergéncia da série
+oo )
Y (z+51)" (n+1)>

n=0

Problema 2 Resolva a equagio

Problema 3 Verifique onde a fungdo

_ 2 +z
f(Z) - 2
é analitica.
Problema 4 Calcule a integral
iz
/ e—zdz
v(z2+1)

onde vy é o circulo |z| = 3 percorrido no sentido antihordrio.

Problema 5 Calcule
2 840

0 5+2cosb

Boa Sorte!
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Exercicio 1 De acordo com a série dada tem-se que ondek € Z. |

an = (z4 51" (n+1)?

A1 = (z451)"% (n42)?
Disto segue-se que
(Z + 5i)2n+2 (n +2)2
(z+51)%" (n+1)>

2
N2 n+2
(z+5%) (n+l>

n+2 2
- 5il%
|2+ 5il (n—i—l)

Ant1
an

De acordo com o teste da razdo, para que a serie seja
convergente em z, é necessirio que

An+1

an

lim <l=
n—-+4o0o

2
n—+2
li 5i|? 1=
Jim =5 (537) <

2
2 . n+2
ot i (122) <1

z45i* <1=

|z+5i| <1

Ou seja, a série converje para quaisquer valores de z
dentro do circulo de raio 1 e centro em zg = —bi. |

Exercicio 2 Observe que
, 14 N
V2

Z—ln(1+i)

B V2

1+i’+iar (1—|—i>

V2 t\V2
LT

:ln1+1(z+2k7r)

:i<g+2kn>

e

=In

Exercicio 3 Considere z = x + iy e observe que

zZ|+z
flz) = 2
Va2 +y2 4+ x +iy
B 2
VP
= + 1—
2 2
Ou seja, a fungdo f possui partes reais e imagindria
24y 4x
u(x,y) = 5
=Y
o(xy) =4
Donde segue-se que
uy(x,y) = S — —i—l
WY =S +y2 2
Yy
uy(x,y) = —=——
vx(x,y) =0
1
vy(x,y) = 5

As equagdes de Cauchy-Riemann serio satisfeitas se
ux(x,y) = vy(x,y)
uy(x,y) = —vx(xy

Ou seja, quando

Segue-se, dos critérios de diferenciabilidade, que f é
diferencidvel apenas em z = 0 e é ndo analitica em todo
oC. u



Exercicio 4 Observe que a fungio

( ) iz

Z2)=—

! (22+1)?

posssui dois polos de ordem 2 em z = iez = —i.

Considere portanto as curvas
1.
71:z(H) =i+ Ee”,O <t<2m
1 .
v2:z(H) = —i+ 56”,0 <t<2m

Usando a 2° Formula Integral de Cauchy, segue-se que

elzdz _ elzdz elzdz
/ 2 2 2 2 +/ 2 2
7(z2+1) m(z2+1) 72 (22 +1)

iz

e elZ
_ (z+i)? z (zfi)zdz
= 2 2
m (z —1) m (z+1)
eiz iz !
=27 ) + 27 3
(z41) i z—i)7],__

T
e
Exercicio 5 Considere a curva <y, dada por
z:ei9,0§9§27r
Assim, tem-se que
dz = ie'?do
=iz df

elf + e—i0

9 =
COs 5

Gabarito Prova Final

Portanto,
T 8de / —8idz
0 5+2cosf Jyz245z4+1
Observe que a fungio
—8i
f@= a5

possui um polo de ordem simples em

-5+v21
0= g
= —5—+21
1=
zo—z1 = V21

e do Teorema de Residuos, segue-se que

—8idz .
/wm = 2 Res(f, 20)

=27mi lim |z —zg —8i

z92g (z—2z0) (z—21)
=27 —8i
20 — 21
. 167t
V21
Assim,
2 840 167

0 5+2cosf - V21
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Problema 1 Ezpresse o numero complexo
2
(=8+8V3i) (-1-1)]
na forma polar.

Problema 2 Cualcule )
(=1)3

(Todas as possiveis respostas!)

Problema 3 Sabendo que z =1 € uma raiz do polinomio
p(z) = 2° =522 + 172 — 13,

calcule as outras raizes de p.

Problema 4 Verifique se a fungao

Im(z)
f(z) = T
¢ continua em z = 0. Justifique sua resposta.
Problema 5 Calcule o limite )
4 _
lim (142)7 -1
z—0 z

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere Assim,
2 1 1
z = [<78+8\/§i) (flfi)} (—=1)3 = (cosm +isenm)3
Observe que — cos ~ + 2k +isen ™+ 2k7
3
2
= (—8 + 8\/§i) (—1—1i) — wy
T 43 T
wy = cos — +isen —
— 2i (128 - 128V73i) 0 3 3
1 .v3
— 256V/3 — 256i EENG
2 2
donde seque-se que o T+ 2
w1 = COS 3 +isen 3
2] = ‘256 (Vﬁ— i) ‘
=cosm +isenw
- |256\‘\/§—i‘ .
= 256V/4 T+4r . T+ 47
Wo = C 3 +1 3
=512
IRVE]
‘ Ty 'y
—256 |
arg z = arctg | ——
& & (256\/§ )
] Exercicio 3 Sabendo que z =1 € raiz do polinémio
= arctg ()
V3 p(z) = 2° — 522 + 172 — 13
T
=~35 +2km, ke Z seque-se que p € divisivel por z — 1. Realizando esta
divisao tem-se
Portanto,
p(z) = (z— 1) (2 — 4z + 13)
z =512 [cos (—z) + isen (——)}
6 Ou seja, as outras raizes de p sao também raizes de
=512 (cos% — isen%) q(z) = 2% — 42 + 13
Para encontrd-las, observe que
Exercicio 2 Inicialmente, perceba que A =16 —52
—1=cosm+isenw = —36




2

_ 4+6i
2
=2+3i
|
Exercicio 4 Sabe-se que
Im(z
f(z) = 1—(|z)|

Observe entdo, que

i) f(0) = Ilm_(‘(()))l =92=0. Ou seja, f(0) eziste.

ii) Considerando z = = + iy € possivel reescrever f
da sequinte maneira

() = —F—
1— /a2 +y?

ou seja
u(z,y) = ——
1— $2 +y2
v(z,y) =
e
lim f(z) = lim w(x,y)+i lim o(x,
Z—>0f( ) (,5)—(0,0) (@9) (z,y)—(0,0) @)
=0+1i0
=0

iii) Por fim, seque-se dos itens anteriores que
lim f(z) = f(0)
z—0

Portanto, a fun¢ao dada € continua em z = 0. |
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Exercicio 5 Considere
1
w=(1+2)*
Observe que
wt=1+42=

z=wt—-1

o 0=w— 15 =1

Estamos admitindo aqui o valor principal da raiz
quarta. Seque-se, portanto, que

142)7—1 1
lim 7( + Z) w

z—0 z

= lim
w—1 w4 — ]_

Observe que

w—1=(w-1) (v’ +w?+w+1)

Assim,
. "‘Z)% -1 . w—1
lim ———— = lim -
Z-0 z w—1 (w—1) (w3 + w2 +w+1)

1
= lim
w—1 w3 + w2 +w+1



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Métodos Matemaéticos - Turma E5

Prof°. Edson

12 Prova 2° Semestre

Data: 18 de Maio de 2022

2022
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Problema 1 Expresse o niimero complexo
1
V7 + 24i

na forma retangular (Todas as possiveis respostas!)

Problema 2 Para quais valores de n € IN o niimero
o (L !
o\l -i

Problema 3 Seja z € C tal que Arg(z) = J e

terd Im (z) = 0.

z = + 1, & €

1—cosu 1 —2cosa + 2sen«, <0 7r>
Sen xcos i sen 2a !

Determine o valor de «.

Problema 4 Verifique a continuidade da fungio

_ Re(z)
f(Z) - z _|_ iZ
emz=et. Justifique sua resposta.
Problema 5 Calcule o limite
iz —1
lim .
z—i Z—1

Problema 6 (Desafio - 3 Pontos) Determine o valor da soma, paran € N, comn > 1,

27 47 7T
S =sen— +sen— +sen— +---+sen
n n n

2(n—1)m

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere

1
V724
e observe inicialmente, que
. 1
V7 24i

Além disso, perceba que sendo

r = |7 — 24i
= V625

=25

0 = Arg (7 — 24i)
= arct _—24
= C g 7
tem-se

7 —24i =r(cosf +1isenf)

= 25(cosf +isen?)

Ou seja

Nl—

(7 — 24i)
25

[25 (cos 0 +isenf)] :
25

Nf—=

~ 5(cosf +isenf)
25

N|—

_ (cos® +isenb)
N 5

B cos (% +k7‘c) +isen (% +k7r)
5 ,

com k = 0,1. Portanto, tem-se duas possibilidades:

1 0 . 0
zo = 5 cosi-i-lseni

cos (g—i-n) +1isen (%4—7{)
- 5

_ 1 cosg+isen€
-5 2 2
Por fim, sabe-se que

0 = arctg <_724> & tgh = —%

Seque-se disto, que

24

senf = 55
7
cost = %5



e, além disto,

seng _ /1—cosf
2 2

_ 1%
o 2
__ j181
N 52
_ 3
5
cosg— 1+ cos@
2 2
_ 1+ %
a 2
e
V252
_4
5
Entio,
Z —1 cosg+iseng
075 2 2
_1/4 3
“5\5 5
_ 4 3.
25 25
e
! 25 ' 25
Outro modo: Observe que
. 1
V74 24i
B 1 7-—-24i\?2
O\ 7+24i7 —24i
1
(7 —24i\?
U 625
1
(7 — 24i)2

Gabarito 12 Prova

Sejam a,b € R tais que

Nf—=

(7 —24i)2 = a + b,
ou seja,

7 —24i = (a+ bi)?

= (a* — b?) 4 2abi

Disto, segue-se que
a2—p=7 a2 —p=7
&
2ab = —-24 ab = —12
Da sequnda linha deste sistema, tem-se

2
a

e substituindo-se este resultado na primeira equagdo,
chega-se a

b:

a* — 74> - 144 =0

Considerando

w = a?,

a equagdo anterior, torna-se
w? — 7w — 144 = 0,
donde segue-se que w = 16. Ou seja
a*=16=a=+4

Além disso, para a = 4, tem-seb = —3 eparaa = —4,
tem-se b = 3. Conclui-se, portanto, que

(7 — 24i)? = + (4 — 3i)

. /1
V74240

(7 — 24i)
25

4 3.
-+ (29
Exercicio 2 Observe que
oo (1t !
o\

_ Lttt "
Co\l-il+4i

Nl—=




Perceba ainda que

i'Y=1
i =i
iZ=-1
i = —i
it=1
i° =i
= -1

Ou seja,

Im(z) = Im(i"™) = 0
=
n+1=2k, k € N,

Em outras palavras, Im(z) = 0 para todo n € N, tal que

n=2k—1, k€ N,

[ |
Exercicio 3 Sabe-se que
1—cosa 1 —2cosua +2sena, T
z = i, o 0, —
Sen xcos i sen 2 2
_ T ;
e Arg(z) = . Ou seja
1—2cosa+2sena
sen 2« _
arctg Tecsa | T 1 =
sen xCos x
1 —2cos & + 2sen a sen acos a _ ten N
sen 2 1—cosa &1
1—2cosa + 2sena senacosa 1 N
2sen acos & 1—cosa
1 —2cosw + 2sen«
=1 =

2(1—cosa)

1—2cosa+2sena = 2 —2cosax =

4

sena =

X =

BB
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Exercicio 4 Deseja-se verificar a continuidade da fungio

em z = e+ . Inicialmente observe que

Perceba entdo, que

. i
i) Sendoz =¢7,

= % 92
z+1z
V2
= A A A & A
7Ly oy
_ 5
2

Ou seja, f (eifn) existe.

ii) Considerando z = x + iy é possivel reescrever f da
seguinte maneira

f(z) = x+iy+)§(x+iy) ~2(x iy’
_ (x—y)—lic(x—i-y)i —2 (o~ y? + 2ayi)
e )
-l )
P (1)

ou seja

(¥ —xy) —4 (x* —y*)
2 (x2+y?)

u(x,y) =

v(x,y) = — (; +4xy>



e
lim f(z) = lim u(x,y)+i  lim
zsed (x/y)ﬁ(Tz'\/Ti) (x3)=(00)
.5
=0- 15
5
2

iii) Por fim, seque-se dos itens anteriores que

lim f(z) = f(e®)

i
z—e 4

5]

_ ; . in
Portanto, a fungdo dada é continuaem z = e % .
Exercicio 5 Deseja-se calcular o limite

iz -1
lim .
z—=i Z—1

Para isto, perceba antes que

iz —1=(z—1) (izz—z—i)

Logo,
3 =2
. iz . (z—1i)(iz —z—1
lim —hm( )< )
z—i Z2—1 z—i zZ—1
= lim (iZZ—Z—l)
z—i
= -3i

o(x,y)

Gabarito 12 Prova

Exercicio 6 (Desafio) Sabe-se que

a1 2t =1

l+z+224 - +z
z—1

para qualquer z € C. Escolhendo

T, T
Z = C0S — +1sen —
n n

i2m

—en

e substituindo na equagdo anterior, tem-se

i2r sir An-Din 27T _ 1
1+gn —|—en ++e n — o =
en —1
i2 4i 2(n—1)ix
1+ng+gTﬂ+...+e 7 =0

Escrevendo na forma polar,
[1+COS%+COS%+"'+COSW} +

+i {sen%”+sen47”+sen677f+...+sen@} -0

Ou seja,
1+C05277T—|—c05477[+...+cos ( _1)7T:O
sen7+sen7+sen7+...+sen -0

e, por fim
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Problema 1 Calcule a derivada da fungio
flz) =22+ 2> +2z2
e determine o conjunto onde essa derivada existe.

Problema 2 Considere a fungdo

a). Determine onde f possui derivada.
b). Determine onde f é analitica.
c). Calcule f'(1+1i).
Problema 3 Calcule o limite )
lim 1
6—m 1 — e210
onde 6 € R.

Problema 4 Encontre todas as solugdes possiveis para a equagio
(Lnz)*+Lnz = —1

Problema 5 Calcule todos os valores de

il

Problema 6 (Desafio - 2 Pontos) Encontre uma fun¢do analitica f(z) cuja parte real seja

u(x,y) =(x—y) (x2 + 4xy + y2>

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere Ou seja, as Equagdes de Cauchy-Rieman sdo vdlidas
) apenas em z = —1, tinico valor de z onde f é derivivel.
p(z) =z Além disso, segue-se que
q(z) = 2% + 2z f'(z) =2z+4'(2)
e observe que ou 0v,
=224+ —+ —i
0 ox

f(z) =22+ 2> +2z
=2z+ (2x+2) —2yi

= plz) +4(2)
n
Como p é polinomial e portanto, derivivel em todo C,
seque-se que f é derivdvel onde q também é. Supondo Exercicio 2 Considere
z=x+1iy, p(z) = 2*
tem-se q(z) = (x=1)* +i(y — 1)
q(z) = (x —iy)* +2(x — iy) e observe que
=2 42—y =2 (xy +y)i fz) =22+ (x —1)* +i(y —1)2
= u(x,y) +o(x,y)i = p(z) +4(2)

sendo Como p é polinomial e portanto, derivivel em todo C,

u(x,y) = 2 + 2% — seque-se que f é derivdvel onde q também é. Supondo

o(x,y) = =2 (xy +y) q(z) = u(x,y) +o(x,y)i

Perceba que, em que
u(x,y) = (x—1)
g—z =2x+2
o(x,y) = (y—1)°
Ju
y —2y a). Segue-se qute,
Ju
av a = Z(JC — 1)
— =2y
ox ou
Z—0
O dy
9y
e 0v
u _ v ax "
ox Jy - x=-1 3
al_ Jv y=0 *vzz(yfl)

dy  ox %y



e, usando as Equacgbes de Cauchy-Rieman,

tem-se
u_ %
dox Oy x=y
=
aj _ _aj y<eR
ay ox

Ou seja, f é derivdvel para todo z = x + xi, com
x € R. Além disso, segue-se que

fl@) =71 +4@)

—22+al+a£i
o ox  ox
=2z 4+2(x—1)

O

b). Como f é derivivel apenas sobre a reta y
x e para ser analitica em um ponto z € C é
necessdrio a analiticidade numa vizinhanca deste
ponto, seque-se f é ndo analitica em todo C. [

c). De acordo, o que foi mostrado no item (a), segue-se

que
f(1+i)=2(1+1)
|
Exercicio 3 Inicialmente observe que
(1+67) (1-) =1
Logo,
lim 1re e = lim L4
o1 —e20  g5n (1 + eei) (1 - EGi)
= lim ——
§—m 1 — et
_1
2
O
(Outro Modo): Observe que
147 =0
1 _ eZiT[ — 0
e, usando a Regra de L'Hépital, tem-se
T AT
oml—e20  gon —2je2i0
1
= lim -
§—m —2ei?
_1
2
|
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Exercicio 4 Considerando
w=Lnz
a equagdo em questdo tornd-se
wtw+1=0
cujas solugdes sdo

~ —1+iV3

w1 5
0 — ~1-iV3
2T T
Para w = wq, tem-se
Lnz=w, =
z = "1
_1 iﬁ
= e 2¢ 2
—L cos£+isen£
o Ve 2 2
epara w = wy,
Inz=w, =
z ="
I SRV
—=e 2¢ 2
—L cosé—isené
/e 2 2

Exercicio 5 Pela definigio, tem-se que
i — pilni

_ ei(ln\iHi argi)

_ oili (5 +2km)]

_ e—(%+2kn)

comk € Z. [ |



Exercicio 6 (Desafio) Considere
f(z) =u(xy) +iv(x,y)
sendo
u(x,y) = (x—y) (+4xy + )

Supondo que f(z) é analitica para z € ), onde Q) C C.
Segue-se das Equacdes de Cauchy-Euler, que

v du v ) ’
x - ay i 3x° + 6xy + 3y
Jdv  Jdu dv

dy ~ ax 3y 3x° + 6xy — 3y

Integrando a primeira equagdo deste sistema em relagiio a
x, obtém-se

v(x,y) = —x3+ 3x2y + 3y2x +k(y) (1)

Gabarito 22 Prova

Derivando fungdo em (1) em relagio a y, tem-se

o _

2 !
3y 3x” +6xy + k' (y) ()

Comparando (2) com a segunda equagdo do sistema,
conclui-se que

K(y) = -3y

e disto, segue-se
k(y) = -y +c¢,c€R
Voltando a eq. (1), tem-se por fim,

v(x,y) = -3+ 3x2y + 3y2x — y3 +c
=(x+y) (—x2+4xy—y2) +c
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Problema 1 Calcule a integral
442i
/ e’senhz dz
0

Problema 2

a). Encontre uma parametrizagdo para a curva que representa o arco mais curto sobre a
circunferéncia
(x =17+ @y -1 =1

que liga os pontos z =1 e z = i.

b). Calcule

i
/ zZdz
1
ao longo da curva descrita no item (a).

ao longo da curva fechada que corresponde ao quadrado de vértices z = +2 e z = +£2i.

Problema 3 Calcule

Problema 4 Considere a € R tal que |a| < 1. Calcule
27
1—
/ a cost 0.
o 1—2acosf+ a2

FalC

z—1

Problema 5 Calcule

em torno da curva |z| = 2.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe inicialmente que a fungio Exercicio 3 Observe que a fungio
f(z) = e*senhz 1
fz) = 62(22 —1)

¢ analitica em todo o plano complexo, tendo em
vista ser o produto de duas fungées analiticas em todo o _ 1
C.Segue-se disto que a integral em questdo nio depende e#(z+1)(z—1)"
do caminho escolhido. Além disto, tem-se .. .

possui singularidades em zy = —1 e z1 = 1, ambas no

4+4-2i 4421 e% — 72
/ e*senhzdz = / e* dz
0 0

Exercicio 2

a). Uma parametrizacido possivel para o arco em
questdo é dada por

yiz=14i+e!, - m<t<—

NN

b). Segue-se que

/Zdz:—/zdz
1 Y

interior do quadrado dado em questdo.Considerando
Yo :|z+1] =1e : |z—1| = 1, ambas orientadas
no sentido hordrio, e usando o principio da deformacdo
dos contornos, segue-se qiie

§1§e2(z52—1) B }éo ez(zlzjz— 1) + §é1 ez(zljz— 1)

1 1
e (z—1) e%(z+1)
= dz —|—¢ dz
%70 (Z+1) 7 (Z_1>
] 1
= 27mi [ez(zl)

1
el —e 1
:—2 i —_—
m< . )

= —2misenh1

o

+
g € (z4+1)

Exercicio 4 Considere a curva vy
parametrizagio pode ser dada por

lz| = 1, cuja

z:ei9,0§9§27(
Disto segue-se que

dz = ¢?ido < do = —i%

eif) + e—iG

9 =
COS 5

z4z71
2

22 +1
2z




Logo,

27
1—a cosf
A= B —; ]
/0 1—2acos0 + a2

2
1—aZtl 4y

- iy 9z
2
%{1—20122?—}—112 z

_;1% —az2+2z—a @
2 J,a2—(a®+1)z+a z

i% az? =2z +a
=—z dz
2),z(z—a)(az—-1)

Observe que a fungio

az? —2z+a

f<z):z(z—a)(az—1)

possui trés polos simples em zg = 0, z1 = a e
Zy = % Uma vez que |a| < 1, seque que apenas zg e z1
encontram-se no interior da curva vy. Usando o Teorema
dos Residuos, tem-se

A= —%27& [Res(f,z0) + Res(f,z1)]

=7 [limzf(z) +li§;(z — a)f(z)]

z—0

_ o iim az’> —2z+a imazz—22+a
2= (z—a)(az—1)  zoa z(az—1)

=27
Exercicio 5

Perceba que a fungio

senh (%)
U
possui um polo simples em zy = 1 e um outro polo que
ndo se sabe a classificacdo em z; = 0. Pelo Teorema dos
Residuos, sabe-se que

senh (%)
§£ﬁdz = 27ti [Res(f, zo) + Res(f, z1)]

Gabarito 32 Prova

Como zg é polo simples, tem-se

Res(f,zo) = lim (z — zo) f(2)

Z—2Z0

= lim senh (1>
z—1 z

=senhl1

Para calcular o residuo em zq serd necessirio encontrar
a série de Laurent para a funcdo f em torno de z.
Para isto, usando o desenvolvimento em série de Taylor,
sabe-se que
ha — 2 2 72
sen Z—Z+§+§+ﬁ+a+---:>
n(D) oo 2 2
senh |- | =z""+—+—+—+—+---
z 3! 5! 7! 9!

Além disso

1 _ 1
z—1 1—z

—<1+z+zz+23+z4+--->

=—1-z-22-22-2—...

para |z| < 1. Por fim, a série de Laurent que deseja-se
encontrar, é dada por

f(z) = senh C) 211
-5

_ (Z—1+23‘!‘°’+Z5!+...> (-1-z-2-..)

Assim,

Res(f,zy) = coeficiente do termoz ™!

1 1 1
TR T
= —senhl1

Portanto

senh (%)
;Aﬁdz = 27ti [Res(f,zo) + Res(f,z1)]

= 2mi [senh 1 — senh 1]

=0
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Problema 1 Escreva na forma polar o sequinte niimero complexo

V2 +V/6i
—1++/3i

Problema 2 Encontre a solugio geral da equagio
senz = cosh 3
Problema 3 Discuta a analiticidade da fungio
f(z) = zlz].

Caso seja analitica, determine sua derivada.

/ dz
71+Z4

sendo vy a curva fechada representada pela equacio x* + y> = 2x.

Problema 4 Calcule a integral

Problema 5 Considere a € R tal que |a| > 1. Calcule

27T
1_
/ a cosf 0.
0 1—2acosf+ a2

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe inicialmente que ou seja
(3o 3) L i(e3_ o3
VZHVE V246 [ —1- /3 wo:l(e +e )—2|—1(e e )
—1+V3i  —143i \ -1-/3i
— i3
=ie
_ V2 Ve,
2 2 i(@+e?)—i(ed—e?)
w, =
Logo, 2
. =ie?
V2 +V/6i
—14+/3i - Para w = wq tem—se
el? = ie? &
V2 + V6i
arg | ~——— | = arctg (-3 iz = In (ie® &
() e () @)
7 iz=Ine3+i (% + 2kn) &
3 iz=3+1 (% +2kn) =
Portant
oriano: z=-3i+(E+2n), keZ
2 6i = -
V2 + \[l -2 (cos T isenz) e, para w = wy, tem-se
—14++/3i 3 3 ez — jo=3 RN
. iz =1In (ie73) &
Exercicio 2 Observe que iz =Ine 3 +i (% 4 2kn) PN
senz = cosh 3 & iz=—-3+1i (% +2kn) &
ef—e S te - z=3i+ (% +2n), keZ
2i 2 m

2 —1=i(l+e3)e? ©
e —ji(f+e3)er—1=0

Considerando
w = e

a equagdo anterior torna-se
wz—i(e3+ef3)w—1:0
cuja solugdo é

i(e+e3)ti(e®—e)

w = 5

Exercicio 3 Considere z = x + iy e observe que

f(z) = z|z|
= (x+1iy) \/x2+ 1?2
= x\/x% 4+ y? 4 iy / x% 4 y?

Ou seja, as partes real e imagindria de f sdo

u(x,y) = xy/x2 4 y2
v(x,y) = y\/x? +y?



Perceba que

ou _ 2x* 4>
axi 1/xz-Q—yz
ou _ _ xy

Wy xZ+y2?
v _

ox /a2
v _ x? +2y?
Y xZ + 12

Segue-se portanto, das equagdes de Cauchy-Riemann, a
fungido f serd diferencidvel, para os valores de x e y tais
que

o _
ox Jy
w_
dy  ox
ou seja,
x ==ty
< (x,y) = (0,0)
xy =0
Portanto z = 0 é o tinico ponto onde f pode ser

diferencidvel, porém as derivadas parciais ndo estdo
definidas em (0,0), ou seja f ndo é diferencidvel em todo
C, e 0 mesmo segue-se para a sua analiticidade. |

Exercicio 4 Observe que

Py =2xs
(x—17>+y*=1

Ou seja, a curva dara corresponde ao circulo de raio 1 e
centro em z = 1. Perceba ainda que os polos da fungio

sdo o0s zeros da equagdo

1+zt=0<
A=-1e
z=+v/—1

ST

= (cos T +isen )
7T+ 2kt 7T+ 2kt
— +isen —

= Cos
4

Gabarito Prova Final

comk =0,1,2,3. Ou seja

oo V2.,V2
0= 7 2
=77 2
z —ﬁ—iﬂ
270 2
s V2 V2
5T 7 2

Como apenas zg e z3 estdo no interior da curva <y e sdo
todos polos simples, segue-se que

Res(f, ) = lim (= — 20)(2)

1
(zo — z1) (20 — 22) (20 — 23)

1
VAVZ1iv2)(iv2)

1
2v2(i—1)

Res(f,2s) = lim (= — 2)(2)

1
- (z3 —20)(z3 — 21) (23 — 22)
1
C(-iV2)(V2-iv2)(V2)
- —1
C2V2(i+1)

Disto segue-se que

/711224 = 27ti [Res(f, z0) + Res(f,z3)]

1 1
= 2rmi -
2v2(i—1) 2v2(i+1)
B V2
N 2
n
Exercicio 5 Considere a curva -y lz| = 1, cuja

parametrizacdo pode ser dada por

z:ei9,0§9§27r



Disto segue-se que

dz = ¢?ido < do = —i%

eif 4 o—if
cosf = ———

Logo,

A_/Z" 1—a cos@
~Jo 1—2acos@ + a2

2
1—aZtl 4z

_—iygfl—
y1—2a5t +a2 2

:yg —az? +2z—a dz
—2 Jyaz2 —(a®?+1)z+a z

iyg az? —2z+a
=—= dz
2),z(z—a)(az—-1)

Gabarito Prova Final

Observe que a fungdo

az? —2z+a

f(z):z(z—a)(az—l)

possui trés polos simples em zgp = 0, z1 = a e
zp = 1. Uma vez que |a| > 1, segue que apenas zg e zy
encontram-se no interior da curva y. Usando o Teorema
dos Residuos, tem-se

A= —%27‘& [Res(f,z0) + Res(f,zp)]

—n [;ng(z) + lim (z - i)f(Z)]

z—3
. az? —2z+a . az>—2z+a
= |lim ———F——~ + lim —————
=0 (z—a)(az—1) .51 az(z—a)
=m[l-1]
=0
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Problema 1 Determine os niimeros complexos sobre a reta y = 2x + 1 que possuem médulo /3.

Problema 2 Escreva na forma a + bi o niimero complexo

(- +i'%] (14 i5>_1

Problema 3 Encontre todas as solucdes da equagio complexa
w+w +1=0
Problema 4 Considere a fungio

z4 4+ 102249
flz) = 72 —4iz — 3

definida deste modo para todo z € C, tal que z # 3i e z # i. Determine quais os valores a fungio
deveria assumir em z = 3i e em z = 1 para que seja continua nesses pontos.

Problema 5 Calcule o limite
z3 — 8i

im .
z—-2i z+ 21

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere z = x + iy um niimero complexo
de médulo \/3 e que estd sobre a reta y = 2x + 1, ou seja

x> +y>=3
y=2x+1

Substituindo a segunda equagdo deste sistema, na
primeira tem-se

P+ (2x+1)?=3=>

5x>+4x—2=0

Ou seja,
o2 vi4
5 5
e
1 2v14
:7:|:7
Y=5%75
Portanto
2 V14 1 2v14
z=|—c+——|+|zc+—F )1
5 5 5 5
ou
2 V14 1 2v14
z=|—-—=—-—|+|=z—— |1
5 5 5 5

Exercicio 2 Observe que
-1 (1 _ 1)3 + i157
_:\3 157 :5 _
{(1 i) +i }(1—1—1) T

_ O 2i(1 —i) i

1+i
22i+ (-1)7Bi
B 1+i
-2—il-i
14 1-i
_ —3+i
T2
*—§+71
)

Exercicio 3 Deseja-se encontrar todas as raizes da
equagio
w+w+1=0

Para isso, considere

z:w3

e obserque a equagdo dada, pode ser reescrita como

Z2+z+1=0
Donde segue-se que
L_—1+iv3
2
ou
I iv3
N 2

Na varidvel w,

1
. . 3

ou
%
w3:_1_lﬁ:>w: —1—1\6
2 2
Na forma polar,
/3
1 iv3
w= <_2+2>
1
= cosz—n-l—isenz—n ’
B 3 3
Logo

wo = cos 27 + isenzn
0= "7 9

w —cosg—n+isen8—n
=" 9

w —cosm—n-i-isenm—n
2 9 9



Do mesmo modo,

= cos4—n +isen4—n ’
N 3 3

4, 47T
w3 = COS — + 1sen——

9 9
w —coslo—n+isen10—n
4T 9 9

w —cosw—nwLisenlé—n
> 9 9

Exercicio 4 Para que a fungio dada seja continua em
z = 3i, é necessdrio que

£(3i) = lim f(2)

z—3i

~tm z4 +1022 +9
253 22 —4iz -3
(2 +3iz? + 24 3i) (z - 3i)
= lim : :
z-3i (z—1)(z—3i)

224 3iz2 4z 430
= lim

z—3i z—1

—48i
2i

=-24

De modo semelhante, para que f seja continua em z = i,
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é necessirio que

f(i) = lim f(z)

z—1i

_ oy 2102249
25 22 —4iz -3

(22 +iz2 + 924 9) (z — i)

= 1.
00 (z—1)(z - 3i)
2242249249
= lim .
z—i z —3i
_ 16i
T-2i
= -8
[ |
Exercicio 5 Deseja-se calcular o limite
23 — 8i
im 8
z——2i z+ 21
Para isto, perceba antes que
28— 8i = (z+2i) (22—2i2—4)
Logo,
lim 2= S.i = lim (z+21) (Zz —.2iz - 4)
z——2i z+ 2i z——2i z+2i
= lim <22 —2iz — 4)
z——2i
=-12
[ |
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Problema 1 Considere a fungido complexa

x3+xy2+x x2y+y3—y .
flo) = SR 1 (T

Determine o dominio de analiticidade de f.

Problema 2 Determine todos os valores complexos z que obedecem a equagio

et = —ied

/C (x2 + iy3> dz

sendo C o segmento de reta que vai de z = 1 para z = i.

7Tl 5
/ z=e*dz
0

ot

Problema 3 Calcule

Problema 4 Resolva a integral

Problema 5 Resolva a integral

sendo C a curva dada por |z — 2| = 5.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere z = x + iy e observe que, para a
fungio dada, tem-se

X3+ xy? +x
”(x,y):xzifyz

2y
o(ny) = ol

Segque-se que

ou  xt+ 2322+t — 2+ 2

ox (2 +2)°

ou  —2xy

W (24 y2)

ov 2xy

0x (a2 4 y2)?

v xt+2x%y% +yt — 2+

W @ty
Ou seja,
Ju _Jv
W e (o)
Ju _ dv
ay ox

o
dx’ 9y’ ox  dy
continuas em C— {0}, o que garante que f é analitica
em C—{0}. [ |

Além disso, as fungbes u, v,

Exercicio 2 Deseja-se resolver a equagio
R
Para isto, observe que
el = —jed =
z—1=In(—ie’) =
z=1+In|-ie’| +iarg (—ie®) =
z=14+ne+i(-F+2kn) =
z=4+1i (4"7’1) T

ondek € Z. [ |

Exercicio 3 Uma parametriza¢do possivel para o
segmento C é dado por

2 =(1—H)+i(t); 0<t<1

Logo
Z(t) = -1+i

/C(x2+iy3)dz:/ol [(1—t)2+it3] (=1 +1i)dt
:/01 (1—2t+t2+it3)(—1+i)dt

:/01 141+ (2—2i)t—

+(i—1)t2—(i+1)t3}dt

= (—1+i)t+ (1 —i)2+
1

1. 3 1, 4
+§(1—1)t _1(1+1)t

0

Exercicio 4 Tendo em vista que a funcio f(z) = z%¢* é

o produto de duas fungdo analiticas em todo o conjunto C,
segue-se que f é também analitica em C. Desta forma para
a resolugio da integral em questdo é suficiente encontrar
uma primitiva de f e usar o Teorema Fundamental do
Cidlculo para Integrais de Contorno. Para isto, usando
integracdo por partes, considere

u = z2 du = 2zdz
=
do = é* v =¢é*

/zzezdz = 727 — Z/ezz dz

Repetindo o processo, considere

p=z dp =dz
=
dqg =¢* q=2¢é

Logo,



/ezz dz = ze* — /ezdz

=ze* — e +k
=e(z—1)+k keC
Retornando a integral original, tem-se
/‘zzezdz = 7% — 2/622 dz
=2%% — 2" (z—1) + K|
=¢ (22—22+2) + 2k
Assim,

i

i
/ Z2*dz = ¢* (zz —2z+ 2)
0 0

— o7 (—7‘[2 —27'ci+2) 2

=2+ 2mi—4

Exercicio 5 Observe que a fungio

f(Z):Zg(le)

possui singularidades nos pontos
zZ0 = 0
zZ1 = 1

e ambos estio no interior da curva C, dada por |z — 2| =

5. Sejam Cy e Cy circulos de raio % centrados em zg e
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z1, respectivamente. Pelo Teorema da Deformagdo dos
Contornos, segue-se que
n f dz
¢z (z—1)

dz : dz
?{cz3 z—1) fcoz3 (z—1)

e, usando as Férmulas Integrais de Cauchy, tem-se que
1
7{ dz f{ (m) dz
0z (z—1)  Jo 28
B 27711 1 "
20 \z-1

)

Portanto

dz
_ 97 sidon
fczﬁ 1) mTi+-2771

=0
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Problema 1 Considere

e calcule

sendo C o circulo unitdrio centrado na origem.

Problema 2 Calcule

?{ Z (z+1i n+6).

onde C é a curva de equagio |z — i| = 3.
Problema 3 Calcule o residuo da fungio

senz —z
zsenh z

fz) =
em todos os seus polos.
Problema 4 Resolva a integral
J a1
em torno da curva |z — 16| = 5.

Problema 5 Resolva a integral
/” sen 26 df

b5 —4senf

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente observe que a fungio

+00 k3

f(Z):Zg

k=0

possui sua expressio na forma de uma série de Taylor,

em torno de zg = 0 ou seja f é analitica em todo o C (a

rigor isto deveria ser verificado através de algum teste de

convergéncia, como o Teste da Razdo por exemplo).
Segue-se disto que a fungdo sob a integral,

8(z) =—¢~

possui sua expressio na forma de uma série de Laurent
em torno de zy = 0 que é um polo da fungio g e tal polo
estd no interior da curva C.

SabE'Se que

onde a_1 é o coeficiente do termo z~! na série de Laurent

em torno de zg e C uma curva fechada que tenha zg em
seu interior (o que é o caso). Ou seja

f2),

- e dz = 27mi

. O
(Outro Modo:) Uma vez que f possui uma expressio
em série de Taylor em torno de zg = 0 segue-se que f é
analitica em todoo C (a rigor isto deveria ser verificado
através de algum teste de convergéncia, como o Teste da
Razdo por exemplo) e a fungdo

tem zo como um polo de ordem 4 no interior da curva C.
Pelo Teorema dos Residuos tem-se que

sz<4> z = 27i Res (fg),zo)

27ti a3
= fm o sf)

z—0

o
6 z-0

f”/< )

Observe que

+00k3
k—1
Z3kkz

—+oc0 k3

Zk—l

+o0 k3

/// Z 3kk

)Zk—B

+0013

=3I+ Zk—kk(k —1)(k —2)zF3
k:43

Ou seja,
f(z) 27ri =i
—dz=—"1im (3! —k(k—1)(k—2
C Z4 z—0 3 +Z )( )
2711
g1
G 3!
=27



Exercicio 2 Observe que a fungio sob a integral

ey 1
&= L e

n=->5

£ (z44)7"

n=-5

possui sua expressio na forma de uma série de Laurent
em torno do ponto zg = —i que é polo essencial da
fungio (tinico polo, inclusive!). Além disto, perceba que
o coeficiente do termo (z + i)~ ocorre quandon =1, ou
seja
a_1 = ﬁ

e 0 polo zg encontra-se no interior da curva |z —i| = 3.
Assim, pelo teorema dos residuos, segue-se que

/Cf(z) dz =2mia_4

_ 2
o
|
Exercicio 3 Observe inicialmente que z = 0 (um

posstvel candidato a polo da fungdo) é raiz do numerador
e do denominador simultaneamente, isto ndo pode
ocorrer (para ser polo é necessdrio ser zero apenas do
denominador). Reescreva a fungio da sequinte maneira

. <senz B 1)
z
zsenhz
senz _1

_z
senhz

f(z) =

Assim, os polos de f sdo a raizes da equagdo

senhz =0 =

e —2€ — 0 =
ef — elz =0=
e —1=0=
zr =kmi, ke Z
(Perceba que z = 0 aparece novamente como polo da

fungio, porém serd um polo simples. Ndo tivesse sido
excluido anteriormente, teria ordem 2, o que seria um
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erro!). Assim,

Res (£(2), 2¢) = lim (z - ) (2)

Z—=Z)

sen zj — Zy

(zsenhz)’
Z=Z}

Sen zj — Zg

senh z; + zj cosh z;

sen ki — krri

" krticosh krri

-1
cosh krri

1

parak # 0. Parak = 0, tem-seopoloz = Qe

Res (f(z),0) = limzf(z)

z—0

I senz — z
=limz———
z—0 zsenhz

senz — z
m—_—=—*
z—0 senhz

. cosz—1
=lim ——
z—0 coshz

=0

Obs.: Quem ndo soube lidar com o polo z = 0 ndo serd
penalizado por isso. |

Exercicio 4 Para encontrar os polos da fungio sob a
integracio é necessdrio resolver a segquinte equagio

In(Lnz) -1=0=
Ln(Lnz) =1=
Lnz=¢=

z=e

Ou seja, a fungdo dada possui tinico polo simples em
zg = € e este estd no interior da curva |z — 16| = 5.



Portanto

. 1
— 27T1 Res (I_n(hlz)—jllzo>
1

(Ln(Lnz) — 1)

%Ln(Lraizz) -1

=27

Z=2Z0

:2 i——M
7Ti T 1

Lnzz

+1

z=e¢

=2mief
|

Exercicio 5 Considere C sendo o circulo unitdrio
centrado na origem cuja parametrizagio pode ser dada por

z:eig,—ngf)gn

Disto segue-se que

: d
dz = ieldg = dg = =
iz
Além disto, tem-se que
ol0 _ p—if
0= —our—
sen N
_z+z!
T2
20 _ ,—i20
20 =
sen N
)~ )
- 2i
. 22— 772
2
Portanto,
/” sen 20 6 — f Zz}f_z dz
_x5—4senf c5,4% iz

1}{ zt—1
= — - dz
2iJcz? (=222 + 5iz + 2)
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A fungio

4 -1
—2z2 + 5iz 4 2)

f (Z) = 2 (
sob a integral possui polos em

Z(]:O

5iz—222+2:0:>21:%e22:2i

sendo zg de ordem 2 e zy e zp polos simples. Apenas
os polos zg e z1 encontram-se no interior do circulo C,
portanto

T gsen20 1. .4
/_nmde = 527 kgReS (f(2),2¢)

Onde

4 -1
72 (=222 +5iz + 2)

Res (f(z),z0) = lim i(Z —z0)?

z—z0 dz

= lim iZ2 21
Czs0dz 22 (=222 +5iz + 2)

= lim 4 21
 250dz (=222 + 5iz + 2)

_si
4
zi—1
Res (f(z),z1) = 1 p
[22 (—222 4 5iz 4 2)]
zZ=Z1
_ 7 -1
- =823 +15iz3 + 4z
5
4
Ou seja

T sen20
— 0 =
LHS — 4sen 0 0
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Problema 1 Sabendo que z é um niimero complexo tal que
zl4z=2cos6, 0 €R

Calcule, em fungio de 6,
72024 | 2024

/C (x2 + iy3> dz

sendo C o segmento de reta que vai de z = 1 para z = i.

7Tl 5
/ z-e*dz
0

y{n_2_5z+ "(n+6)!

onde C é a curva de equagio |z — i| = 3.

Problema 2 Calcule

Problema 3 Resolva a integral

Problema 4 Calcule

Problema 5 Resolva a integral
/” sen20d6

x5 —4senf

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sdo Francisco
Engenharia Civil
Métodos Matemaéticos

Gabarito Prova Final
Data: Quarta-feira, 19 de Junho

Prof°. Edson

2 ° Semestre

2023
Turma E5

Exercicio 1 Sabendo que
z7 4z =2cosf
Segue-se que
1
o +z=2cost =

1 2
Ttz =2cost =

72 —2cosfz+1=0
Resolvendo a equagdo do sequndo grau, tem-se
z1 = cosfO + senfi

ou
Zy = cosf® — senfi

Assim para z = z1, tem-se que

—2-24 +22024 — ( )72024

z cosf + senfi +

+ (cos 6 + sen 6 i)™

= cos (2024 0) — sen (20240) i+
+ cos (2024 6) + sen (20240) i

= 2cos (2024 0)

epara z = zp

2—2—24 +22024 — ( —2024

cos@ — senf1i) +

+ (cos§ — sen i)

= cos (2024 0) + sen (20240) i+
+ cos (2024 0) — sen (20240) i

= 2cos (2024 0)

Exercicio 2 Uma parametrizacio possivel
segmento C é dado por

2 =(1—H)+i(t); 0<t<1

Logo
Z(t) = -1+i

para o

e
/C(x2+iy3)dz:/ol (=02 +iP] (<1 +i)at
:/01 (1—2t+t2+it3)(—1+i)dt
:/()‘l[f1+i+(272i)tf
—l—(i—l)tz—(i—i-l)tﬂdt

= (—1+i)t+(1—1) 2+
1
—l—%(i—l)t?’—i(i—i-l)t“

0

n
Exercicio 3 Tendo em vista que a fungio f(z) = z%e* é
o produto de duas fungdo analiticas em todo o conjunto C,
seque-se que f é também analitica em C. Desta forma para
a resolugio da integral em questio é suficiente encontrar
uma primitiva de f e usar o Teorema Fundamental do
Cidlculo para Integrais de Contorno. Para isto, usando
integracdo por partes, considere

u=z>2 du = 2zdz
=
dv = é* v =¢*

/zzezdz = 7267 — 2/‘622 dz

Repetindo o processo, considere
p=z dp =dz
=
dqg =eé* g =¢é*

/ezz dz = ze* — /ezdz

=z — e+ k

Logo,

=e“(z—1)+kkeC



Retornando a integral original, tem-se

/zZeZdz = 7%¢* — Z/ezz dz

=z%* — 20" (z—1) + K
=¢* (22—22+2) + 2k

Assim,
i i
/ Z2e%dz = ¢° (22 —2z+ 2) ‘
0 0
— o (—n2 —omi +2) 2

=% 42mi—4

Exercicio 4 Observe que a fungdo sob a integral

+o0 1

&= L e

n=-5

_ J’Z"i’ (z+1)™"
W5 (n+6)!

possui sua expressio na forma de uma série de Laurent
em torno do ponto zg = —1i que é polo essencial da
fungio (tinico polo, inclusive!). Além disto, perceba que
o coeficiente do termo (z + i)~ ocorre quandon =1, ou
seja

1

o7

e 0 polo zg encontra-se no interior da curva |z —i| = 3.
Assim, pelo teorema dos residuos, segue-se que

a1

/Cf(z) dz =2mia_4
_ 2mi
o7

Exercicio 5 Considere C sendo o circulo unitdrio
centrado na origem cuja parametrizagio pode ser dada por

z:eig,—n§9§7c
Disto segue-se que

dz = ie'?do = do = 5

1Z
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Além disto, tem-se que

i0 —if
e’ —e
senf = —————
2i
_z4z7!
2
i20 —i26
el —e
sen20 = —————
2i
2 0\ —2
()~ )
N 2i
B 22— 772
2i

Portanto,

2

/” sen 26 d6:7{ ZE§_2 dz
—n5 —4senf c5,4% iz

1]4 zt—1
= — - dz
2i Jcz? (=222 + 5iz + 2)

A fungio

24 —1
—222 + 5iz 4 2)

f (Z) = 2 (
sob a integral possui polos em

Z(]:O

5iz—222+2:0:>21:%e,22:2i

sendo zg de ordem 2 e zq e zp polos simples. Apenas
os polos zg e z1 encontram-se no interior do circulo C,
portanto

T sen260 1. .¢
| 5o = siom L Res (f2).2)
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Onde Ou seja
26
. d > 241 /”75'3“ 46 =0
Res (f(z),20) = Zh_)nzb %(Z —20) 22 (222 1 5iz + 2) —xb—4senf
|
d 2 Z4 -1

= lim —
0dz" 2 (—222 +5iz + 2)

= lim 4 21
- 250dz (=222 + 5iz + 2)

_si
4
4
-1
Res (f(2),21) = - ;
[22 (—222 4 5iz 4 2)]
zZ=Z1
z‘l1 -1

—823 + 15iz% + 4z

5i
4
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Problema 1 Determine dois niimeros complexos cujo produto é 2 e a diferenga entre eles é i.

Problema 2 Encontre um niimero complexo z tal que 3 +1i, 4 + 4i e z sejam vértices de um
tridngulo retdngulo.

Problema 3 Encontre todas as solucdes da equagio complexa
14+z+224+22 424 =0
Problema 4 Determine onde a fungio é diferencidvel.
a). f(z) = (x —1)% +iy? + 22
b). f(z) =x+1ily|
Problema 5

a). Faga um estudo sobre a continuidade da fungio

flz)=¢
b). Calcule o limite
22 4+ 72
lim e z+ i
Z——7ti
Problema 6 (Extra) Resolva a equagio
(z+1)° =2

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Sejam zy, zp niimeros complexos tais que

Z122:2
Zl—ZQZi

De acordo com a sequnda equagio deste sistema,
71 =2p+1
Logo, substituindo na primeira equagio, tem-se
(z2+i)zp=2=

2 +iz—2=0

<+

Observe que

7T+, T
W = cos ~ +isen —
2 2

=i

representa uma rotacio de 7% radianos no sentido
antihordrio, logo o complexo

Zy = W2z
=i (1+3i)
= —3+i

é ortogonal ao vetor representado por zy, 0 seja

Ou seja, zz=3+1i)+az,VaeR
—i+7
=y =0B+1i)+a(-3+1i)
€ =3(1—-a)+i(1+a)
z1 =2zp+1i em particular, para & = 1, tem-se
) e os complexos 3 + i, 4 + 4i e 2i, formam um tridngulo
_ i+ V7 retangulo. n
2
Exercicio 3 Deseja-se encontrar todas as raizes da
Portanto equagio
Zl_l‘f'\ﬁ 1+z4+224+28428=0
2 Para isso, observe que
- 7
2= — ; v 2,5, 4 _1-2
1+z42z242"4+2" = 1 Z,z;él
ou _
2y = i—V7 Logo, a equacio que se deseja resolver, torna-se
2
. 1—2°
s V7 1, = 0=
Zp = 5 4
1-22=0=

Exercicio 2 Considere o niimero complexo
z1 = (4+4i) — (3+1)

=1+3i

z=V1
Ou seja

2kt

z = COSZk?ﬂ +isen?, k=1,2,3,4



Em outras palavras,

z —cosz—n+isen2—7r
= 5 5

4 T
Zp = COS 5 + 1sen?

z —cos6—n+isen6—n
3755 5

z *coss—n—kisenS—n
+T 55 5

Obs.: Esta questdo foi cancelada. O termo z° foi esquecido
por este professor e os pontos referentes a questdo foram
dados aos que participaram da prova. |

Exercicio 4

a). Considere z = x + iy e observe que a fungdo pode ser
reescrita como

f(z) = (9c—1)2+iy2—!—z2
= (x = 1> +iy* + (x + iy)?
= (x —1)? +iy* + 22 + 2xyi — 2

:(x—1)2+x2—y2+i(y2+2xy)

u(x,y) +iv(xy)

sendo
u(x,y) = (x =12 +x% -2
o(x,y) = y* +2xy
Logo
Uy =202x—1)
uy = =2y
Uy =2Y
vy =2y +2x

Perceba que u, v, uy, Uy, Ux € Uy sdo continuas em todo
IR2. Usando as equagdes de Cauchy-Euler, ou seja

Uy = vy

Uy = —0y
Ou seja, a fungido f é diferencidvel apenas para os
complexos sobre a reta x —y = 1. g

= x—y=1

Gabarito 12 Prova

b). Considere agora a fungio
f(z) = x+ily|
Perceba que, para y > 0, tem-se
flz) =x+iy
Sendo
u(x,y) =x
v(xy) =y
Logo

Perceba que U, v, Uy, Uy, Ux € Vy sdo continuas em todo
R2. Usando as equagdes de Cauchy-Euler, ou seja

Uy = vy
Uy = —0y

O que nos permite afirmar que f é diferencidvel para
z € C,comy > 0. Por outro lado, para y < 0 tem-se

flz) =x—1iy
Sendo
u(x,y) = x
v(xy) = -y
Logo
Uy =1
uy =0
vy =0
vy =—1

Perceba que u, v, uy, uy, vx e vy sio continuas em todo
R2. Novamente, pelas equagdes de Cauchy-Euler, tem-se
que f ndo é diferencidvel para z € C, com y < 0. Por fim,
quando y = 0, ou seja os complexos sobre o eixo real,
considere um complexo qualquer zy = xg e 0s caminhos

Co:Az=it, t 0"
Ci:Az=it, t -0



Observe que, sobre Cy, tem-se

f(z0+ A2) — f(20)

f'(z0) = lim

Az—0 Az

_ i {0+t — f(x0)
t—0+ it

— lim X + it — xp
t—0+ it

=1

Porém, sobre Cq, tem-se

f'(z0)

Az—0 Az
xp +1it) — f(x
e L0 i) — f(30)
t—=0- 1t
. Xo—1it—xg
= lim ———
t—0~ it
=-1
Ou sej, f nio é diferencidvel para os complexos z, com
y=0. ]
Exercicio 5
a). Considere z = x + iy e observe que a fungio em
questdo pode ser rescrita da seuinte maneira
flz) =€

= e (cosy +1iseny)
=e'cosy+ie‘seny
=u(x,y) +iov(xy)
Sendo
u(x,y) =e*cosy
v(x,y) = e*seny
Logo
Uy = e* cosy
uy = —e'seny
vy = e'seny

_ X
vy = e’ cosy

Perceba que u, v, uy, Uy, Ux € Uy sdo continuas em todo

R? e que,
Uy = Uy
Uy = —Uy

Gabarito 12 Prova

Ou seja, as equagoes de Cauchy-Euler sio verdadeiras
para todos os niimeros complexos. Conclui-se portanto
que f é diferencidvel em todo o C e, consequentemente,
continua em todo o C. g

b). Deseja-se calcular o limite

. z + i
lim e

z——7ti

Tendo em vista que e* é continua em todo o C segue-se que

22 — 7?2 22 — 12

. lim .

. z + 711 zo-mi Z + 711
Iim e =e

z——7Ti

e, usando a Regra de L'Hospital,

(Zz F nz)
. z+ i ( lim .22>
lim e + = e\zo-mi

z——7ri
_efzm'
=1
|
Exercicio 6 Observe que
(z—1)5:z5 =
1)
Q: 1 =
z
_ 5
<z 1> _1 N
z
-1
z =1 =
z
z—1= 41z =
z—+1z=1 =
z(1—\5/1) =1 =
1
z =
(1-v1)
Onde
2kt
Vi=e5, k=1,234
[ |
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Problema 1 Encontre todas as solugdes da equagio
sen (cosw) =0

Problema 2 Considere
f(Z) — Zsenz

onde o valor principal da potenciagio estd sendo usado. Calcule f'(i).

Problema 3 Calcule

a). / (x? — iy®) dz sendo C a metade inferior da circunferéncia |z| = 1,dez = —laz =1
C

b). / e*dz sendo C a linha poligonal que conecta os pontosdez = 0,z = 2ez = 1+ 71i (nessa
C

ordem).

Problema 4 Calcule

7{ dz
cl—e=

Problema 5 Suponha que f é analitica para |z| < 2 e f(0) = f'(0) = 1. Calcule

em torno da circunferéncia |z| = 3.

/C (Rez+1) @dz

z

sendo C a circunferéncia |z| = 1.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que Assim, para § = Gq, tem-se

G=e"=
sen (cosw) =0 =
wi=1In¢; =

el cosw __ e*lCOSH)

: =0 =
2 w=—iln (kn+ \/187127—1)
ei cosw _ __ 1 — =
elCOSZU
picosw _ 1 — N =—i [ln’kﬂ’-l-\/m‘—F
2i cosw =1In1 = tiarg (krc—i— \/]{27-527_1)}
2icosw=In|l|+iargl =
, , — —iln (kn+ m) onm
2i cosw = 2krri =
cosw = krt = e para ¢ = Cp. procedendo do mesmo modo, tem-se
ewi _i_efwi
—— =kn =

2 w=—iln (kn —Vier? - 1) T onm

et 1 = 2kme®

4

eZwi _ 2k7TEWi +1=0 com k,n cZ. n
Considere Exercicio 2 Observe que a fungio
f(z) — Zsenz
é’ — eZUI
pode ser reescrita como
~ . _ ysenzlnz
e perceba que a equacio anterior torna-se flz)=e

e usando a regra da cadeia, tem-se que
& —2knEf+1=0

f'(z) = e**n% [senz Lnz]’

. ~ e oA senz
cujas solugdes sdo = 5Nz (COS zLnz + )

assim,
& =kn+Vier2 -1
— 2.2 Jrsy _ sseni . . seni
H=kn—Vien2—1 fli) =i cosilni+ :




Lembrando que

seni—e_1 —¢
T2
=senh (1) i
cosi = e te
2
= cosh (1)

Lni = In|i| +iArg (i)

ssen i senilni
1 =e

_ psenh(1)i i
— p—senh(1) z
Assim,

f/(i) = e—senh()3 |:COSh (1) gi + senh (1)}

Exercicio 3

a). Uma parametrizagdo posstvel para a curva C é dada
por

z(t) = et
=cost+isent, — Tt <t <0

/x—ly

:/ cos® t — isen t) '(t)dt

Logo

/ cos® t — isen t) (—sent +1i cost)dt

0
:/ (—sentcoszt—i—i cos® t+
—7T

+isent + cost sen3t> dt

0
:/ [—sentcoszt—l—i (cost—costsenzt) +
—7T

+i (sent — sen t cos? t) ~+ cos tsen‘o’t} dt
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+1i)sentcos® t+ (cost +sent—

0
A:/ -
J =TT

— cos tsen2t) i+ cost sen3t} dt

1 1
= ‘3 (141i)cos®t+ (sent —cost — 35en3t) i+

1 O
+-sen"t
4 —7T
_2_ 4
3 3

O

b). Tendo em vista que a fungio sob a integral é analitica
em todo o plano complexo, a integral dada ndo depende do
caminho e sim dos seus pontos inicial e final. Usando
o Teorema Fundamental para Integrais de Linha,
tem-se que

_ i 0
=e(cosm+isenr)—1
=—e—1

|

Exercicio 4 Inicialmente observe que as singularidades
da fungdo sob a integral sio os complexos tais que

1—-e£=0
ou seja
z=1ILnl
=In|l|+iArg(1)
=0

que estd dentro da curva |z| = 3. Sabendo que

eZ:Jrooi
n:On!
z2 z"
=14z4+=4+ - +=4+-.-
2 n!



e usando a primeira formula integral de Cauchy,
segue-se que

% dz dz
1—ez Jo_on_ 22 _ ... ._2" _ ...
C C—z 5 -

- dz
o Je, (2
Z( -3 il )
n—1
- * iz
) 1
:27'51_ . T
2 ! z=0
= 27

Obs.: Questdo cancelada. O contetido sobre séries nio foi
abordado. |

Exercicio 5 Observe que

/C(Rez+1 /
J

Z; ) )dz

+§ ) (Z)dz

(@}

@}
NN

(G5 e
:/C %—i— +1> (Zz)dz

(
(
(5
(
(

-

LCRYICRVIC)

272

@}
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Uma vez que f é analitica na regido |z| < 2 e a curva
C dada por |z| = 1 estd dentro desta regido, segue-se do
Teorema de Cauchy-Gorsat que

/C@dz:o

e das formulas integrais de Cauchy, que

/C@dz — 27if(0)

=27

f()dz—mf()
=i

Portanto

/C (Rez+1) %Z)dz = 3rmi
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Problema 1 Calcule
afmo ()
— 7{ zsen | — | dz
2711 J|z|=2 z
Problema 2 Dada a fungao
1
flz) = sen (z2)
localize seus polos e classifique-os.
Problema 3 Calcule a integral
400 x4 P
/0 w1
em todos as suas singularidades.
Problema 4 Resolva a integral
Tcos20d6
0 2—cosf

Problema 5 Resolva a integral

7{ dz
Z—b
em torno da curva |z| = a > 0. Considere a < |b|.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente observe que a fungio

f(z) = zsen (i)

possui apenas um polo em zy = 0 e este estd dentro da
curva |z| = 2. Logo, de acordo com o Teorema dos

Residuos, tem-se que

1 1
ﬁj‘i‘ﬂz sen (z) dz = Res(f,zo)

Uma das maneiras de se realizar este cdlculo é através da
série de Laurent da funcio f em torno de z = zg. Para

isto, perceba que

—+o0

senz =Y (—1)"

n=0

ZZnJrl
(2n+1)!

Logo,

zsen (1 —f(—l)”;
z) (2n +1)1z2n+1

+o00 1
=2 (D'
= (2n+41)!z2"
1 1

=1 e
+12024+

622
Ou seja,

1 1

T2 104 T

flz) =1

e,
Res(f,zg) =a_1 =0

1 1
—74 zsen() dz=10
271 J|z|=2 z

Portanto,

Exercicio 2 Os polos da fungio

_ 1
~ sen (z2)

f(z)

correspondem aos valores de z € C tais que

sen(zz) =0 =
22 = km =
z=vVkmn, keZ

Considere
g(z) =sen (22>
e observe que, para k # 0
¢'(z) = 2zcos (2?)
§'(zx) = 2z cos (z})
=2 (\/ﬁ) cos (k)
=2vkn

£0

Ou seja, zy, k # 0, sdo polos simples da fungio f. Para

k =0, tem-se
8'(z0) =2(0) cos (0)

=0

¢"(z) = 2cos (z2) —4z%sen (z?) =
8" (20) = 2cos (0)
=2
#0
e zg é portanto, um polo de ordem 2 da fungio f.

Exercicio 3 Deseja-se calcular a integral

400 x4
———dx
./o x6 41

4

Considere
X

x6 41

flx) =



e oberve que

:x6+1 :f(x)

Ou seja, f é uma fungdo par e disto segue-se que

+oo x +o0 X
/o x6+1 z/oox6+1

Para o cdlculo da integral

+o0 x4
[
—00 X +1
perceba inifialmente que o denominador é polinomial e

possui grau 2 unidades a mais que o numerador que
também é polinomial. Assim,
4
sz
czb+1

400 x4
[ e
—0c0 X +1
=2mi) _Res(f,z)
onde C é a curva fechada formada pela reta sobre o eixo
x, com —R < x < R e o arco correspondente a metade
superior do circulo |z| = R com R € R grande o
suficiente para que C contenha em seu interior todos os

polos zy. de f(z) que estdo acima do eixo x.
Os polos de f(z) sdo obtidos como zeros da fungio

g(z) =20 +1
Ou seja,
24+1=0=

Zj = 6—1

<7T+2k7'[) ] <7‘L’+2k7‘[)
= COS T + 1sen T

com ,k=0,1,2. Assim

V3+i
2

zZp —

21:i

—V3+i
2

Zy =

sdo polos simples, uma vez que sdo rdizes de
multiplicidade 1 da fungdo g e estdo acima do eixo x.
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Portanto

+o0 x4 .
/_oo o 1dx =2mi |Res(f,zp) +Res(f,z1) +

_ E 2 1 2 )
3 \V3+i —V3+i
o
3
e, por fim,
—+o00
/0 x6 + 1 2/ . x6 + 1
1
23
_T
[ |
Exercicio 4 Considere
cos 26
0
() 2 —cosf
e observe que
cos(—20) cos 26

f(=6) = 2 — cos(—0) " 2—cosf = f(6)

Ou seja, f é uma fungdo par e disto segue-se que

T cos?26 1 /7™ cos26
0 2—cosf ~ 2J)-72—cosf
1 — 2sen26

2/n 2—cos€

Para o cdlculo desta integral considere a curva
z[ =1
cuja parametrizagdo é dada por
C:Z(G):eie,—n§9<n
Disto segue-se que

dz:ei"de:we:flﬁ
12



3
eif _ p—if
9 =
sen 5
_z—z!
T2
el 4 o—if
0= —nw—
cos 5
_z+z7!
2
e
T cos 20 /” 1 — 2sen26
0 2—cos€ —2 n2—cos0
2
21 ) dZ
2/ _ Z+Z o _ztzl gz
1 / 4 +1
=) —r————_dz
2iJcz? (22 —4z+1)
= —lZHiZRes(f Zx)
2i !
onde

FARN|
f&= 2@y

e zx sio os polos de f no interior da curva C.
Calculando os polos de f, encontra-se

ZOZO
2122—\/5
Zz=2+\/§

Sendo zy um polo ordem 2, z1 e zp polos simples mas,
apenas zg e zp estdo no interior da curva C. Calculando
agora os residuos,

Cood
Res(f, 20) = lim =-2%£(2)

i 4 +1
z=0dzz2 —4z+1

22— 6zt +223 —z42
=1lim?2
z—0 z4 823 +1822 —8z+1
=4
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41
Res(f,z1) =
(f 1) [Z2 (22 — 4z + 1)}/ .
i1
z2(z1 — 22)
7
—-2V3
Assim

T cos260
g0 = e [Res(f. ) + Res(f )|

-7 (4— Z\@)
= (Z\/g—4> T

Exercicio 5 Observe que

y{dz 7?4 dz
2=b S 2y
z
_?{ dz
2
z
_7{ zdz
|z — bz

Como a curva em questdo é dada por |z| = a, segue-se que

?{ dz _7{ zdz
z—b  Ja2—-bz

onde zj sio os polos da fungdo

z
f(Z) - ﬂz _ bZ
que sio obtidos como solugdes da equagio
a>—bz=0
Ou seja
zn = i
b

é o tinico polo da fungido f e é um polo simples, uma vez
que é um zero de multiplicidade 1 da equacio anterior.
Além disso, sabe-se que

a < |b]
Ou seja,
2

0<a<b:>0<a2<ab:>0<%<a



e disto conclui-se que zg estd dentro da curva |z| = a. Do

Teorema dos Residuos,segue-se que

dz .
%Z — = 2miRes(f,zp)

=27

(a% —bz)

I
!
N
=
|

Il

[

N

:l

o
/
SHEN
N—

N
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Problema 1 Encontre todas as solugdes da equagio complexa
14+z+224+22 42t =0

Problema 2 Seja
f(z) = Re(z).
Calcule f'(0).

Problema 3 Encontre todas as solugdes possiveis para a equagio
(Lnz)* +Lnz = —1
Problema 4 Resolva a integral

Tcos20do
0o 2—cosf

+00 x4
—d
/0 x6+1 X

Problema 5 Calcule a integral

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Deseja-se encontrar todas as raizes da
equagao
l+z422422424=0

Para isso, observe que

2, .3, .4 1-2
1+z4+z4+27+2" = 1_2,2751
Logo, a equagio que se deseja resolver, torna-se
1—2°
=0=>
1—z
1-2°=0=
z=+v1
Ou seja
2k 2k
z:cosTnvLisen?n,k:l,Z,?)A

Em outras palavras,

2 . 27
Z] = COS — +1sen—

5 5

Zy = cos4—7I +isen4—n
27575 5

73 = cos6—n +isen6—7T
37575 5

Z4 = coss—n +isen8—n
tTs 5

Exercicio 2 Considerando z = x + iy, a fungio em

questdo pode ser reescrita como

f(z) = u(x,y) +iv(x,y)

onde

Observe que

=
=

<
)
—~ o~~~

=
<
Il
c o o R

S
<

"R R &
SRS
S— N N

e usando as equagdes de Cauchy-Riemann, observe que

ux(x,y) # vy(x,y), Vz€ C

Ou seja, f ndo é diferencidvel em todo C, portanto f'(0)
ndo existe.

Exercicio 3 Considerando
w=Lnz
a equagio em questdo tornd-se
wH+w+1=0
cujas solugdes sido

~1+iV3
=y

 —1-iV3

wy 5

Para w = wq, tem-se

Inz=w =

—L cosé—kisen@
/e 2 2

eparaw = Wy,

Inz=w, =

z = e"2
1 _:\V3
—e 2¢ 12
S cosé—isenﬁ
/e 2 2



Exercicio 4 Considere

cos 26
0)=——
f(6) 2 —cosf
e observe que
cos(—20)  cos26

f(=0) = 2 —cos(—0) 2—cosf = f(6)

Ou seja, f é uma fungdo par e disto segue-se que

T cos260 / cos 26
0 chosé) ) 7-[27C0S9

/” 1 — 2sen?6
~2)x 2—cos 9
Para o cdlculo desta integral considere a curva
2l =1
cuja parametrizagdo é dada por
C:z(0)=é¥ —m<O<m
Disto segue-se que

dz:ei9d9:>d9:iz
1Z

senf =

€i9 +€_i9
cosf = ———

z4+z71

T cos?260 J /”1—25en
0 2—cos@®  2J)_n 2—cosf

B 2
2i dz
o 2 _ Z+Z‘1 iz

1/ 41
S N o
2iJcz? (22 —4z+1)

1. .
= —527112Res(f, Zr)

Gabarito Prova Final

onde .
zt+1
flz) = 22 (22 — 4z + 1)
e zy sdo os polos de f no interior da curva C.
Calculando os polos de f, encontra-se

ZOZO
21:2—\/5
22:2+\/§

Sendo zy um polo ordem 2, z1 e z polos simples mas,
apenas zg e z1 estdo no interior da curva C. Calculando
agora os residuos,

Res(f,zo) = llﬁé gz ’f(2)

mi 241
z0dzz2 —4z 41

lim 25—6z4+2z3—z+2
_z—>0 z4 — 823 +1822 —8z+1

=4

24 +1
(22 (22 — 4z + 1)

Res(f,z1) =

Z=Z1
4
z7+1

Z%(Z1 )

7
--7v3

Assim

T cos26

[ e = = [Res(f,z0) + Res(f, 1)

7
= -7 <4 - = \/§>
3
7
= (\@ - 4) T
3
Exercicio 5 Deseja-se calcular a integral
+00 x4
——d
./o o1

flx) =

Considere




e oberve que

(_x)4 B x4
(—x)6+1 x6+1

fl=x) = =f()

Ou seja, f é uma fungdo par e disto segue-se que

+oo x +oo X
/0 x6—|—1 2/oox6+1

Para o cdlculo da integral

+o0 .X4
[7 2
—o0 X0 +1
perceba inicialmente que o denominador é polinomial e

possui grau 2 unidades a mais que o numerador que
também é polinomial. Assim,
4
sz
czb+1

400 x4
/700 L
=2mi) _Res(f,z)

onde C é a curva fechada formada pela reta sobre o eixo
x, com —R < x < R e o arco correspondente a metade
superior do circulo |z| = R com R € R grande o
suficiente para que C contenha em seu interior todos os
polos zy de f(z) que estdo acima do eixo x.

Os polos de f(z) sio obtidos como zeros da fungio

g(z) =20 +1
Ou seja,
24+1=0=

Zj = 6—1

2k
= Cos <7r+67r) +isen

7T+ 2kt
6
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com ,k=0,1,2. Assim

_ V3+i
0= ™
zZ1 =1
—V3+i
2y = 5

sdo polos simples, uma vez que sdo rdizes de
multiplicidade 1 da fungdo g e estido acima do eixo x.
Portanto

+o0 x4
/_oo x6+1dx:2m Res(f,zo) + Res(f,z1) +
+Res(f,zz)}
2 S B
=2mi | % + & 4+ %
(628 6z; 625
i (1 1 1)
=—(—+—+—
3 \zp0 z1 22
_7Ti( 2 1 2 )
3 \V3+i —V3+i
o
3
e, por fim,
+o0 x +o0 x
/o x6+1 2/oo x6+1
12w
23
-
3



