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Problema 1 Mostre que lim z,, =0 se, e somente se, lim |x,| = 0.
n—oo n—oo

Problema 2 Calcule os limites

—2)3 42
a). lim (z=2"+ |x|,
=0 g4 4 22 /2
ok gk

b). lim

r—=a T — Q

,a€R.

Problema 3 Determine os valores de o e 3 para que

). i x2—ax+6_
A xr—6 N

b). liril {am — 6;_:_131 =5;
T—r+00

8,

Problema 4 Suponha que |f(z) — f(1)] < (z — 1)® para todo z € R. Mostre que [ €
continua no ponto xro = 1.

Problema 5 Seja f : R — R derivdvel e seja g(t) = f(t* +1). Supondo que f'(2) = 5,
calcule ¢'(1).

Problema 6 FEnche-se um reservatorio, cuja forma € a de um cone circular reto, de dgua
a uma taza de 0,1m3/s. O vértice estd a 15m do topo e o raio do topo é de 10m. Com que
velocidade o nivel h da dgua estd subindo no instante em que h = 5m?

1
Problema 7 Sejar a reta tangente ao grdfico de f(x) = — no ponto de abcissa p. Verifique
x

que r intercepta o eizo x no ponto de abcissa 2p.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 (2.0 pontos) Suponha que

lim z, =0
n—oo

Entao, dado qualquer intervalo I = (—¢,€), existe
ng € N tal que

T, €1,VYn > ng

Ou seja,
—e<x, <€ VYn>ng

Disto seque-se que
|zn] < €, Vn > ng

Observe agora que |x,| > 0, ¥n € N e —e < 0, ou
seja
—e<0< |z,|,VneN
Assim, concluimos que
—€ < |zn| <€ Yn >ng
e, isto € equivalente a dizer que
lim |z,| =0
n—oo
Reciprocamente, suponha que
lim |z,| =0
n—oo

da definicao, temos que dado um intervalo I =
(—e€,€), existe ng € N tal que

|zn| € I, Vn > ng

Ou seja,
—e < |zn] <€ ¥Yn >ng

Observe que

|zn] <e=> —e<z, <€

—e< |xp| = xp > —cex, <e=> —e <z, <€
Assim, temos que
—e< x, <€ YN >ng
e, isto € equivalente a dizer que

lim x, =0
n— o0

Exercicio 2

a). (0.5 pontos) Perceba que o limite em questao
nao apresenta problemas quando xr = 0. Desta
forma temos que

: 3
@2 r2ja o220
lim =
20 g4 4+ 22 + /2 limox‘l—&—m?—&—\/ﬁ
Tr—r

-8
V2
= —4V2
O

b). (0.5 pontos) Antes de efetuarmos o cdlculo do
limite, observe que

k k

" —a _ _ _ -
=g a2 dh
T—a
k termos
Com isto, temos que
k k

. —a . _ _ _
lim =~ = lim (2" ' + a2 2 + .. 4 ")
T—=a T —a r—a

:kak—l

|

Exercicio 3

a). (0.7 pontos)Desejamos encontrar valores de o
e B tais que

o2t —az+p
lim —— =
z—6 xr—06

8

Para isto, observe inicialmente que, quando
xr = 6 deveremos ter

2 —ar+5=0



b).

pois, em caso contrdrio teriamos

2 —oax+ P
hm —_— = ioo

x—6 xr — 6
Assim seque-se que as constantes o e  devem

obedecer a relagao
36 —6a+ =0« 0 =06a—236
Voltando ao limite em questao e levando em

consideracao a relacao obtida anteriormente,
teremos

22 — az + 6a — 36 _

lim 8 &
z—6 z—6
2 _ _ _
i & 36 — a(z — 6) s
z—6 z—6
lim (x —6)(z+6) —alx —6) _se
r—6 z—6
lim (z—6)(z+6-0) — 8o
z—6 x—06

lIlmx+6—a=8<
x—6

12—a =38
Portanto, temos que

a=12-8=4

B=24—36=—12
O

(0.8 pontos)De modo semelhante ao que foi
feito no item anterior, desejamos encontrar as
constantes o e 3 de tal forma que

Br+3 _ s
z+1 |

lim |azx —
T—r—+00

Isto é equivalente a

lim [am(m+1)—ﬁx—3 N
T—+00 r+1
5 - o
lim [am +(a— Bz -3 =5&
T—400 a:‘+1
37
ax+(a—p)— >
lim 1 =5
Tr——+00 1+7
T J
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Observe mnesta ultima igualdade que, sendo
a # 0, teriamos

3
ar+ (a—f) — =
lim 1 | =400
T—r—+00 1_"_7
x

De forma que, para termos a equa¢do sendo ver-
dadeira, devemos impor que

a=0
e disto, seque-se que
37
ar+ (a—p)— =
lim T Il =5&
T—>+00 14—
X J
37
=
lim Ll =&
T—r+00 1+7
xTr 4
-B=5
ou seja
a=0
=-5

Exercicio 4 (1.0 ponto) Supondo que

[f(@) = f1)] < (z —1)?
seque-se que
—(z=1)* < f(2) - f(1) < (@ = 1)?
Passando o limite com x — 1, teremos

lim —(a = 1) < Tim [f(2) = f(1)] < lim (2 — 1)°
ou seja,
0 < lim [f(z) = f(1)] <0

z—1

e, pelo Teorema do Confronto, segue-se que

lim [£(2) — F(1)] =0 & lim f(x) = £(1)

r—1

0 que mostra que a fun¢ao f é continua em xg = 1.
|



Exercicio 5 (1.0 ponto) Sendo

g(t) = f(£* +1)
e, usando a regra da cadeia, teremos que
gt) = f{t*+1)-2t
Logo
g'(1) =2f'(2)
Como € dado que
f'(2)=5
seque-se portanto, que
g (1) =10
|

Exercicio 6 (2.0 pontos) Seja V o volume con-
tido mo cone no momento em que sua altura no reser-
vatorio seja h e o raio seja r. Ou seja

1

V = —mr’h

3
Como o reservatdrio possui a forma de um cone de
altura 15m e raio 10m, por semelhanga de triangulos
temos que

r_10
h 15
ou seja
2
=-h
T3

Logo, o volume contido no reservatorio é dado por

Vih) = tx <2h)2h

3 3
4 3

Como V e h estao variando com o tempo, temos que

v 4 . dh
L i
a9 ar

Gabarito 12 Prova

e, sabendo que

av .
— =0.1m?
o 0.1m°/s

teremos, quando h = 5m, que

4 dh dh 9
1= Spppdt o 9
0.1 =570 "% < % = Too0s"*

Exercicio 7 (1.5 pontos) Sendo

teremos 1

2

f'(x) =

Portanto a reta tangente ao grifico de f no ponto de
abcissa p, passa pelo ponto

) = (1)

p

e possui coeficiente angular

e, fazendo sua interse¢do com o eixo x (a retay =0),
teremos

1
0—-=—=@-p <&
p 2
r—p=p&
T =2p
o que demonstra o que queriamos. |
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Problema 1 Seja f uma fun¢ao derivavel no intervalo aberto I. Suponha que f tenha
concavidade para cima em I. Mostre que para quaisquer a,b € I, vale que

flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b),
para todo t € (0,1). Interprete geometricamente.

Problema 2 O material para a base de uma caiza retangular com tampa aberta e base
quadrada custa R$ 0,30 por cm?, enquanto que o material para as faces custa R$ 0,20 por
em?. Encontre as dimensoes para a caiza de maior volume que pode ser feita com R$ 100, 00.

Problema 3 Cualcule os limites

a). lim z— vz —x

r—-+00
1 —cosz
b). lim — %
z—0  6x?

Problema 4 Calcule a derivada das sequintes funcoes

2

a). F(x) :/ cos’t dt
0

1
1
b). G(x):/ L

Problema 5 Calcule as integrais indefinidas

x —|—2
@) /a:—l
b). /e‘%oslxdm

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Como [ possui concavidade voltada
para cima em I, € vdlido que a inclinacao das re-
tas tangentes ao grdfico f aumentam a medida que a
varidvel x cresce ao percorrer o intervalo I, podemos
aafirmar que f' é uma fungdo crescente em I. Além
disto, dado um xqg € I, decorre da defini¢do que

f(@) > f(xo) + f'(xo)(x —x0), Ve €I, x # 20 (1)

Sejam a,b € I, sem perda de genarilade considera-
remos a < b, como f € derivivel em I e portanto,
continua em I, temos do Teorema do Valor Médio
que, existe ¢ € (a,b) tal que

f) = f(a) = f'(c)(b - a)

Observe, que da desigualdade (1) podemos deduzir que

f(xo) < f(x) + f'(2zo)(x0 —2), Ve €I, 2 # 20 (2)

Se considerarmos zo € (a,c) teremos do fato de f’
ser crescente em I, que

f(xo) < f'(c)

Logo, € vdlido que

f(zo) < flz) + flc)(xo—x)Vz e I, x #x0  (3)

Assim, se considerarmos

e observarmos que existe t € (0,1) tal que

xg=ta+ (1 —1%)b

Voltando em (3) teremos

Flta+ (1 —1)b) < fla) + W(m +(1—t)b—a)
—f(a)—kwwﬂ—b—tb—a)
= 1)+ PO T 0 gy a1 -
= s+ 1O )

= fla) + [f(0) = fla)] (1 = 1)

=tf(a) + (1 —1)f(b)
ou seja,
flta+ (1 —1t)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b)
para ta + (1 — )b € (a,c).
Suponha agora xq € (c,b), temos que
f'(e) < f'(xo)

e, considerando
x=15b

Podemos deduzir, a partir de (2) que
flta+ (1 =1)b) < f(b) — f'(20) (b — o)

= f(0) = f'(e)(b—ta— (1 - 1)b)

f(0) = f(a)

. (b—ta—b+tb)

= f(b) -



ou seja,

flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b)

para ta + (1 —t)b € (¢, b).
Resta-nos provar a desigualdade acima, para o = c.
Neste caso observe que

f'(xo) = f'(e)

fla)+ f(e)(c —a) = f(c) =

= —(f(e) = f(a)) + f(c)(c —a)

= —f'(c2)(c—a) + f'(c)(c—a), c2 € (a,¢)
=[f'(c) = f'(e2)l (¢ = a)

como ca < ¢, seque-se que
f(e2) < f'(e) = f'(c) = f'(e2) >0
ou seja,

fla) + f(e)(c—a) = fle) > 0=
fle) < fla) + f'(c)(c — a)
Considerando
c=ta+ (1—1t)b, te(0,1)

Seque-se que

flta+ (1 —1t)b) < f(a)+w0‘a+(l—t)b—a)
_ f(a)+f(bz:£(a) (ta+b—tb—a)
_ f(a)+f(bl)):£(a) (—t(b—a)+b—a)
_ f(a)—i—f(bl)):i:(a) (1-t)(b—a)

=tf(a)+(1-1)f(b)
e, isto conclui a nossa demonstracao. |

Exercicio 2 Chamemos de x o comprimento do lado
da base da caiza e y a altura da caiza. Desta forma
o volume desta caiza serd dado por

V(z,y) =2’y
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Para a construgao das 04 faces laterais a um custo

de R$0,20 por cm? e a base ao custo de R$0,30 por

em?, o custo total serd de

C(z,y) = 4ay - 0,20 + 2% - 0,30

_ 8zy+ 32
10

Como queremos que o custo seja de R$100,00, temos
entao que

8y + 322
10
Assim, se substituirmos esta expressdo na erpressao

que temos para o volume da caiza, teremos uma nova
formula para o calculo do volume dada por

_ 1000z — 33
B 8
Com isto, para encontrarmos os candidatos a ex-

tremos desta funcdo, devemos resolver a seguinte
equacao

=100 <= 8xy + 32 = 1000  (4)

V(x)

V'(z) =0

ou seja,

1000 — 922

/=7 0

8
Donde seque-se que, os candidatos a extremos sao
10
x = j:;\/ 10

como x € uma das dimensoes da caira, devemos ter
entao x > 0, portanto nosso unico candidato a extemo

é o valor 10
xr = ? V 10

Observe agora, que

1
V”(m) = _7881.
e que
10 18 10 15
V”(S\/E> -3 10:_3\/ﬁ<0

E, pelo teste da derivada sequnda, podemos concluir
10
que x = —+/10 € um ponto de mdaximo para funcao
V. Usando a equagao (4), teremos
5v10
y=—5

Portanto as dimensodes da caixa que procuramos ‘sao

104/10 5v10
Tr = ey

3 2




Exercicio 3

a).

1
lim z— Va3 —z= lim =z |}— Y 1—2]
T—r+00 r—r+00 xX
1-{1-%
=
T
-2
3z3
Y=L
= lim =
T——+00 -1
72
- lim 3z
r—400 3/(1 _ L)Q
I2
2
= lim -
=0
O
b).
. 1l—cosz . —senx
lim =1
z—0 62 -0 12x
. —cosT
= lim
z—0 12
1
12
]

Exercicio 4

a). Observe que a fungdo

f(z) = cos’x

€ continua em R, portanto, existe uma funcdo
p tal que

P'(@) = f(z) = cos®x
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para todo x € Dy. Assim, temos que

2

z 2
/ cos?tdt = p(t)|;
0

= p(z?) — p(0)
e com isto, seque-se que
F(z) = p(«?) — p(0)
donde, derivando, obtemos

F'(z) =p'(z%) - 22— 0

= 2zcos ?(x?)
O

b). De modo semelhante ao que foi feito no item
anterior, observe que a func¢do

1

9(x) = 3+senz

€ continua para todo x € R, de modo que pode-
mos afirmar que existe uma funcdo q tal que

1
/ _ _
¢ (@) =9g(z) = 3+senzx

para todo x € D,. Assim, seque-se que

1
1
/ S
_z23 +sent

ou seja,

= q(1) = q(-2?)

G(x) = q(1) — q(~2%)

donde, derivando, obtemos

G'(z) =0~ ¢ (~2”)(~2x)

B 2z
3 +sen(—22)
|
Exercicio 5
a). Tome
u=z—1
e observe que
r=u-+1
dxr =du
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E, disto seque-se que Usando novamente integracao por partes para
a resolucao da integral que aparece no sequndo
/ z® 42 dr — /(U +1)° + 2du membro da equacdo anterior, tome
(x —1)2 u?
z = sen2x
{ dw = e "dx

ud +3u? 4+ 3u+3
du
u? e observe que

{ dz = 2cos 2xdx

3 3 _ —z
/(U+3++2>du w=—e
U U
Portanto, temos que
1, 3
= 5u +3u+3nfu| - ” +k /sen 2z e *dr = —e “sen 2x+2/e‘”’cos 2z dz

Logo, voltando a integral original, teremos

1(av —1)2 +3(x — 1)+

2
3 /e‘xcos 2¢xdr = —e~"cos 2x — 2/e_xsen 2xdx
+3ln|x—1|—71+k
T _

onde k € R. g = —e "cos 2z—
b). Usando integrac¢do por partes, considere ) (—exsen 2w + 2/6*%03 2x dgc)
U = cos 2x
dv = e *dx e
= e 7 (2sen 2z — cos2x) —
e observe que -~ 4/6_””005 9% dr
du = —2sen 2xdx
v=—e % e, disto, seque-se que
. 1

Assim, temos que /e‘“cos 2edr = ge_x (2sen2x — cos2z) + k

/e_xcos 2z dx = —e~ “cos Q:C—Q/e_xsen 2xdx onde k € R. [ ]
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Problema 1 Calcule os limites

) €3m -1
a). lim ;
x—0 x

b). Tim 2L+ )

z—0 €T

Problema 2 Encontre as coordenadas de todos os pontos do grdfico de f(x) =1 — 2 nos
quais a reta tangente passa pelo ponto (2,0).

Problema 3 Determine os pontos sobre a curva y®> = 2% cujas tangentes a mesma, sao
perpendiculares a reta

r+2y—2=0

Problema 4 Encontre os pontos sobre a elipse 42> + y?> = 4 que estao mais distantes do
ponto (1,0).

Problema 5 Cualcule as integrais
a). / sen®zx cos’r d;
0
b). / —de_
NS

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Em ambos os itens deste problema,
dado que os limites apresentam uma indeterminagao
do tipo 0/0, fica claro entdo o uso das regras de
I’Hopital. Desta forma, seque-se que:

a).

3a:_1 3 3z
lim & = lim 2*— =3
x—0 x z—0 1
O
b).
1
In(1
lim n( +$)_1 1+I_1
z—0 T z—=0 1
| |

Exercicio 2 Considere (xo,y0) wm ponto sobre o
grafico da funcao

flz)=1—22

ou seja
2
Yo =1—xp

Uma reta tangente ao grdfico de f, passando pelo
ponto (xg,yo) possui equacao dada por

y—yo = f'(xo)(x — x0)

Ou seja,
Y= —2x0x+x(2)+1

Para que uma reta destas passe pelo ponto (2,0), de-
vemos ter que

0=—2x¢-2+a3+1
=
23— 4o +1=0

donde, resolvendo esta equagdo do 2° grau, obtemos

o =2+vV3=yo=—2(3+2V3)
ou

rg=2—V3=yo=—2(3—-2V3)

De modo que, os pontos procurados sao

(2+V3,-2(3+2v8)) e (2-v3,-23-2v3))

Exercicio 3 Seja (zg,y0) um ponto sobre o grdfico
da curva

ou seja, , ,
Yo = 22

Uma reta tangente ao grifico desta curva, passando
por (zo,yo) € dada por

y—yozm(x—xo)

onde
dy
m = —=(z0,Y0)

dx

€ o coeficiente angular desta reta. Para encontrar-
mos m, deveremos usar derivacdo implicita sobre a
equagdo da curva, tomando y = y(x). Assim, tere-
nos d dy 4
Y Y €z
3y —C =dr = -2 =
r dr  3y?
Desejamos encontrar as retas tangentes ao grdfico da
curva que ao mesmo tempo sejam perpendiculares a

reta de equacdo
r+2y—2=0

Observe que o coeficiente angular desta reta € dado
por

1
my = _5
Assim, deveremos ter
m-m,=—-1=>m=2

Portanto, seque-se que
4.2?0 2
— =249 =6
3y8 0 Yo

Logo, os pontos (xo,yo) que procuramos satisfazem

ao sistema 5 )
Yo = 22§

4o = 63

Donde, resolvendo, obtemos

o (22)



Como m ndo existe quando y = 0, a dnica solu¢ao
possivel é

2 2

2779

Exercicio 4 Seja (o, yo) um ponto sobre a elipse de
equacao

4 2 =4
A distancia de um tal ponto ao ponto (1,0) € dada
por
d(zo,y0) = \/ (w0 — 1)? + 5
Como
dzf +y5 =4

seque-se que

=4/—32% —2x0+5

Considere a funcao auziliar

g({EO) = —3(Eg — 2.’E() + 5

Observe que, para encontrarmos os pontos sobre a
elipse mais prézimo do ponto (1,0), devemos mini-
mizar a funcao d. Além disto, perceba também que
minimizando a fungao g, estaremos também minimi-
zando a fun¢do d, ou seja, para encontrarmos os pon-
tos que queremos basta encontrarmos os extremos de
g. Para isto devemos resolver a sequinte equag¢do:

g/({E(]) =0«
—6zg—2=0%

Donde seque-se que

Observe porém, que

g9"(x) = -6
ou seja
g"(z) <0,Vz eR
O que, nos permite afirmar, pelo teste da derivada se-
gunda, que 0s pontos encontrados sao ambos, pontos
de mdzimo da func¢do g e, por consequinte, mdximos
da funcao d. Portanto, os pontos procurados sao

1 42 1 42
33 )\ 3 3
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Exercicio 5

a). Observe que

T T
/ sen®z cos® z dx :/ sen®x cos® z dx
0 0
T
_ 8 4
= [ sen®z cos” x cos x dx
0

s
:/ sen®z(1 — sen’z)? cos = dx
0

Tome
Yy =senzx

e perceba que

dy = cosx dx

e que
r=0=y=0
r=m=y=0
Portanto
T 0
/ sen®z cos® z dx = / ¥ (1 —y*)2%dy =0
0 0
O
b). Tome
u=+z
e observe que
du = Fdw & 2udu =dzx
Assim, seque-se que
/\/3+ /\/3 +u
= 2/\/3+udu
4
= g\/ (3+U)3+k
4
=3V B+Va) +k
onde k € R. |
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Problema 1 Seja f uma funcao que satisfaz

flx+y)=f(z)f(y),Vz,y €R

Mostre que, se f € continua em x = 0, entdo f € continua em qualquer x € R. Além disso,
se f(a) =0 para algum a € R, entdo f(x) =0 para todo x € R.

Problema 2 Seja f: R — R uma funcao tal que
fle+ 1) f(f(x)+1)+1=0
para todo x real. Prove que f nao € continua.
Problema 3 Encontre as tangentes comuns as pardbolas y = x* ey = 2+ (v — 3)%.

Problema 4 Determine a equagdo da reta que passa pelo ponto (3,4) e que forma com 0s
eixos cartesianos um triangulo no primeiro quadrante de drea minima.

Problema 5 O ponteiro dos minutos de um relogio mede 8mm e o ponteiro das horas mede
4mm. Com que taxa varia a distancia entre as extremidades dos ponteiros desse relogio?

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Sabendo que a fungao f € continua em
z =0, seque-se que

lim f(z) = f(0)

z—0

Para verificar-se a continuidade de f em xg € R €
necessdario calcular o seguinte limite

A1, /@)

Considere, portanto a sequinte mudanca de varidvel
u=2x—Ig
e observe que

T =u-+ I

r—x9=>u—0

Assim, seque-se que

lim f(z) = lim f(u+ o)

Como
fle+y)=f@)f(y), vo,y e R
tem-se que
Jim f() = lim £(u) (o)
= f(xo) lim f(u)
= f(20)f(0)
= f(zo+0)
= f(=o)
Ou seja, a fungao f é continua em Vxy € R. |

Exercicio 2 Seja f : R — R uma fun¢ao tal que
fle+ D) f(f(z)+1)+1=0,VzeR

Ou seja,
fle+1)f(f(z)+1)=—-1,Yz e R

Para x = 0, tem-se que

fOFFM)+1) =-1

Suponha que f é continua em R, seque-se que eziste
um xo entre 1 e f(1)+1 tal que f(xo) = 0. Tomando
r =z — 1 e substituindo na relacao dada, tem-se

f@o)f(flxo—1)+1)=-1

O que gera uma contradi¢do. Portanto f nao €
continua em qualquer x € R. [ |

Exercicio 3 Suponha que a reta procurada €
tangente ao grdfico de y = x2 no ponto de abcissa
xg. Assim, esta reta possui coefiente angular

_d 2

= 2.’E0

T=Tq

e passa pelo ponto (xg,x3), ou seja, sua equagdo é
dada por

y — 25 = 2x0(z — 20) (1)
=
Yy = 2x0x — Jc%
Por outro lado, suponha esta mesma reta seja
tangente ao grifico de y = 2 + (z — 3)? no ponto
de abcissa x1. Seguindo o mesmo procedimento

feito aneriormente, seque-se que o coeficiente angular
desta reta é

d 2
mZ%(2+(m—3))
22($1—3)

=T

e passa pelo ponto (1,2 + (x1 — 3)%). Portanto, sua
equacao também € dada por
y—[2+(x1—3)2]:2(361—3)(56—331) (2)
=
y=2(z1 —3)z+ (11 — z7)

Como as equagdes obtidas em (1) e (2) representam
a mesma reta, seque-se que

{ 2.’1,‘0:2(5(51—3)

—z3=11—2%



Resolvendo este sistema, obtem-se

To =

wlz el

I =

FE a reta procurado, possui equacdo

Exercicio 4 A equacdo genérica da reta que passa
pelo ponto (3,4) é dada por

y—4=m(x—3)
=
y=m(x—3)+4

sendo m o seu coeficiente angular. A intersecao desta
reta com o eixzo x € obtida fazendo y =0, ou seja

0=m(z—-3)+4=
4

xb:3—

e, de modo andlogo, a interse¢do com o eixo y € obtida
fazendo x = 0 na equagdo desta reta. Ou seja

y=m(0-3)+4=

yp = —3m+4

Assim, a drea do triangulo em questao € dada por

Lb - Yn

Am) =
1 4
=—(3——) (- 4
2(3 m>( 3m +4)
1 1
Z(—9m+24—6>
2
:12—§79m

2

Para determinar o valor de m para o qual tem-se drea
minima € necessdrio resolver a sequinte equacdo

A'(m)=0

Gabarito 12 Prova

Ou seja,

Observe que, para m = 3 tem-se

3
fL‘b:3—4Z

=0

0o que € absurdo, uma vez que resultaria em um
triangulo de drea nula. Segue-se portanto, que

4
m=——
3
e a reta procurada € dada por
4
y = fg(:z? —3)+4

Exercicio 5 O ponteiro das horas dd uma volta
completa no reldgio em 24 horas. Chamando de
h(t) o dngulo que o ponteiro das horas forma com
a horizontal e medido no sentido anti-hordrio no
instante t, seque-se que

dh 27w

dt 2460
Da mesma forma, considere m(t) o dngulo que o
ponteiro dos minutos forma com a horizontal, no
instante t, seque-se que

dm 27

— = — rad/ min

dt 60 /
Considerando o triangulo formado pelo centro do
reldgio e as extremidades dos ponteiros, x a distancia
entre os extremos dos ponteiros e 8 o angulo entre os

ponteiros, seque-se que

dx " dh dm

rad/ min

dt T |dt dt
27 27
::I:i—i
‘24~60 60’
- 231
12460
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e da lei dos cossenos tem-se relacao ao tempo, obtem-se
dx do
20— = 64sen 0 —
xdt 64sen 7 &
@ _ 2 do
22 =82442-2.8 -4cosb = dt  32senf dt
2® =80 — 64 cos o _ 23780 —6dcosf
dt ~ 12-60-32senf
ﬁ B i237r\/5 —4cosf
dt 180 32send
Derivando-se em ambos os lados desta igualdade em |
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Problema 1 Cualcule
/ U xdx
0 1 -+ 1'2

e usando este resultado, mostre que

. —~ i
S (Zﬁ> —lv2

Problema 2 Seja f uma fungao com derivadas continuas até a ordem N num intervalo

[a,b] e seja
Mostre que '
I(z) = — &= “);f(n)(“) Y hoa(x),1<n<N

Problema 3 Mostre que

converge se r > 1 e diverge se r < 1.

Problema 4 Determine o intervalo de convergéncia de cada uma das séries abaixo:

a) > (V3)" (x+2)"

+00
E 3" n
n=1
Problema 5 Encontre a drea da regido entre o eizo x e a curva y = e % para x > 0.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Para calcular a integral

/1 xdx
o 1422

Considere a sequinte mudanga de varidvel

uw=1+z?
e observe que
du = 2xdx
e
r=0=>u=1
r=1=>u=2
Ou seja
1 2
d 1 [°d
[ (1)
o 1+=z 21 u
2
1
= —lnu
2 1
1
=—-1In2
2

Inv2

Como a fungdo
o
1422

f(x)

€ integravel, seque-se que o resultado obtido deve ser
o mesmo para qualquer particao do intervalo [0,1].
FEscolhendo a particao

P:l=xy<mm<-<z,=1

onde

,0=0,...,n

3|

€Ty =

Segue-se da definicao de integral deRieman que

1 n
xdx .
[ 1 = dim, st

sendo
Ar =maxAzx;,i=1,...,n

Observe que

Al‘i =T; — Tij—1

i i—1
T n n
1
T n
Ou seja,
1
Az = —
n
e
Ar —-0=n— +©
Portanto
1 n
xdx
b | Az
[ i = 2 f(e)hn:
" 1
p— 1. /L -
D Sy

L1l
= 22 )

Para qualquer ¢; € [x;-1,x;]. Tomando

1
C; =i = —

3

tem-se

n2 + 42



Com isto,

U zdx
/0 1+a2 n—>+oo an ) @)

n
. 1 mn
= lim —E -
n—+oo N —n +1
n

. )
n——+00 4 ] n“ 4+
=

Portanto, de (1) e (2), seque-se que

n

ngriloozgn2 T2 ln\/’
(2

Exercicio 2 Considere

I(z) = /T (z =" D (0) d,0<n<N

n!

sendo f uma funcdo com derivadas continuas até a
ordem N num intervalo [a,b]. Usando integragao por
partes para calcular a integral dada, tome

Segue-se que

—n(z —t)" !

du = Tdt
(- )=t
 (n—1)! dt
v= FO(0)

para 1 <n < N. Logo

T z
— / vdu
a a

(&= 8" f™ () f("

I.(z) = wv

xft)

oD ="

e

z—a)"f"(a) [T(@ -t O
:_( n! +/a ( (n—1)! ()dt

z—a)"f(")(a
CEYP LIRS
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Exercicio 3 Sabe-se que

/+°° dx _ b dx
2 (

r(lnz)" bt )y z(lnz)
Considere
v=Inx
e observe que
dx
dv = —
T

Além disso,
r=2=v=In2

r=b=v=1Inb

Portanto
/b dCL' B /lnbd’U
o x(Inz)”  fio 0"
U_T+1 Inb
B —r+ 1 In2
Ul_r lnb
B 1—r In2
~ (mb)'"" (m2)'"
T o1-—7r 1—r
~ (nb)'" — (In2)'"
o 1—1r

para r # 1. Disto seque-se que

+oo d 1—r .
/ x C— lim (Ind)
9 z(lnx) b—+o0

(In 2)1—T]

1—r
Porém,
_— 400, sel—r>0
lim (lnd) " =
b—+o0 0, sel—r<0

Para r =1, a integral dada torna-se

“+ o0
/ dr_ _ lim In(lnz)
2

zlnx  bo+oo

b

2

= lim [In(Ind) — In(In 2)]

b— 400
=400 —2

:+OO



Ou seja

/+oo dz +00,
o a(lnz)” | — (In2)" ™"

Em outras palavras, a integral dada converge ser > 1
e diverge se r < 1. | |

ser <1

ser >1

Exercicio 4

a). O termo geral da série em questio é dado por

an = (\/5) o (x+2)"

=3"(x+2)"
Assim,
Ung1 = 3n+1(x 4 2)n+1
e
an+1 _ 377,Jr1(:17 + 2)n+1
a, | | 3"(z+2)"
= [3(z +2)|
= 3|z + 2|

Usando o teste da razdo, esta série serd

convergente quando

S || <
Ou seja,

Jlz+2/<1l <

lz+2/<i &

1 1
—§<x+2<§ &

Wl

<r<-—

wlout

Logo, a série dada € convergente para x €
(_Z _5) O
307 3)"

b). O termo geral desta série é dado por

Assim,

Gabarito 22 Prova

an+1
Qn

]

Usando o teste da razdao, esta série serd

convergente quando

lim |2 <
n—-+oo an
Ou seja,
3
lim 3|—" Tzl <1 &
n3
3|z lim <1 &
n—+o00 (n+ 1)
3zl <1 &
1
2| < 3

Logo, a série dada € convergente para x €
11

——.=). |
3°3

Exercicio 5 A drea da regido em questdo € dada por

+o0o
A= / e 3 dy
0

b

= lim e 3 dy
b—+4o0 0
673:1: b
= lim -—
b—+o0o 3 0
e—3b 1
f— 1 _— p—
bffoo{ 3 " 3}
= lim |- + =
botoo | 3e3b
_ 1
-3
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Problema 1 Sendo r > 0, calcule

Inz
x”

a). lim
T—-+00

b). lim z"e”*

r—-+00

Problema 2 Prove que, se f(x) € continua em x = a com f(x) > 0, entdo g(x) = +/f(z)
também € continua em x = a.

Problema 3 Considere

Mostre que
f(0)=0

Problema 4 Seja f : R — R uma funcdo continua e periodica, de periodo p > 0. Prove

[ o= [

para todo a € R.

Problema 5 Mostre que

* logt
dt =0
e

para todo x > 0.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 aplicada e disto segque-se que
x”’
lim z'e® = lim —
T—>+00 z—+oo er
a). Deseja-se calcular o limite
_ ra’ !
o xirfoo e’
lim —,r>0
z—+oo g7 _ r(r—1)az" 2
- z—y«{loo e’
Antes disto, observe que o r(r —1)(r — 2)2" 3
- w—l)r-&r-loo et
x— 400 =Inz — +ooex” — +oo (poisr > 0) _
|
Ou seja, para esta situagio a Regra de = lim %
L’Hospital pode ser aplicada.  Procedendo rotec e
desta forma, tem-seque -0
1 |
. Inz . T
zgg}m P IEI_POO pop— Exercicio 2 Considere a funcdo
1 = >
~ lim h(z) =z, z>0

N o
Dado um € > 0, tome § = |\/a| e e suponha que

= lim
@—r+oo 1" |z —al <6
=0
observe que
U x — x —
[V - Vi = | e - vas v
x—a
b). Para o cdlculo do limite
. _ _lz—al
lim "¢ = lim — IRNCERNG
r—+00 rz—+oo el
Porém,
Observe que Wz ++al > |Va| =
1 1
x — oo =e” = +ooex” — +oo (poisr > 0) |\/a‘2|\/§+\/a|
1 1

Ou seja, a Regra de L’Hospital pode ser Iz + /al < |\/al



Assim,

|z —a

VeVl = e val

IN

5 5

S

=€

Ou seja, a fung¢do h € continua em x = a para
qualquer a > 0.
Percebe agora que

e como f(x) € continua para x = a e h(x) € continua
para qualquer a > 0, seque-se da continuidade da
composi¢cao de fung¢oes continuas que g também
é continua em x = a, uma vez que f(x) > 0. |

Exercicio 3 Usando a defini¢do de derivada, tem-se
que

7(0) = lim

f(0+h) — f(0)
h
o F) = £(0)
h—0 h

Sabendo que

h3sen? (llz)
f(0) = lim ———~

h—0 h

. 2. o1
= lim A“sen ()

h—0 h
=0
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uma vez que

h? > 0e

1
sen? (- )| <1
st (1] <

Do mesmo modo, quando h — 0~ tem-se

—h3sen? (;)
f(0) = lim ———~

h—0 h

: 9. o1
= lim —hA“sen ()

h—0 h

1
= — lim h%sen? (>
h—0 h
=0
Portanto,

f(0)=0

Exercicio 4 Considere a funcdo

z+p
a(z) = / f)de

Como f € continua em R € portanto integrdvel em R
e assim, seja F': R — R uma funcdo tal que

F(t) = f(t)

Seque-se disto que
z+p
a(x) :/ ft)dt
T+p

0

=F(x+p) - F(z)

Usando a regra da cadeia, tem-se que

(@) = Fe+p) L @ +p) - Fla)

dx
=F'(z+p)— F'(x)

= f(x+p) - f(z)

Como f € periodica de periodo p, ou seja

flx+p) = f(2),

Seque-se que
() =0



Ou seja, a fungdo o é constante. Assim,
alz) =a(0) =k keR

Escrito de outra forma,

/x o F(t)dt = /0 " pyat

Exercicio 5 Considere

* logt
a(x)=A1+t2dt

e seja F' uma funcdo tal que

logt
1+ ¢2

F'(t) =

A existéncia de tal funcdo ¢ garantida dada a
continuidade das funcées logt e 14 t2, para todo
t > 0. Assim,

* logt
a(x):A1+t2dt

x

= F(t)
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Usando a regra da cadeia, tem-se

swr-r ()5 ()
= F'(a) + F' (i) L

_ logz log
1422 14+

7

8|8 =

logz  logaz~! 1

1+ a2 1+% x2

_ logz log x

Cl+a? 2t41
T
x

_ logx log

C1+a22 1+a?

=0

Ou seja,
a(z) =k, keR, >0

Observe que

Portanto,
a(z) =0,z >0

FEscrevendo de outro modo,

* logt
L 1+t2dt—0,x>0
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+

Problema 1 Seja f : [0,1] — [0,5] uma fungdo continua. Prove que existe « € [0, 1] tal que

fla) = 5a

i [sen (2 3) —sen (3
lim |sen { x“*+ — ) —sen | —
x—0 X X

Problema 2 Calcule

Problema 3 Calcule

2

a). lim i
D x40 10 + x4/x

. Va2 +1
b). lim

x—+o0 x+1
). lim VX
e \/ x+/x+/x

Problema 4 Seja f : R — R uma fungdo tal que
flety) =flx) +f(y), Vry e R

Suponha que
lim f(x) =L

x—0

a). Mostre que L =0

b). Mostre lim f(x) existe, para todo xog € R
X—XQ

Problema 5 Considere f(x) = x", n € IN. Mostre que

fy+ L0 S0 SO

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere a fungio Sabendo que

8§(x) = f(x) —5x

Ccos (1>‘ <1
X

sen <1>‘ <1
X

Se

£(0) = Dou f(1) = 5
considere &« = 0 ou o = 1, e estd demonstrado o que se
pede. Caso contrdrio, suponha

f(0) >0 eque
f(1) <5 lim sen (x2> =0
x—0
Desta forma, seque-se que
. 2\ _
£(0) = £(0) > 0 lim [cos (%) 1] =0
g(1)=f(1)-5<0 Entdo,
Como g é coninua em [0, 1], seque-se do teorema do valor A=0
intermedidrio que, existe & € (0,1) tal que -
g(a) =0= f(a) =50 =0= f(a) =5«
- Exercicio 3
Exercicio 2 Observe que a).
1 1 1
sen (x2 + ) — sen (> = sen (xz) cos () + lim X — lim x>
X X x x=+00 10 4+ x/x  x=+eo .2 (10 | 1
1 ) * (?2 + ?\/@
+ sen () Ccos (x ) —
* 1
1 = lim ——M—

s () en () ¢ 1
wsen (1 )[eos () 1] #

1 1
A = lim [sen [ x% + ) — sen ()} . 10 1) 0
“0[ ( * x Jdm oz tyy) =0
. 5 1
= lim { sen (x ) cos| — |+ Logo
x—0 X )

X
lim ———— =
x> Foo 10 + x/x e

sen (1) eos () -1} ]

Assim,




2
b).
3/ x3 1+l
) 3x2+1 X x3
111Jrr1 1 = lim 1
o o0
x— X X—+ x(1+>
X
1 1
x3*+*3
. X X
= lim
X——+00 1
x(1+)
X
/1 1
_ x  x3
= lim 1
X—+ 1_‘_7
X
=0
o).
A fim VX
X——+00 x+ /7x+\/§
= lim VX

T (v )

= lim vx
X—r+00 1 1
. 1
:xLII};lm 1
1 1
\/1+x\/x+xzﬁ
= lirJrrl !
X—r+00
1 1 1
\/1+x“x+\/x3

=1

Exercicio 4 Seja f : R — R uma fungio tal que

flx+y)=f(x)+f(y), Vx,y €R

e suponha que
lim f(x) =L

x—0
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a). Inicialmente observe que

f(2x) = f(x+ )

= f(x) + f(x)
=2f(x)
Assim,
lim £(2x) = lim 2(x) =
lim £(2x) = 2 lim £(x)
Considere

u=2x

e perceba que
x—=0=u—0
Ou seja,
li 2x) =1li =L
lim f (2x) = lim f (u)
Portanto, seque-se que

lim f(2x) =2lim f(x) =

x—0 x—0

li =21 =

lim f (u) = 2 lim f(x)
L=2L =
L=20

b). Observe que
x = (x—x0) + xo

Logo
f(x) = f(x = x0) + f(x0)

lim f(x) = lim [f (x — x0) + f(x0)]

X=X X— X0

= lim f(x—xp)+ xlgralof(xo)

X— X0

Considere
v=2X—Xg

e perceba que

x—=xg=v—0



Assim,

lim f (x — xo) = lim f (0) = L

X—X0

Além disso,

lim f(xo) = f(x0)

X— X0

Portanto
Jipg ) = i F o)+ g, f o)

=L+ f(xo)

= f(x0)

Exercicio 5 Considere

flx) ="
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e observe que

fl(x) =nat = fl(1)=n
~n!
- (n—1)!
f'(x) = n(n—1)x"2 = f'(1) =n(n-1)
n!
~ (n-2)!

F(x) = nln —1)(n — 22" = f(1) = n(n —1)(n—2)

n!

(n—23)!
f(”)(x):n(n—l)u-Z-le :>f(”)(1):n!
B (n —‘n)!
Portanto
_ OB £ (1)
n! n! n!
BT CEE T I
:;i!(n—z)'
J— 4 n
-5()
—on
|
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Problema 1 Suponha que |f(x) — f(y)| < |x —y|" para n > 1. Prove que f é constante
considerando f'.

Problema 2 Suponha que f seja uma funcio tal que f'(x) = L1 para todo x > 0e f(1) = 0.

Prove que !
flay) = f(x) + f(y),

para todos x,y > 0.

Dica: encontre g'(x) supondo que g(x) = f(xy).

Problema 3 Calcule os sequintes limites:

X

i). lim

x—0 tan x

cos?x — 1

ii). lim 5
x—0 X

Problema 4 Calcule f'(0), dado que

eque g(0) = ¢'(0) =0eg"(0) =17.

Problema 5 No trindmio

4 px+4q
escolha os coeficientes p e q de modo que este tenha um minimo em x = 3 e este minimo seja igual
ab.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Suponha que Exercicio 3

lf(x) = fy)| < |x—y|", a). Usando a regra de L’'Héspital, tem-se que
para n > 1. Seque-se disto, que hnb ta;cl _=lim xs (:;Sxx

xX— X—
f(x+h)—f(x) < |x+h—x|”:|h|n71

! - _ iy COS¥ — ¥senx

Ou seja x—0 Cos X
_ =1
o |h|n—1 < f<x+h) f(x) < |h|1’l—l
h 0

Logo, fazendo h — 0O, usando o teorema do Confronto,
tem-se que
0<fl(x) <0

Ou seja, f'(x) = 0, para todo x € R e portanto, f é
constante. [ |

Exercicio 2 Considere

g(x) = f(xy)

e usando a regra da cadeia, segue-se que

§'(x) = f'(xy) (xy)’

1
1
T x
= f'(x)
Logo,
/lg/(x)dx— A f'(x)dx =
| =fw =

1 1

fly) = f(y) = f(x) = fF(1)

Sabendo que f (1) = 0, tem-se portanto, que

flxy) = f(x) + f(y)

b). Novamente, usando a regra de L’Hospital,

. cos?x—1 . —sen?x
lim — = lim 5
x—0 X x—0 X
. —2senxcosx
=lim ——M—
x—0 2x

= lim (— cos? x + senzx)
x—0

=1

Exercicio 4 De acordo com a definigdo, tem-se que

Observe que g(h) e h? sdo ambas nulas quando h = 0 e
da regra de L’'Hdspital, seque-se que

710 = im0

Novamente, tem-se que §'(h) e 2h sdo ambas nulas
quando h = 0 e da regra de L’'Héspital, tem-se

!
ey s 8 (h) 17
f10) = fim 25— = 5




Exercicio 5 Considere
f(x)=x>+px+gq
Para que f tenha um minimo em x = 3 é necessirio que
f1(38)=0

Ou seja
27+p=0=p=-27

Gabarito 22 Prova

e para que o minimo tenha valor 5, é necessirio que

f8)=5

Ou seja
27 -81+g=5=4g9="59



