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Exercicio 1 Observe que a equagio diferencial Tomando c1 = 1, seque-se que
xydy = (7 +x) dx 9(x) = / p(x)g(x)dx
pode ser reescrita como 2dx
= |52
1 1 x
/ -1 ! 2
-y = sy —-—y- =1
y—3Yy=VY vy =Y
que é uma equacdo de Bernoulli.Considere a segquinte T x tez 2 €R
mudanga de varidvel e
2
u=y u(x) = q(x)
p(x)
disto segue-se,
u' = 2yy’
vy —— 40
Substituindo na equagdo anterior, tem-se =X I
2
u — Eu =2, X
X 2
. = cpx° —2x
que é uma equagdo linear com
Ou seja,
2
P(X)——; 2:c2x2—2x:>
g(x)ZZ y:\/szz—ZX
Considere portanto, m

1) = [plx

X

= —2In|x|+co, ¢ €R

e
plx) = et
_ elen\x|+c0
e‘o
= ?
c
= x%' cp = e

Exercicio 2 Observe que a equagio

2
/:2 y
Y (x+y)

pode ser reescrita da seguinte maneira

2y%dx — (x +y)*dy = 0 =

x? lZZidx - L j;zy)zdy] =0=
2(%)20&— (1—1—%)2@:0

Considere a segquinte mudanca de varidvel

disto segue-se,

_Y —
u=_ ey =ux

dy = xdu +udx



Substituindo na equagdo anterior, tem-se

—u (1+u?) dx = (1+u)*xdu =
dx _ 7(1+u)2 du =
x  —u(1+u?)

x u  1+u?

Ou seja

y

In|x| = —ln’%' —2arctg (x

>+C0:>

In|y| +2arctg (%) =0

ondeci = —cgeco € R. |

Exercicio 3 Deseja-se  encontrar — uma
particular y, da equacdo diferencial

solugdo

v +2y + 5y = 4e ¥ cos 2x
Observe inicialmente que

Yy = e *cos2x

Y2 = e “sen2x

sdo solugoes linearmente independentes da equagio
homogénea associada da edo dada. Desta forma, para
utilisar o método dos coeficientes a determinar, é
coerente a seguinte proposta de solugdo particular

yp = x [Ae™* cos 2x + Be”*sen 2x|
=X (Ayl + Byz)

e observe que

y' = Ay1 + Bya + x (Ay; + By)
y" =2Ay; +2By5 + x (Ay{ + Byj)
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Substituindo-se na equagio dada, tem-se

y" +2y + 5y = 4e *cos2x &

2AY, +2Bys+x (Ay] +Byy) +
+2Ay1 + 2By, +2x (Ay} + Byh) +
+5x (Ay1 + Byp) = 4e” *cos2x <

xA (y) +2y; +5y1) +
+xB (y3 +2y5 +5y2) +
2Ay} + 2By, +2Ay; +2Bys = de”*cos 2x
2A(—e *cos2x—2¢ "sen2x)+
+2B(—e *sen2x+2e *cos2x) +
+2Ae " cos2x + 2Be *sen2x = 4e ¥ cos2x &

4Be ¥ cos2x — 4Ae ¥sen2x = 4e ¥ cos2x

Ou seja,
A=0

B=1
e, portanto uma solugdo particular é
yp = xe *sen2x

O
(Outro modo:) Sabendo que as solugoes fundamentais da
equagio homogénea associada sio

y1 =e Ycos2x
Y2 =e *sen2x
e, usando o método da variagdo dos pardmetros,

segue-se que

)

— 26723(

0]/2
f

0 e ‘sen2x

, f(x) = 4e " cos2x

4e~* cos2x

= —4¢Xgen 2x cos 2x



y1 0
vi f

e~ cos2x 0

W, =

4e™* cos 2x

= 4¢™ % cos? 2x

v W
= w
—4e~2¥gen 2x cos 2x

2e—2x

= —2sen2x cos2x

&

l_
=W
4672 cog2 2x

237235

= 2cos? 2x
Ou seja

sen? 2x
2

uy = — C1

sen 2x cos 2x

Uy =X c
2 > 2

comcy, cp € R. Considerando ¢y = ¢y = 0, seque-se
que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1u1 + you2
= xe *sen2x

Exercicio 4 Observe  que
associada é dada por

equacdo homogénea

V' +dy +dy =0

cujas solugdes sio

Gabarito Prova Final

Usando o método da variacdo de pardmetros,
tem-se que

V1 Y2
/

)

—2x

W =

e —2x

_2672x

xe

(1—2x)e™2

—4x

Oyz

Wy = )
f v

fl) = e

x72e72%  (1—2x)e %

_x—le—4x

vi 0
vy f

_n,—2x —2,—2x
2e X ‘e

Ou seja



comcy, ¢ € R. Considerando ¢ = ¢ = 0e
usando o fato de que x > 0, seque-se que, uma solugdo
particular da equagio é

Yp = Y1u1 + You2
= ¢ XIn|x| —e
= ¢ X (Inx+1)

Exercicio 5 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
da equagio

(4—x2> v +2y=0
Considere portanto, a sequinte proposta de solugio

()
y=) ax"
n=0

Segue-se disto, que

[00)
y' =Y nayx"!
n=1

y' =Y n(n—1)a,x"?
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

(4—x*)y" +2y=0 =

n(n—1)ayx" 2+

(agk

(4—+)

3
||
N}

+2Y a4 =0 =

o n=0
4Y n(n—1)ax"2 -
no:oz
—x2Y n(n—1)ax"2+

n=2

+) 2a,x" = =
n=0

8ay +24azx + Y _4(n+2)(n+ 1)ayx"+
n=2

[o0]
2a0 +2ax + Y [-n(n—1) +2]a,x" =0 =

n=2
8ay + 24azx + Y _4(n+2)(n+ 1)ayox"+
o n=2
+) [-n(n—1)+2]a,x" =0 =
n=2

2a0 + 8ap + (2aq + 24a3) x+

LY (404 2) (14 Vgt
n=2

(—n2+n+2)a,] x" =0
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Logo,

. _ n2—n-—2 .
2T A+ 2)(n+1) "

Supondo ay = 1 eay =0, tem-se,

4= 1
S
a3 =0
ag =0
a5 =0
ag =0

Ou seja,
Y1 =ap+ax+ a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + -

1
:1_1x2

Supondo agora ag = 0 e a; = 1, tem-se,

an =0
a — _i
3T 12
ay =0
a _L
5 240
ag =0

Ou seja,

Yo = a0+a1x+a2x2+u3x3 +a4x4+a5x5 + -

e a solugdo geral da equagdo é

Yy =c1y1 + 22

comcy,cp € R, |



Exercicio 6 Usando fracGes parciais,  observe
inicialmente que
s
s(s2+1) s s241
Logo,
1 1
L=~
) =<
s
_r1
(1)
=1—cost
n

Exercicio 7 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugdo desta equagdo, observe que

L{y" -8y +15y} = L{6xe*} <
L{y"} =8L{y} +15L{y} = 6L {xe*}
Considerando

Y =L{y},

a equagdo anterior pode ser reescrita como

s2Y—sy(0) —y'(0) —8[sY —y(0)] +15Y = 6L {x}|,_,

Ou seja,

(s2 —85+15) Y — 55 +36 =

a7

y _ 55> = 765 + 3685 — 570
(s —4)* [(s —4)2 1]
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Logo,
y=L{Y}

_1 | 5s® — 76s% + 368s — 570
(s—4)2[(s —42—1]

Usando fragées parciais, tem-se que

553 — 4s% — 208s + 577 6 55 — 30
(s—4)2[(s—4)2—1]  (s—4)% (s—4)2-1
6 5(s—4)—10
o (s—4)? (s—4)2-1

Ou seja

I _6£1{(s—14)2}+5£1 {(5—54_)24—1}_

10 gy

= (—6x +5cosh x — 10sinh x) e**

= (—6x + Zoer 1% T J; 156_x) et




