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Exercı́cio 1 A equação dada pode ser reescrita como

y′ − 2
2x + 1

y =
4x

2x + 1

o que demonstra que esta é uma edo de 1a ordem linear,
com

p(x) = − 2
2x + 1

f (x) =
4x

2x + 1

Desta forma, considere

η(x) =
∫

p(x)dx

=
∫

− 2
2x + 1

dx

= − ln |2x + 1|+ c0, c0 ∈ R

Logo,

µ(x) = eη(x)

= e− ln|2x+1|+c0

= eln|2x+1|−1+c0

=
ec0

|2x + 1|

=
±ec0

2x + 1

=
c1

2x + 1
, c1 = ±ec0

Tomando-se c1 = 1, tem-se,

q(x) =
∫

µ(x) f (x)dx

=
∫ 4x

(2x + 1)2 dx

= ln |2x + 1|+ 1
2x + 1

+ c2, c2 ∈ R

e, finalmente,

y(x) =
q(x)
µ(x)

= (2x + 1) ln |2x + 1|+ c2 (2x + 1) + 1

■

Exercı́cio 2 A equação auxiliar da edo em questão é
dada por

m2 − 3m + 3 = 0,

cujas raı́zes são

m2 =
3
2
+

√
3

2
i

m3 =
3
2
−

√
3

2
i

ou seja

α =
3
2

β =

√
3

2
e o conjunto fundamental de soluções é,

y1 = eαxsen βx

= e
3x
2 sen

√
3x
2

y2 = eαx cos βx

= e
3x
2 cos

√
3x
2

e a solução geral da equação é dada por

y = c1y1 + c1y2

= c1e
3x
2 sen

√
3x
2

+ c2e
3x
2 cos

√
3x
2

= e
3x
2

(
c1sen

√
3x
2

+ c2 cos

√
3x
2

)
c1, c2,∈ R. ■
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Exercı́cio 3 A equação auxiliar da equação difierencial
homogênea associada é dada por

m2 − 2m + 1 = 0 ⇔ (m − 1)2 = 0

ou seja

m1 = m2 = 1

e, o conjunto fundamental de soluções é

y1 = em1x

= ex

y2 = xy1

= xex

Usando o método da variação de parâmetros, tem-se
que

W =

∣∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ex xex

ex (1 + x) ex

∣∣∣∣∣
= e2x

W1 =

∣∣∣∣∣ 0 y2

f y′2

∣∣∣∣∣ , f (x) =
ex

x2

=

∣∣∣∣∣ 0 xex

ex

x2 (1 + x) ex

∣∣∣∣∣
= − e2x

x

W2 =

∣∣∣∣∣ y1 0

y′1 f

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ex 0

ex ex

x2

∣∣∣∣∣
=

e2x

x2

e,

u′
1 =

W1

W

=
− e2x

x
e2x

= − 1
x

u′
2 =

W2

W

=
e2x

x2

e2x

=
1
x2

Ou seja

u1 = − ln |x|+ c0

u2 = − 1
x
+ c1

com c0, c1 ∈ R. Considerando c0 = c1 = 0 e x > 0,
segue-se que, uma solução particular da equação é

yp = y1u1 + y2u2

= −ex ln x + xex
(
− 1

x

)
= −ex (ln x + 1)

■

Exercı́cio 4 Observe que x = 0 é um ponto singular
regular da equação

xy′′ − x2y′ +
(

x2 − 2
)

y = 0

Deste modo, considere a seguinte proposta de solução
segundo o método de Frobenius,

y =
∞

∑
n=0

anxn+r

Segue-se disto, que

y′ =
∞

∑
n=0

(n + r)anxn+r−1

y′′ =
∞

∑
n=0

(n + r)(n + r − 1)anxn+r−2
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e, substituindo na equação, tem-se

xy′′ − x2y′ +
(

x2 − 2
)

y = 0 ⇒

x
∞

∑
n=0

(n+r)(n+r−1)anxn+r−2−

−x2
∞

∑
n=0

(n+r)anxn+r−1+
(

x2 − 2
) ∞

∑
n=0

anxn+r=0 ⇒

∞

∑
n=0

(n+r)(n+r−1)anxn+r−1−

−
∞

∑
n=0

(n+r)anxn+r+1+

+
∞

∑
n=0

anxn+r+2−
∞

∑
n=0

2anxn+r=0 ⇒

xr

[
∞

∑
n=0

(n+r)(n+r−1)anxn−1−

−
∞

∑
n=0

(n+r)anxn+1+
∞

∑
n=0

anxn+2−
∞

∑
n=0

2anxn

]
=0 ⇒

∞

∑
n=−1

(n+r + 1)(n+r)an+1xn−

−
∞

∑
n=1

(n+r−1)an−1xn+
∞

∑
n=2

an−2xn−
∞

∑
n=0

2anxn=0 ⇒

r(r−1)a0x−1 + r(r + 1)a1 +

+(r + 2)(r+1)a2x − ra0x +

+
∞

∑
n=2

(n+r+1)(n+r)an+1xn−

−
∞

∑
n=2

(n+r−1)an−1xn−

+
∞

∑
n=2

an−2xn− 2a0 − 2a1x −
∞

∑
n=2

2anxn=0 ⇒

r(r−1)a0x−1 + r(r + 1)a1 +

+(r + 2)(r+1)a2x − ra0x −

−2a0 − 2a1x +

+
∞

∑
n=2

{(n+r+1)(n+r)an+1−

−(n+r−1)an−1 + an−2 − 2an} xn = 0

Logo,

r(r−1)a0 = 0

r(r + 1)a1 − 2a0 = 0

(r + 2)(r+1)a2 − ra0 − 2a1 = 0

(n+r+1)(n+r)an+1 −
−(n+r−1)an−1 + an−2 − 2an = 0

⇒



r = 0 ou r = 1

a1 =
2

r(r + 1)
a0

a2 =
ra0 + 2a1

(r + 2)(r+1)

an+1 =
(n+r−1)an−1 − an−2 + 2an

(n+r+1)(n+r)

Supondo a0 = 1 e r = 1, tem-se

an+1 =
nan−1 − an−2 + 2an

(n+2)(n+1)

e,

a1 = 1

a2 =
1
2

a3 =
1
6

a4 =
1

24

a5 =
1

120

a6 =
1

720

· · ·

Ou seja

y1 = xr
(

a0+ a1x+ a2x2+ a3x3+ a4x4+ a5x5+ · · ·
)

= x
(

1+x+
1
2

x2+
1
6

x3+
1

24
x4+

1
120

x5+ · · ·
)

= x + x2 +
1
2

x3 +
1
6

x4 +
1

24
x5 +

1
120

x6 + · · ·

é uma solução da equação dada. ■

Exercı́cio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolução desta equação, observe que

L {x′′ + 4x} = L {sen 3t} ⇔

L {y′′}+ 4L {x} = L {sen 3t}

Considerando

X = L {x} ,
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a equação anterior pode ser reescrita como

s2X − sx(0)− x′(0) + 4X =
3

s2 + 9
⇒

(
s2 + 4

)
X =

3
s2 + 9

⇒

X =
3

(s2 + 4) (s2 + 9)

Logo,

x = L−1 {X}

= L−1
{

3
(s2 + 4) (s2 + 9)

}

Usando frações parciais, tem-se que

3
(s2 + 4) (s2 + 9)

=
3
5

1
(s2 + 4)

− 3
5

1
(s2 + 9)

=
3
10

2
(s2 + 4)

− 1
5

3
(s2 + 9)

Ou seja

x =
3

10
L−1

{
2

s2 + 4

}
− 1

5
L−1

{
3

s2 + 9

}

=
3

10
sen 2t − 1

5
sen 3t

■


