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Exercicio 1 Sabe-se que y1(t) =t € uma solucao da
equacao diferencial

(1 —t3)y" =2ty +2y =0
Observe inicialmente que
1-t240=1t#=+1

Supondo que esta equacdo seja parte de um problema
com valor inicial t = 0, seque-se que

-1<t<1

é o maior intervalo contendo to = 0 (Para outros
casos, as devidas consideragoes devem ser feitas).
Usando a redugcao de ordem, considere

Assim, tem-se
ya(t) = tu'(t) + u(t)

Yo (t) = /() + tu" (t) + v/ (t)
=2u'(t) + tu” (t)

Como deseja-se que y2(t) seja também uma solugdo
da equacao diferencial dada, seque-se que

(1 —t*)ys — 2tys + 2y2 = 0,
ou seja
(t—tH)u"(t)+ (2—4%) W' (t) =0 (1)

Considere
w(t) =u'(t).

Disto seque-se que
W'(t) =" (t)
e a equagao (1) torna-se

(1=t (t) +2(1 = 2% ) w(t) =0

Usando separacao de varidveis, tem-se
(1-?)tw'(t) = —2(1 -2t w(t) =

W(t)  —2(1—2t2)

= =
w(t) (1—t2)t
(t 1—2¢2
/w()dt:—2/7dt
w(t) (1—12)t
Usando fracoes parciais, perceba que
12 1 1 1
1=t t 2(1-t) 2(1+1)
_1o
ot 12
Ou seja,
/ t 1 t
/w()dt=—2/ ————)dt =
w(t) t 1—¢2
nfw®)| = 2l ~ |1 — 2| +e =
w(t) — i672ln|t\efln|17t2|ecl -
w(t) = eo |t 21— 27 -

C2 .
)= —— = 4¢e&
w(t) t2|17t2|’02 e

Como —1 <t <1, seque-se que

14+t>0= 1+t =1+t
1-t>0=|1—-t/=1-t¢

e
1= =1+ ¢|[1—¢
=1+t)(1-1
=1t
Portanto
Co
t) = =
“) = ma—p
/ C2
t) = =
V)= ma o



Observe que

1 1 1 1

PO—@) £ 200 2040

Ou seja

dt
wt)=e f

- [/fi‘/zudtt) +/2<1dt+t>]

1 1 1
= ¢y (t+21n|1t|+21n1+t+03)

Tomando cg3 = 0 e co = 1, uma possivel escolha para
a fungdo u(t) seria

1 1 1

t t
=1+ -In(1—1)+=In(1+1)
2 2
:—1—|—E1n(1—t2)
2
[

Exercicio 2 Usando o método dos coeficientes
a determinar, considere a sequinte proposta de
solugao

y(t) = Ate®' 4 Be™

Observe que

y'(t) = A (e + ate™) + Bae™

y'(t) = A (e + ae® + o’te®") + Ba’e™
Substituindo na equacdo dada, teremos

[(a?A+4aA +4A) t + 204 + Ba®+
+4A + 4Ba + 4B et = te*!

Ou seja
(a+2)2A4A=1 N
2(a+2)A+ (a+2)°B=0
1
A= ,a#E =2
(a+2)? 7
[ — -
(a+2)
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Ou seja,

teozt 2€at

ylt) = (@+2° (a+2)®

a# =2

Quando o = 2, tem-se a sequinte equacao diferencial
y// +4y/ +4y _ t672t’
cujas solucoes da parte homogénea sao

n (t) — e—2t
ya(t) = te 2t

Assim, perceba que

—2t —2t
e te
W= { —2e7% (1-2t)e? }
it
Além disso
0 te=2t
Wi = [ te=2 (1 —2t)e 2 ]
— 24t
—2t
e 0
Wa = [ —2¢7 2 e~ }
=te ¥

Logo, pelo método da variacao dos parametros,

Wy 3
=P o)==+
U= 3 uq (t) g Ta

Wy t?

L= =2 —t = ug(t) = — +
Us W us(t) 5 cs

e, tomando ¢, = co = 0, uma solucao paraticular da
equacao ¢ dada por

Yp(t) = y1(D)ur(t) + y2(t)ua(t)

t3 t?
—2t —2t
— - t -
=e 3 +te 5
5)
32t
=% e

Exercicio 3

a). Resolvendo a equagdo homogénea correspondente
a equacao dada, ou seja

y'+y=0
Tem-se como equacgao auziliar

k*+1=0,



cujas solucoes sao k = +i e donde seque-se que as
solugoes da edo sao construidas a partir das fungoes

y1(z) = cosx

yo(z) = senx

Usando-se o método da variagaodos parametros para
encontrar uma solucao particular da equagao mao
homogénea, tem-se

waey= |2 |

_ |: CoS T

senx
—senx

COoS T

[0 Y2
W =
! g(z) Y ]

0 senx

tgx cosz

= —tgxsenx

W2 = [ zi g(ow) ]

_ cosw 0
| —senz tgzx

=tgxcosx

Portanto,

1%
uy(x) = Wl = —tgrsenw
2

=tgxcosx
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e assim,

ul(x):/—tgxsenxda:
a2
_/sen xdw
Ccos T
1— 2
_ _/ cos xdm
Ccos T
1
—/( —cosx) dxr
Ccos T
= f/secxdx+/cosxd:c

—In|secx + tgz| + senz + c3

ug(x) = /tgxcos:vd:z:

= /sen:ndx

= —COSZT + ¢4

Considerando cs = ¢4 = 0, uma solucao particular da
edo € dada por

Yp(2) = y1(2)us () + y2(v)uz(x)
= cosz [—In|secx + tg x|+ senz] —
— SeN TCOS T
= cosz [—In|secx + tgz| 4+ senx — sen ]
= —coszIn|secx + tg x|
Logo, a solugao geral da equacao dada é:
y(x) = ey (z) + caya (@) + yp ()
= ¢1€08 X + casen — cos x In [sec x + tg x|
O

b). A equagao homogénea correspondente & equagdo
dada € a mesma do item (a), ou seja,

y1(z) = coszx

yo(z) = senx

e usando novamente o método da variacdo dos
pardametros para encontrar uma solugdo particular



da equacdo nao homogénea, tem-se
W(l,e)y=| 1 ¥
(1) [ vi Y

_ cosT senx
—senx Ccosx

[0 Y2
W,
" gl yé]

0 senx

SeC2 r COSXT

= — sec2 rsenx

W2 = [ ‘Zi 9(x) ]

_ [ cosx 0

—senx SeC2 xT

= 86(32 I COST

Portanto

= — sec2 rsenx

ub(z) = = sec’ xcos

=z =[F

Ou seja,
/ secZ zsenz dx
sen x dx
cos2

= + Cc3
COSJ}

ug(x) = /sechcosxdm
dx

cosx
z/secmda:

=lInlsecx +tgz|+c4

|
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Considerando cs = ¢4 = 0, uma solugao particular da
edo € dada por

Yp(x) = y1(x)ur(z) + Y2 (v)uz(z)

1
=cosx | —
cos T

=senz In|secz +tgz| —1

) + senx In[secz + tg x|

Logo, a solugao geral da equacao dada é:
y(@) = iy (@) + caya(z) + yp(@)
= cjcosz+cosenz+senz ln[secx + tgx| — 1
|
Exercicio 4 Observe que a equac¢ao dada
"y = gt

é uma equacao de FEuler, uma vez que pode ser
reescrita como

x2y// _ 43;y/ 4 Oy — xs

através de uma multiplicagcao por x em ambos o0s
lados da mesma. Assim, para solucdo da equacdo
homogénea correspondente, considere como proposta
de solugdo a fungdo

y(z) ==

e observe que

Substituindo na equacdo dada, tem-se

z [m(m—1)2" 7] —dma™ ' =0 &

m—1

m(m — 1)z —dma™ ! =0

(m2 — 5m) M l=0s

m?—5m=0
Donde seque-se que
m=5oum=0
ou seja

yi(z) =2 =1
y2(7)

I
8
I

|
8



Usando o método da variagcao dos parametros para
encontrar uma solucao particular da equacao mnao
homogénea, tem-se

Wi = | 4

1 9(x)
|1 0
10 2
= x?’
Portanto
Wy —z8 x4
M= =g =Ty
W2 :L‘3
@)= =5l T 5
Ou seja,
1
up(x) = —g/x4dx
25
= —% + C3
e
1 /1
= 5 Inz + ¢y
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Considerando cs = ¢4 = 0, uma solugao particular da
edo € dada por

Logo, a solugao geral da equacao dada é:

y(x) = ay1(x) + coy2(x) + yp(z)

°

5
=c +02x5+—x— + —Inx
' 25 ' 5
5

z 5
:Elnx+65x +Cl
|

Exercicio 5 Considere como proposta de solugdo a
fungao
y(@) = (z +3)"™,

observe que

y'(z) = m(x+3)™ !
y"(x) =m(m —1)(x +3)">

e substituindo na equac¢do dada, tem-se

m(m—1)(z+3)" —8m(z+3)" +14(z+3)" =0 &
[m(m —1) —8m+14] (2 +3)" =0 &
(m*>—=9m+14) (z+3)" =0«

m? —9m+14=0

Donde segue-se que
m="7 oum =2
Ou seja

i () = (z +3)°
ho(e) = (2 +3)7

e a solucdo geral da equacdo dada €
ye(z) = c1(z +3)% + ca(z +3)7

sendo c1,co € R. |



