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Problema 1 Resolvas as equagoes diferenciais:

a) xQ?Z_y:y_Iy? y(_l):_17
dy

b T —x\ 7 _ .2

). (") =y

Problema 2 Determine as solucoes para a equacao
y + day = 2P

Problema 3 Resolva:

a). (22 —y?)dz + (2* — 2zy)dy = 0;

b). (32® +y)dx + (z*y — x)dy = 0.

Problema 4 FEncontre todas as solugoes possiveis

(y+2)de=2x+y—4)dy

Problema 5 Resolva

(y + v/zy) dz = xdy

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Portanto, a solu¢ao do PVI dado é
a). Deseja-se resolver o seguinte problema de valor (z) = e~z !
inicial yir) = T
2 4y
TE— =y —zy O
dx
y(—1) =-1 b). Deseja-se resolver a sequinte edo
Para isto deve-se resolver inicialmente, a equag¢do d
di ol ordindri (er—l—e_z)—y:yz
iferencial ordindria dr
o dy Usando-se separacao de varidveis observe que
= =y—zxy
dx d
. o (ex+e—x)£: 2 -
Usando a separagao de varidveis, observe que, dx
dy (e + e~ %) dy = y%d =
2 _ Yy=vyax
L= y— =
o =Yy
dy dx
2
z?dy = (1 — x)ydx = -z =
y=( )y 2 wmres
d _ d x
& _ (lmf) dx = —ZZJ = 2;+ 1dw =
Y Y e
/@:/(1_233)‘& = v _ [ dr =
y x Y2 e2r 4 1
— 1 _ 1 1
Infy| = /(22 ;)dr = —— = arctg(e®) +¢ =
Y
Inlyl= -2 —Infz|+c = -1
Y= ———F~ .
e et et () +
onde c € R. ]
1
ly| = e wte = Exercicio 2 Deseja-se determinar todas as solugoes
|| da edo ,
P y' +day = 2’e”
lyl = = Observe que trata-se de uma edo linear de 1% ordem,
cujo fator integrante € dado por
emwte
y =
x

Usando agora a condi¢do inicial dada, seque-se que

y(-1)=-1 =

1+c
e

=-1 =
-1
elfe=1 =
14+¢=0 =

e [inie

_ 6212+c1

Desta forma, considerando ¢y = 0, seque-se que
[u(z)y()])" = p (2)y(x) + p(z)y' (x)

= 41’6212y(z) + 62x2y'(x)

= 2 (day(z) + 4/ (2))



Ou seja, multiplicando-se ambos os lados da edo dada
por u(x), tem-se

2z2(4xy+y/) — eszxBeIQ =
ny) = ade” =
ny = /x3e3$2dx =
2
py = e (%m2—1—18)+02 =
Yy = 1 [63“”2 (le — L) + CQ:| =
play 1 T T
1 322 (1,2

v= g [ (e - ) te] =

Y= e (%xQ — ) + coe™2®

Com ¢y € R. [ |

Exercicio 3

a). Para resolver a equagdo
(z% — y?)dx + (2% — 2zy)dy =0

Inicialmente considere

e observe que
M(txvty) = t2(.132 - y2) = tQM(l‘7y)’
N(tz, ty) = t*(2* — 22y) = t*N(z, y).

Ou seja, as funcoes M e N sao homogéneas de grau
2. Assim, colocando y? em evidéncia, tem-se

2 2
yg[(2—1>dx+(x2—2w)dy}20:>
Yy Yy Yy
z? ) (x2 x)
Too1)de+ (S 28 )dy=0 (1
(y2 2z y) Y M)

Considere

T
—=usr=uy
Y

Seque-se disto, que

dx = ydu + udy
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e, substituido-se em 1, tem-se

(w2 1) (ydu + udy)
(u? — Dydu+ (v +u? —3u)dy=0 <&

+Ww? = 2u)dy =0 &

(u® 4 u? — 3u) dy = —(u? — 1)ydu &

dy 1— 2
7:7(1 &
ud +u? — 3u v

dy 1—u
d &
/ /u3+u2—3uu

1—u
= [

(Em virtude do grau de dificuldade de resolugao desta
ultima integral, este item do problema foi cancelado e
o seu valor (1,0 ponto) serd computado a todos 0s
alunos que participaram da prova.) ([

b). Para resolver a equagao
(32 4 y)dx + (2%y — 2)dy = 0
Inicialmente considere
M(z,y) = 32" +y
N(z,y) = 2%y —x
e observe que
My, —-N, 1-2zy+1
N 3y —x
2 —2xy
T2y —x
2(1 — zy)
- —a(l - ay)

depende apenas da varidvel x,

integrante
/7%11:1:
w(z) =e

ou seja, o fator

— e—21n\z|
— eln\zrz
xr2

transforma a equacdo dada, através da multiplicacdo
por u(x) em ambos os lados, numa equagio



equivalente que € exata:

w(z) (32 + y)dz + (z%y — 2)dy] =0 &

1
= [(35(}2 +y)dx + (mzy — a:)dy] =0«

1
(3+ &)+ (51 )ay=0
x x
Assim, as solucdes da edo em questdo obedece a
equacao
e(x,y) =
Onde

(3. v 1L
VQO(Z',y) - <3+ .I'27y $>

Em outras palavras,

Oy Yy
Y34 7
ox +x2
O . 1
8y7y T

Resolvendo-se este sistema, encontra-se

vy
@(xay):5*5+3x+02, c2 €R

Entao, as solugoes da equacdo, dadas de forma
implicita, sdo

2
£_3+3x+02:cl &
2 T
y>
——Z43x=cx—c1
2 T
y> oy
= —Z43r=c¢,ceR
2 T
|
Exercicio 4 Para resolver a equac¢ao
(y+2)de=02x+y—4)dy
Considere a sequinte mudanca de varidveis
Y=y+2
X=x-3
com
dY =dzx
dX =dy
Substituido na edo dada tem-se
YdX =(2X+Y)dY & (2)

X
dX = (25 +1)dY
(B
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Tome

e observe que
dX =Ydu+ udY.

Convém observar que com esta escolha para a varidvel
u, estar-se buscando solugoes para a edo dada tendo
y como varidvel livre e x dependente de y, ou seja
x = z(y). Retornado d equagdo 2, tem-se
Ydu+udY = 2u+1)dY <
Ydu= (u+1)dY <&
du dY
u+1 Y
du  [dY
u+1 Y

Inju+1]=W|Y|+¢ &

w4 1= enlYlta &

u= teY —1 =

u=cyY —1
Seque-se disto, que
X
— =cY 1=
y ~ @
X =cY?-Y

Retornando para as varidveis x ey, tem-se
r—3=co(y+2°—(y+2) =
2(y) =c2(y+2)" —y+1
com co € R. |
Exercicio 5 Para resolver a edo

(y + xy) dr = xdy,

observe que
(y + ,/xy) de = xzdy <
(y+ va> dr=dy o
x

(y—I—ny)dx: dy &
€T xr
<y+ x‘g)dm:dy &
X x
(L)1) do=an

X €T



4
Considere
Yy
u=2
T
Ou seja
Y = ux

dy = xdu + udzx.
Substituindo na edo dada tem-se

(u+ vu)dr = xdu + udz
(u+ Vu—u)de = zdu

Vudr = xdu
dr  du
© Vu
dx du

r ) Va
In|z| 4+ ¢ = 2\/u
%ln|x|+%: Vu

u= (Inyz+ 02)2

t ¢t

i3

¢

i3
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Portanto,
y(z) = u(r)z
=z (Invz+ C2)2

com co € R.
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Problema 1 A func¢do y,(t) € uma solu¢ao da equagao diferencial dada. Encontre uma
sequnda solugdo ys(t) linearmente independente.

(=) =2ty +2y =0, yu(t) =t

Problema 2 Encontre uma solucao particular da edo

Y+ 4y + 4y = te™
onde a € R.
Problema 3 Determine a solugao geral:
a). v +y=tgux;
b). ¥y’ +y = sec’z.
Problema 4 FEncontre a solucao geral da equacdo diferencial:

zy’ — 4y = 2*

™ e encontre a solucao geral da equacao

Problema 5 Use a substitui¢io y = (x — xq)
(z+3)%" —8(x +3)y + 14y =0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Sabe-se que y1(t) =t € uma solucao da
equacao diferencial

(1 —t2)y" =2ty +2y =0
Observe inicialmente que
1-t24£0=1t#=+1

Supondo que esta equacdo seja parte de um problema
com valor inicial t = 0, seque-se que

-1<t<1

é o maior intervalo contendo to = 0 (Para outros
casos, as devidas consideracoes devem ser feitas).
Usando a redugcao de ordem, considere

Assim, tem-se
Ya(t) = tu'(t) + u(t)

Yo (t) = u'(t) + tu" (t) + v/ (t)
=2u'(t) + tu” (t)

Como deseja-se que y2(t) seja também uma solugdo
da equacao diferencial dada, seque-se que

(1—t%)ys — 2tys + 2y2 = 0,
ou seja
(t—tH)u"(t)+ (2—47) W' (t) =0 (1)

Considere
w(t) =u'(t).

Disto seque-se que
W'(t) =" (t)
e a equagao (1) torna-se

(1=t (t) +2(1—2*)w(t) =0

Usando separac¢ao de varidveis, tem-se
(1-?) ' (t) = —2(1-2t*)w(t) =

W(t)  —2(1—2t2)

= =
w(t) (1—¢2)t
(t 1—2¢2
/w()dt:—2/7dt
w(t) (1—12)t
Usando fracoes parciais, perceba que
12 1 1 1
1=t t 2(1-t) 2(1+1)
_1o
St 12
Ou seja,
/ t 1 t
/w()dt=—2/ ————)dt =
w(t) t 1—¢2
nfw®)| = 2l ~ln|1— 2| +e =
w(t) — i672ln|t\efln|17t2|ecl -
w(t) = eo |t 21— 27 -

C2 .
)= —— = 4
w(t) t2|17t2|’02 e

Como —1 <t < 1, seque-se que

14+t>0= 1+t =1+t
1-t>0=|1—-¢t/=1-t¢

e
1= =1+ ¢|[1—¢
=1+t)(1-1
=1t
Portanto
Co
t) = =
“) = ma—p
/ C2
t) = =
v = ma



Observe que

1 1 1 1

PO—@) £ 200 2040

Ou seja

dt
wt)=e f

- [/fi‘/zudtt) +/2<1dt+t>]

1 1 1
= ¢y (t+21n|1t|+21n1+t+03)

Tomando cg3 = 0 e co = 1, uma possivel escolha para
a fungdo u(t) seria

1 1 1

t t
=1+ -In(1—1)+=In(1+1)
2 2
:—1—|—E1n(1—t2)
2
[

Exercicio 2 Usando o método dos coeficientes
a determinar, considere a sequinte proposta de
solugao

y(t) = Ate®' 4 Be™

Observe que

y'(t) = A (e + ate™) + Bae™

y'(t) = A (e + ae® + o’te®") + Ba’e™
Substituindo na equacdo dada, teremos

[(a?A+40A +4A) t + 20A + Ba®+
+4A + 4Ba + 4B et = te™!

Ou seja
(a+2)72A4A=1 N
2(a+2)A+(a+2)°B=0
1
A= ,a#E =2
(a+2) 7
[ — -
(a+2)
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Ou seja,

teozt 2€at

ylt) = (@+2° (a+2)®

a# =2

Quando o = 2, tem-se a sequinte equacao diferencial
y// +4y/ +4y _ t672t’
cujas solucoes da parte homogénea sao

o (t) — e—2t
ya(t) = te=2t

Assim, perceba que

—2t —2t
e te
W= { —2e7% (1-2t)e? }
it
Além disso
0 te=2t
Wi = [ te=2 (1 —2t)e 2 ]
— 204t
—2t
e 0
Wa = [ —2e7 2 e~ }
= te ¥

Logo, pelo método da variacao dos parametros,

Wy 3
=P o)==+
U= 3 uq (t) g Ta

Wy t?

L= =2 —t = uy(t) = — +
Us W us(t) 5 cs

e, tomando ¢, = co = 0, uma solucao paraticular da
equacao ¢ dada por

Yp(t) = y1(D)ur(t) + y2(t)ua(t)

t3 t?
—2t —2t
— - t -
=e 3 + te 5
5)
32t
=% e

Exercicio 3

a). Resolvendo a equagdo homogénea correspondente
a equacao dada, ou seja

y'+y=0
Tem-se como equacgao auziliar

k*+1=0,



cujas solucoes sao k = +i e donde seque-se que as
solugoes da edo sao construidas a partir das fungoes

y1(z) = coszx

yo(z) = senx

Usando-se o método da variagaodos parametros para
encontrar uma solucao particular da equacao mao
homogénea, tem-se

waey= | 2|

_ |: CoS T

sen T
—senx

COoS T

[0 Y2
W =
! g(z) Y ]

0 senx

tgx cosz

= —tgxsenx

W2 = [ zi g(ow) ]

_ cosw 0
| —senz tgzx

=tgxcosx

Portanto,

1%
uy(x) = Wl = —tgrsenw
2

=tgxcosx
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e assim,

ul(x):/—tgxsenxda:
2
_/sen xdw
Ccos T
1— 2
_ _/ cos xdm
Ccos T
1
—/( —cosx) dxr
Ccos T
= f/secxdx+/cosxd:c

—In|secx + tg x|+ senz + c3

ug(x) = /tgxcos:vd:z:

= /sen:ndx

= —COSZT + ¢4

Considerando cs = ¢4 = 0, uma solucao particular da
edo € dada por

Yp(2) = y1()us () + y2(v)uz(x)
= cosz [—In|secx + tgx| + senz] —
— SeN TCOS T
= cosz [—In|secx + tg x| 4+ senx — sen ]
= —coszIn|secx + tg x|
Logo, a solucao geral da equacao dada é:
y(x) = ey (z) + caya (@) + yp ()
= ¢1€08 X + casen — cos x In [sec z + tg x|
O

b). A equagao homogénea correspondente & equagdo
dada € a mesma do item (a), ou seja,

y1(z) = cosx

yo(z) = senx

e usando novamente o método da variacdo dos
pardametros para encontrar uma solugdo particular



da equacdo nao homogénea, tem-se
W(l,e)y=| 1 ¥
(1) [ vi Y

_ cosT senx
—senx Ccosx

[0 Y2
W,
" gl yé]

0 senx

SeC2 r COSXT

= — sec2 rsenx

W2 = [ ‘Zi 9(x) ]

_ [ cosx 0

—senx SeC2 xT

= 86(32 I COST

Portanto

= — sec2 rsenx

ub(z) = = sec’ xcos

=z =[F

Ou seja,
/ secZ zsenz dx
sen x dx
cos2

= + Cc3
COSJ}

us(x) = /sechcosxdm
dx

cosx
z/secmda:

=lInlsecx +tgz|+c4

|
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Considerando cs = c4 = 0, uma solugao particular da
edo € dada por

Yp(x) = y1(x)ur(z) + Y2 (v)uz(z)

1
=cosx | —
cos T

=senz In|secz +tgz| — 1

) + senx In[secz + tg x|

Logo, a solugao geral da equacao dada é:
y(@) = iy (@) + cay2(z) + yp(@)
= cjcosx+cosenz+senz ln[secx +tgx| — 1
|
Exercicio 4 Observe que a equac¢ao dada
"y = g

é uma equacao de FEuler, uma vez que pode ser
reescrita como

x2y// _ 43;y/ 4 Oy — xs

através de uma multiplicagcao por x em ambos o0s
lados da mesma. Assim, para solucdo da equacdo
homogénea correspondente, considere como proposta
de solugdo a fungdo

y(z) ==

e observe que

Substituindo na equacdo dada, tem-se

z [m(m—1)2" 7] —dma™ ' =0 &

m—1

m(m — 1)z —dmaz™ ! =0

(m2 — 5m) M l=0s

m?—5m=0
Donde seque-se que
m=5oum=0
ou seja

yi(z) =2 =1
y2(7)

I
8
I

|
8



Usando o método da variagcao dos parametros para
encontrar uma solucao particular da equacao mnao
homogénea, tem-se

Wi = | v

1 9(x)
|1 0
10 2°
= x?’
Portanto
Wy —z8 xt
M= =g =Ty
W2 :L‘3
@)= =5l T 5
Ou seja,
1
up(x) = —g/x4dx
25
= —% + C3
e
1 /1
= 5 Inz + ¢y
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Considerando cs = c4 = 0, uma solugao particular da
edo € dada por

Logo, a solugao geral da equacao dada é:

y(x) = cry1(x) + coy2(x) + yp(z)

°

5
=c +02x5+—x— + —Inx
' 25 ' 5
5

z 5
:Elnx+65x +Cl
|

Exercicio 5 Considere como proposta de solugdo a
fungdo
y(z) = (z +3)"™,

observe que

y'(z) = m(x +3)™ !
y"(x) =m(m —1)(x +3)"">

e substituindo na equacdo dada, tem-se

m(m—1)(z +3)" =8m(z+3)" +14(z+3)" =0 &
[m(m—1) —8m+14] (z+3)" =0 &
(m*—=9m+14) (z+3)" =0«

m? —9m+14=0

Donde segue-se que
m=7 oum=2
Ou seja

(o) = (z +3)°
po(e) = (2 +3)7

e a solucdo geral da equacdo dada €
ye(z) = c1(z +3)2 + ca(z +3)7

sendo c1,co € R. |
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Problema 1 Determine o intervalo e o raio de convergéncia das sequintes séries

a). 23*" (4z —5)"

b). Y - (3z—1)"
n=1

Problema 2 FEncontre a série de Maclaurin e seu intervalo de convergéncia, para a

fungao
1

S

/()

Problema 3 Determine as duas solucoes em séries de poténcias, em torno do ponto x = 0,
para a equacao diferencial
(22 +2)y" +329/ —y=0

Problema 4 Determine as duas solugoes em séries de poténcias, em torno do ponto x = 0,
para a equacao diferencial
3y’ +(2-2)y —y=0

Problema 5 Resolva o sequinte problema de valor inicial

y// _ 43// _ 6€3t _ 3€_t
y(0) =1

Boa Sorte!
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Exercicio 1
a). Observe que
an =3""(4x —5)"

(42 — 5)"
3n

(%5

Perceba que

Sequndo o teste da raiz a série serd absolutamente
convergente quando

lim {/]a,| <1

n—-+oo

Ou seja,

<l<&

[4x — 5| < 3 &

<3&

=~ w

r— | <

Portanto, a série é covergente no intervalo

5 < > < 5 S -<zr<2
——<r—--<-&=-<=x
4 4 4 2
com raio de convergéncia r = 1 O

b). Observe que

3z —1)"
n(n+1)

n =

B (31‘ _ 1)1’L+1
T D +2)

Perceba que

ans1 Bz 1" nn+1)
a,  (n+1)(n+2)@Bz-1)"

n
=" 3r-1
n+2(3x )

Segundo o teste da razao a série serd absolutamente
convergente quando

an+1
Qn

lim
n—-+oo

Ou seja,

Bz -1l <1<

Portanto, a série € covergente no intervalo

L < L < L S0z < 2
N < 2
3 3 3 3

com raio de convergéncia r = 3 |

Exercicio 2 Da série geométrica (também

conhecida por progressd@o geométrica), sabe-se que

1
— =14+ +23 4
1—z

“+oo
= Z "En
n=0

para |z| < 1.
Observe que

1
2+x 21+ %

1

2



Trocando x por =" na série geométrica, tem-se que

2 3
1+ L2 2 2
2
+oo — n
ngO( 2)

- Syl
n=0
Assim,
1 1
2fc 21— (-2)
1t (—1)"a"
- ZnZ_:o( 2)"
s G
n=o 2"t
desde que g’ <1, ou seja |x| < 2. |

Exercicio 3 Suponha que
oo
y() = 3 ane”
n=0
FEntao
o0
y'(x) = 3 napa”
n=1
oo
y'(@) = 3 nln - aga"2

Substituindo na equacdo diferencial
(z* +2)y" + 32y —y =0
tem-se

(22 +2) io: n(n —1a,z" 2+

n=2
oo
+3z Y napz™”
n=1 n=0

n(n —Da,z™ + 3 2n(n — Da,z" 2+

n=2
o0 o0
+ E 3na,x”
n=1

— g apx” =0
n=0

Sn(n—Daz™+ > 2(n+2)(n+ 1)app22"+
n=0

n=2
OO o0
> 3nanx™ — Y ana™ =0
n=1 n=0

i

das — ag + (12a3 + 2a1) x+

+3 [(n*+2n—1)an, +2(n+2)(n+1)a,i2]z™ =0
n=2
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Assim,

4(12 — ag = 0
12(13 + 2&1 =0
(n? 4+ 2n — Dap +2(n+2)(n + Dapio =0

Ou seja,
ao
ag = Z
aj
az = g
(n?+2n—1)
An+42 =

" 2(n+2)(n+1) an

onde ag,a1 € R. Deduzindo alguns termos da solu¢ao

7 7

ay = *%ao; as = ﬁoa“
161 17

ag = *%GOQ a7 = %aﬁ
1081 527

= 792160 P T Brgao™

Portanto a solugdo geral da equacdo diferencial €
dada por

Ye(7) = —aoy1(x) + a1y2()

Lo T 4 161 o 1081 g

—14+-= kil
(@) =1+ 327+ G0+ 5™+ 5o 1607

() =2+ 2o 4 b Ty D29y
AT =TT 120° T 720" T 51840

Exercicio 4 Observe que a equacao diferencial
3y" +(2—a)y —y=0

possui um ponto singular reqular em x = 0. Assim
suponha que sua solucao seja dada por

00
y(@) = X apz™""
n=0

sendo r € Ry.. Disto segue-se que

(n+ ra,z" Tt

@\

=
i

8

3
I
o

(n4+7r)(n+r—1)a,z" T2

QQ\
=
&
Il
NgE

3
I
<



e substituindo na equacao tem-se

3y (n+7r)(n+r—1)a,z"t 2+
n=0
2-2)Y (n+r)az" = Y a2t =0
n=0 n=0

S 3m+r)(n+r—1aa™ 1+

n=0

o0 o0
+32(n+1r)a,x™ — ST (n+r)a,an T —

n=0 n=0

o0
=Y apz™t =0
n=0

z" { § (n+7)(3n+3r — ayz" 11—

n=

18

(n+r+ l)anz”} =0

n=0

o0

S (n+1+r)Bn+2+3r)app12"—

n=-—1

> (n+r+1lax" =0

n=0
r(3r —1)apzt+
+>X (n+r+1)[Bn+24+3r)apt1 —ay]z™ =0
n=0

Seque-se disto que

1
7"(37"—1):0:>r:00u7":§

(n+7r+1a,
n+14+7r)(3n+243r)

Ap+1 = (

—_ an
T 3n+2+43r

Quando r = 0, tem-se

an
an+1 = 3n 12
e
ap € R
1
ap = §a0
1
as = TOaO
1
as = @ao
1
a4 0
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Ou seja
1 1 1 1
— (142 e B SO ST S S SN
y1(x) ( +2x+10x +30% +880x + )x

(R S
= —T+ —z — — +
277100 T80 880

1
Quando r = 3’ tem-se
an
pi1 = —————
T3+ 1)
e
ap € R
1
ay = §a0
1
g = Tgao
1
a3 = ——a
T 162"
1
= 1044
Ou seja

11 1,1
(e tpr Ltz b8 4.,
ya(@) ( TITTRY Tt Tm” ) ”

1 4 1 7 ]. 10 ]. 13

1
3

:x3+7x§+ix3+7 3+7x3 +

3 18 162" " 1944

Exercicio 5 Aplicando a transformada de
Laplace em ambos os lados da equacgao dada, tem-se

L{y" —4y'} =£{663t—36_t} =
L{y"} —4L{y'} = 6L{e3} —3L{e !} =

s?Y (s) — sy(0) — '(0) — 4[sY (s) — y(0)] =

_ 6 3
T s—3 s+1
Sabe-se que
y(0) =1
y'(0) = -1

Logo

6 3
2

—s+1—-4 +4= — =
s°Y(s)—s sY (s) 3 i1

6 3

2_ — -
(s —4s) Y(s) —s+5 ——3 s+1:



s3 —7s2 4+ 10s + 30

Yis) = s(s—4)(s—=3)(s+1)

Decompondo esta expressio em fragcoes parciais,
tem-se que

5 4 11 2 3
2s  10(s—4) s—3 5(s+1)

e usando a transforma de Laplace inversa,

Gabarito 32 Prova

obtem-se
5 .,.4,1 1 .., 1 1, 1
= — - _— _— —2 _—
y(t) = LT+ e g 2 )

1
s+1

3.1
-t =)

5 11 4t 3t 3 —t
Mt 93t 2
2T 10¢ T 75

€



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral IV - Turma TX

Prof°. Edson
Prova Final 1° Semestre 2016

Data: 22 de Maio de 2017 Duracgao: 18:30 - 20:30

Problema 1 Resolva
(3x2 + y) dx + (v*y — 2)dy = 0.

Problema 2 Resolva
(y + v/zy) dz = xdy

Problema 3 Encontre a solucdao geral da equagao diferencial:
l‘y” . 43// — (L’4

Problema 4 Determine as duas solugoes em séries de poténcias, em torno do ponto x = 0,
para a equacao diferencial
3y’ +(2-2)y —y=0

Problema 5 Resolva o sequinte problema de valor inicial

y// _ 43// — 6€3t _ 3€_t
y(0) =1

Boa Sorte!
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2° Semestre

Gabarito Prova Final
Data: Quarta-feira, 24 de Maio de 2017

2016
Turma TX

Exercicio 1 Para resolver a equac¢ao
(32 4+ y)dx + (2%y — x)dy = 0
Inicialmente considere
M(z,y) =32"+y
N(z,y) = 2%y —x
e observe que
My,—N, 1-2xy+1
N 2y —x
22y
2y —x
2(1 — zy)
—x(1 —xy)
2

T

depende apenas da wvaridvel x, ou seja, o fator

integrante
/7 % dx
p(z) =e

_ e—21n|7;\
_ eln\xrz
1
1‘2

transforma a equacdo dada, através da multiplicacao
por u(x) em ambos os lados, numa equagdo
equivalente que € exata:

p(x) [(32® +y)dz + (¢y — 2)dy] = 0 &
% [(32® + y)dz + (2%y — 2)dy] =0 &

(3+ %) o+ (v-3)dw=0

Assim, as solucdes da edo em questdo obedece a
equagao
e(x,y) =

Onde

Y 1
v =(34+=Z,y——
o(,y) ( +5 x)

Em outras palavras,

Oy Yy
34 L
Ox +:r2
0 1
Y X

Resolvendo-se este sistema, encontra-se

vy

go(:r,y):——g—&—i’)x—f—c% c2 €R

2

FEntao, as solugoes da equacdo, dadas de forma

implicita, sao

——g+3x+02—c1

2 =z
2
y——g—i—?)x:cQ—cl
2 =z
vy
——=43r=cceR
2 =z

Exercicio 2 Para resolver a edo

(y + Vzy) de = zdy,

observe que
(y + ,/:cy) de = xzdy <
(y+ m) dr=dy o
x

<y+vw>da:= dy o
x T
<y—|—,/xg>d;v—dy &
x T
(y ¥ \/5) dr = dy.
x x
Considere
_y
u=2
x
Ou seja
Yy =uzx

=



dy = xdu + udz.

Substituindo na edo dada tem-se

(u+ u)de = xdu + udz =
(u++u—u)dx = xdu &
Vudr = xzdu &
dr _ du o
r Vu
ey -
R T
In|z| 4+ ¢ = 2\/u &
1
ilnm + %1 =Vu &
u= (Inyz+c)
Portanto,
y(z) = u(z)z
=z (111\/5 + 02)2
com co € R. | |

Exercicio 3 Observe que a equagdo dada
xy” _ 4y/ — {E4

é uma equacdo de FEuler, uma vez que pode ser
reescrita como

xzy” —day 4+ 0y = 2°

através de uma multiplicagao por x em ambos o0s
lados da mesma. Assim, para solu¢ao da equacao
homogénea correspondente, considere como proposta
de solugao a fun¢do

m

y@) =a

e observe que

m(m — 1)z™ 2

N
—
8
~
I

Substituindo na equacdo dada, tem-se

z [m(m —1)2" 7] —dma™ " =0 &
m(m—1)z™ ! —dma™ ! =0 <
(m2 —5m)z™ P =0s
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Donde seque-se que
m=5oum=0

ou seja

Usando o método da variagcdao dos parametros para
encontrar uma solucdo particular da equacao mao
homogénea, tem-se

W(1,et) = [ v Yo ]

Yio Y
1 xb
“ 10 b5zt
= 5z

=—x
Y 0
W =
? { v 9(z) }
1 o0
10 a8
= a’jg
Portanto
, Wy, —a® x?
WO =T =g =Ty
W2 IES 1
B T
Ou seja,
1
up(x) = —5/x4dx
= —25 +c
25

11 +
—lnz+c
5 4



Considerando cs = ¢4 = 0, uma solugao particular da
edo é dada por

Yp(®) = yr(@)ua () + y2()us()
x®  ad
=—0+ = Inz
Logo, a solucao geral da equagdo dada é:
y(@) = crya () + cayz(x) + yp(x)

5 CES

=1 +cox®+ T + —Inx
25 5

5

= glnx+c5x5 +

Exercicio 4 Observe que a equacgao diferencial
3ey" +(2-a)y —y=0

possui um ponto singular reqular em x = 0. Assim
suponha que sua solugcao seja dada por

o0
y(@) = X apz™""
n=0

sendo r € Ry. Disto seque-se que
o0
y’(m) — Z (n + r)anmn+r—1
n=0
oo

y'(z)= > (n+7r)(n+r—1aa™t"?

n=0
e substituindo na equacao tem-se

o0

323 (n+7r)(n+r—1az" 2+
n=0
2-2)Y (n+r)a, 2" = Y aa"tT =0 =
n=0 n=0

S 3m+r)(n+r—1aa™ 1+

n=0
(o) (o)
+322(n+r)apa™ T — 3 (n 4 1)aantr—
n=0 o n=0
- anz" " =0 =
n=0

z" { SS(n+7)Bn+3r — Dapaz™ -

n=0
o0
Z(n—i—r—i—l)anx"}—o =
n=0
S (n+1+r)Bn+2+3r)app12"—
n=-—1
> (n+r+az" =0 =
n=0

r(3r — 1) apz 1+
+> (n+r+1)[Bn+2+3r)ant1 —an]z™ =0
n=0
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Seque-se disto que

1
7‘(3r—1):0:>7":00u1":§

(n+7r+1ay,
n+14+r)3n+2+3r)

an+4+1 = (

C 3n+2+3r
Quando r = 0, tem-se

an

Int1 = 3n+ 2

ag € R

a1 = —ao
a9 = —AQag
as =

g = @ao

Ou seja

11 1 1
(et 2 L3 1A
w(@) < Tt e et T

)

1 1 1 1
=14+ = e gty
+2m+10x +80x +880x +

Quando r = =, tem-se

Wl =

g1 = =
"3+ 1)

ap € R
1
ay = §a0
1
ag = an
1
as = @ao
1
a4 = @ao



Ou seja

1 1 1 1
Ya(r) = <1+x+x2+x3+x4+-~-

3 18 162 1944
NS U IR S S S
SR TR et T Tom”
|
Exercicio 5 Aplicando a transformada de

Laplace em ambos os lados da equacgao dada, tem-se

L{y" —4y'} = L{6e3 — 37!} =

L{y"} —AL{y'} = 6L{e3'} — 3L{e" !} =

s?Y (s) — sy(0) — y/'(0) — 4[sY(s) — y(0)] =

63
s—3 s+1
Sabe-se que
y(0) =1
y'(0) = -1

Wl
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Logo
6 3
2Y(s) —s+1—4sY 4 = —
SY(s) =+ Y (s) + s—3 s+1
6 3
2
—4s)Y(s) — 5= —
(5 s) (s) —s+ 5-3 511

53 — 752 4+ 10s + 30
s(s—4)(s—=3)(s+1)
Decompondo esta expressdo em fragoes parciais,
tem-se que

Y(s) =

5 11 2 3

V) = " 0G=0 5-3 5(+D

e usando a transforma de Laplace inversa,
obtem-se

5 4,1 11 .., 1 1, 1
t)=— - — —} =2 — -
y(t) = 3L+ oL -2 =)

3 1

_Zrt
b) {s+1}

IS L PPN
2 10 )



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral IV - Turma C4

Prof°. Edson

12 Prova 1° Semestre

Data: 25 de Julho

Duracgao

2017

: 16:00 - 18:00

Problema 1 Resolvas as equagoes diferenciais:

a). y =101,

dy  y3+2y
b). = = sy(l) = 1.
) dv 224 3z’ y(1)

Problema 2 Determine as solucoes para a equacao

(x + 1)% + (z+2)y =2xe™™

Problema 3 Encontre todas as solucoes possiveis

dy

r—2 = 2we” — y + 627
dx

Problema 4 Encontre todas as solucoes possiveis

2
(1 + —senx) dy 4 cosxdr =0
Y

Problema 5 Encontre todas as solucoes possiveis

dy _

)

Boa Sorte!
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Gabarito 12 Prova
Data: Segunda-feira, 21 de Agosto

2017
Turma C4

Exercicio 1

a). Deseja-se resolver a sequinte edo
y =10""Y

Para isto observe inicialmente que a equacdo dada
pode ser reescrita como

dy
2 = 10%10Y
dx

Usando separac¢ao de varidveis, tem-se,

dy -
10~Ydy = 10%da N

/IO*ydy = /10Id:c =
/eln 10’ydy — /eln 10""dl, =
/e—ylnlody — /exlnlodx =

e—yln 10 ewln 10
= =
10 ~ 1o
LU (U N
n10  In10 =
107Y = —10%—¢ygIn10 =
———

Cc1

10 4+107Y = ¢
onde ¢1 € R. O

b). Deseja-se resolver o sequinte problema de valor
inicial

dy  y°+2y
dr 2+ 3z
y(1) =1

Usando-se separagao de varidveis para a resolu¢ao
da edo, tem-se

dy —  dx
y? + 2y

22+ 3z

Observe porém que

I 1

v +2y  y(2+2)
Ly
2y 2(y2+2)

e

11

22 +3r  x(x+3)
L
3z 3(z+3)

Ou seja,

/ dy _/ dx
y+2y ) 22+ 3z

[ -] o seml ™

tnlyl—iIn(y?+2) = tInjz| — $In|z+ 3|+ co

In VY =1In} ‘—l—co
12 243
In 3 z
VY — e T+ 3] o
vV (y?+2)
iz Co 3 L
v/ (Y% +2) \Cf" z+3
J Y x
:Cl
Y2 +2 x—|—3‘
y2 S z 5
24+2 < \z+3
ca
y? v\
=c
2+2  \z+3
onde co € R.

Usando a condigao inicial y(1) =1, ou sejax =1 e



y =1 tem-se

_ 4
3

C2

Ou seja, a solucdo procurada, na forma implicita, é
dada por

y? _4\3/1 T 3
212 3 <x+3> <
3y [ 4z 3
y2+2(x+3> <

392 37 4z \*
yv2+2)  \z+3

Exercicio 2 Deseja-se determinar todas as solugoes

da edo

(x+ 1)% +(x+2)y =2z "

Observe que trata-se de uma edo linear de 1%
ordem. Considerando-se inicialmente apenas a parte
homogénea desta equagao, ou seja

dy
1)-2 2y =
(x + )dx+(a:+ Jy=0

e resolvendo por separac¢cao de varidveis tem-se

dy
DY — (zy2 =
@)Y = (z+2)y
d 2
y_ o dx =
y z+1
d 2
7y:_/x—|— dz =
Y r+1
ln|y|:—/(1+%ﬂ)d$ =
Injyl=—2—Injz+1]4+c =
Inlyl+Injz+1] = —z+co =
Inly(z+1)] = —z+ ¢ =
ly (z+1)] = e7mFeo =
y(z+1) = Fe“e =
Cc1
C1
y:

er(z+1)
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Considerando ¢y = 1, tome

y1(x) = u(x)y(z)

Disto seque-se que

dyi _ u(z)e"(z+1) —u(z) [e®(z +1) + €]
dx e (x +1)?

e’ [u'(z)(z +1) —u(z)(z + 2)]
e?r (x4 1)2

w'(z)(x 4+ 1) — u(@)(z +2)
e®(x +1)2

Substituindo na edo original tem-se

d
(x + l)ﬂ +(z+2)y1 = 2ze™* =
dz
! 2 2
V@) @) a@Erd
e e*(xz +1) e’ (z+1)
!/
w(z) = 2ze”* =
61}
u'(r) = 2z =
u(x) = 22 + ¢y
Portanto,
u(x)
ne =z T
() = L e
n er(z+1)
Com ¢y € R. [ |

Exercicio 3 Deseja-se resolver a equagdo

d
e — oper — y + 622
dx

Reescrevendo esta equacao, tem-se

(—2.%’63: +y— 61:2) dr 4+ xzdy =0



3

Considerando
P(z,y) = —2ze” +y — 622
Qz,y) =z

tem-se que

Q:—Py=1-1=0

Ou seja, a equag¢ao dada € exata. Portanto existe

uma fungdo p(x,y) tal que

-p )
Ox N
dp
3y ¢ (2)
a@ — T _ 2
e = 2ze” +y — 6z (3)
dp
By € (4)

Integrando (4) em relagdo a y obtem-se

o(r,y) = vy + k() (5)

e derivando (5) em relagdo a x,

Igualando as equagées (6) e (3) resulta em
K (z) = —2xe® — 62°
ou seja,

k(x) = / (—2ze” — 627%) d
—2(z — 1)e” — 22 + ¢

Portanto,

o(,y) = vy + k(z)
=ay —2(x —1)e” —22% + ¢

e a solucdo da edo ¢ dada por

ple,y) = &
Yy —2(x —1)e® =223 + o = ¢;

Yy —2(x — 1)e® — 223 = ¢1 — ¢

R

Yy —2(x — 1)e® — 223 = ¢y

com co € R. ||
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Exercicio 4 Para resolver a equac¢do
2
(1 + senx> dy +coszdx =0 (7)
Y

considere

P(z,y) = cosx

Qlz,y) =1+ %senx
e observe que
mePyzgcos:ch#O
Ou seja, a edo em questao mao € exata. Porém,

perceba que

2 cos
Qs — P, cosT 2

P  cosx Y

O que significa que esta equacao diferencial pode ser
transformada numa edo exata equivalente. Para isto,

considere
/Qz - Py
Tdy
wly) =e
2

[
—ely

_ e21n|y\+co

— eCoy2
2
=cy

Tomando ¢ = 1 e multiplicando ambos os lados da
equagao (7) por u(y) tem-se

2
y? cosz dx + y? (1 + senx) dy=20
Y

que é exata. Assim, existe uma funcao p(x,y) tal que

9¢ _ y*cos (8)

ox

g—z): 2 4 2ysenw (9)

Integrando (8) e relagao a x, tem-se
p(z,y) = y’senz + k(y) (10)

e derivando (10) em relagdo a y resulta em

g—z =2ysenz + k'(y) (11)

Igualando as equagdes (11) e (9) tem-se
K (y) =y



4
ou seja,
_ 2
k(y) = / ydy
3
_v
- 3 +CO
Portanto,

p(z,y) = y’senz + k(y)
y3
= y2senx + 3 + Co

e a solucao da edo ¢ dada por

o(r,y) = e =

y3
yQSenx—FE—i—cO:cl =

y3
yzsenx—i— ? =cCc—C =

3
yzsenx + 3 = C2 =

com co € R.

Exercicio 5 Para resolver a edo

dy 3

— =y (zy’ —1),

o = vy’ =1)

observe que esta equacdaopode ser reescrita como
dy 4
“=ayt-y &
i
Y +y=ay &
—4,./ 3

y oy ty =z

Considere

e observe que
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Assim, seque-se que

vy ryTt=2 e
u/
—— tu==x =
3
v —3u= -3z

Ou seja, a edo resultante ¢é linear cujo fator
integrante € dado por

/—3dw
pa)=el = et

Tomando cg = 0 e multiplicando ambos os lados da
edo em u tem-se

e 3%y — 3e73%y = 3xe 3 &=
% (ue‘gz) = 3ze™ 3" &
ue 3% = /Sxe_?’zdx &

ue™ =~ Br+ 1)+ &

u(x) = =1 3z +1) + 13

Portanto,
u = y_3 =
1
u = E <
v==1 &
y(z) = u™s
ou seja
; -3
y(x) = -3 (3z 4 1) + 1
com c1 € R. |



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral IV - Turma C4

Prof°. Edson
22 Prova 1° Semestre 2017

Data: 31 de Agosto Duragao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Sabendo que y; = 22 Inzx é uma solucao da equacao diferencial
4y +y =0
Determine uma outra solucao ys desta equacao, linearmente independente.
Problema 2 FEncontre a solugao geral da equacao
v +2y+2=0
Problema 3 FEncontre a solug¢ao geral da equacao
v +y" —2y=0
Problema 4 FEncontre a solug¢ao geral da equacao

y'+1y=2xsenw

Problema 5 Encontre a solugao geral da equagao

7 .
Vo=

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral IV

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito 2? Prova
Data: Sexta-feira, 1 de Setembro

2017
Turma C4

Exercicio 1 Sabe-se que
1
y1 =22 1nzx
€ uma solucdo da equacdo diferencial
4332:1// +y= 0
Observe que esta equag¢do pode ser reescrita como

1

1
—y=0
) +4J;2y

Ou seja, o coeficiente do termo de primeira ordem é
a funcao

p(z) =0

Segundo o método de redugcao de ordem, uma
outra solugcao linearmente independente para a edo
em questdo, € dada por

y2 = u(z)y1()

/—p(x)dw
&

u(z) = [ ————dx
(=) yi

/Odr

e

= | ——dx
/xanx

0
e
= dz
/xanx
_/ dx
) e

w=Inx

sendo

Considerando

tem-se que

dw = —

Ou seja

onde cy € R. Tomando cy = 0, segue-se que a outra
solugao procurada é

Y2 = u(z)y ()

1
=——2x2Inx
Inx
1
= —x2

Exercicio 2 A equacao diferencial
y'+2y +2=0
pode ser reescrita como
y' 42y = -2

possui coeficientes constantes e a equacdo auxiliar
da parte homogénea € dada por

m?+2m=0
cujas solucoes sao
my =0
mo = —2

Ou seja, duas solugoes linearmente independentes,
para a edo homogénea sao dadas por

=1

yp = e

FE a sua solugdo complementar é
Ye = C1Y1 + C2Y2

=, + coe” "



Com c1,c3 € R. Usando o método dos coeficientes
a determinar, considere como proposta de solugao
a funcao

yp = Az

Substituindo na equacdo dada tem-se
Yy 2y, =2 &
0+24=-2%
A=-1

ou seja,
Yp = —T

Portanto, a solucao geral da equagcao em questio é

Y=Y+ Yp

=cy+ege P — g

Exercicio 3 Deseja-se resolver a equacao
y/// _|_y// _ 2y — 0

Observe que trata-se de wma equacdo diferencial
linear de 3% ordem com coeficientes constantes
cuja equacgao auxiliar € dada por

m>+m?—-2=0

As solucdes desta equacdo sdo

m1:1
my =—14+1
M3:—1—i

Donde seque-se que trés solugdes linearmente
independentes da edo em questao sdo dadas por

Y1 =e"
Yo = € Tcosx
ys = e “senx
e a soluagdo geral é
Yy = c1y1 + c2y2 + c3y3
=c1€” + cpe” “cosx + cze” “senw

com c¢1,co,c3 € R. ||
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Exercicio 4 Deseja-se resolver a edo
1
Yy +y = 2zxsenx

Iniciando pela parte homogénea desta equacdo,
observe que sua equacdo auxiliar é

m?24+1=0
cujas solucoes sao
mi; =1
mo = —1
Ou seja,
Y1 = COSZT
Yo = senx

e a solucao complementar dd-se por
Ye = C1Y1 + C2Y2
= (1 COST + casenx

Usando o método dos coeficientes a determinar
para encontrar uma solucao particular, tem-se como
proposta de solugdo a sequinte funcao

yp = (Az® + Bz)senz + (Cx* + Dx)cos x
donde seque-se que
y, = [2A — 2D — (B +4C) x — Az®] sena+

+[2B+2C + (4A — D)z — Cz?]| cosz

Y, +yp = 2wsenz

[2A — 2D — (B +4C) & — Az?] sena+
+ [2B+2C + (4A — D) x — Ca?] cos z+
+(Ax? + Bx)senx+

+(C2? + Dx)cosx = 2xsenz

(2A — 2D — 4Cz) senx+
+ (2B +2C + 4Ax)cosx = 2xsenx

ou seja,

A= 0

2A—-2D =0
1
—4C =2 B= -
= ?
2B+2C =0 C__§

4A=0
D= 0




Assim,

1
_ 19
Yp = gTsenz — jatcosy

e a solugao geral da edo €

Y=Yc+Yp

1
=1 COST + cosenx + §msenx - axQCosx

com co,c3 € R. |

Exercicio 5 Para resolver a equacdo

9z
" _
Y —9y—eﬁ

Observe inicialmente que a parte homogenéa desta
edo possui equacdo auxiliar

m?—9=0
e cujas solugoes sao

m1:3

777,2:—3

Ou seja, duas solugoes linearmente independentes,
para esta equacao, sao dadas por

Logo, a solu¢do complementar da edo é

Ye = C1Y1 + C2Y2

_ Cle3x + 626—3w

Usando o método da wvariacao de pardametros
para determinar uma solucao particular da equacdo

Gabarito 22 Prova

diferencial em questao, tem-se que

Yy Y2

/

(VT

3z —3x

363m —367396

Wy = 9z

Além disso,

ou seja



ou seja,

com c3,cq € R.

Portanto, tomando c3 = c4 = 0, uma solugdo
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particular da equacgao diferencial € dada por
Yp = ULY1 + U2Y2

1
— ﬂe—ﬁz (61‘ T 1) eSr _ *.1326_:%

AN
_(24+4x 45”)6

e a solucao geral é

Y="Yc+ Yp
1 1 3
_ 3z —3x - S 2.2 —3x
= c1e’” + coe +(24+4a? 4m>e
1 1 3
_ 3z T Y2 —3x
=ce +(02+24+4x 43:)6

1 3 _3g
=" + (05 + Zx — 4x2> e 3

com c1,c5 € R. |
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Data: 17 de Outubro

2017

Duragao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Determine o raio de convergéncia da série

= —1)" 2n
ZW(H 1)

n=0

1—3s
L —
{82+25+5}

Problema 3 Encontre a solucao geral da equacao

Problema 2 Cualcule

y'—y' +ay =0

Problema 4 Resolva a edo
xy’ + 5y +ay=0

Problema 5 Resolva a edo
y' =3y +2y=0

com y(0) =3 ey'(0) = 1.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é Ou seja, quando
dado por
_1\n 2n 1
G VICR) lornz<r =
3n(n+1)2 3
(z+1)32<3 =
Assim, seque-se que
guese d z+1]<V3 =
o EDMH @ 12y ~V3<z+1<vV3 =
n+1 —
3ntl(n 4 2)2
( ) “1-V3<z<-1+3
e
Logo, o raio de convergéncia é
G | _ [(CD" a4 D2 30 (04 1)2
an - 3n+1(n + 2)2 (_1)77,(1. + 1)2n
R=V3
_ | =DM (=D () (@+1)? 37 (nt1)?
B 3n3(n+2)2 (—1)n(z+1)2n -
2
1 /n+1 9
=|-= 1
3 (n + 2) (@+1)
Exercicio 2 Observe inicialmente que o polinémio
2 s2 + 2s + 5 € irredutivel (ndo possui raizes reais).
1 n+1 9 .
=== !(x +1) } Assim, completando seu quadrado tem-se
3 n+2
1 /nt1)\2 , $°+2s+5=5"+2s+5+1-1
== 1
3(n+2) (z+1) = (s+1)*+4
Portanto, Além disto, tem-se que
a 1 /n+1\°
lim ntl) = lim 3< +2> (z+1)? 1—3s 1—3s
n—-+0oo CLn n—-+0o0 n =
$2+2s+5 (s+1)2+4
2
1 1
= Z(z+1)? lim <”+ ) _1-3(s+1-1)
3 n—+oo \ 1 + 2 (5+1)2+4
= g+ _1-36+1)+3
(s+1)2+4
lésar;do o teste da razao, da série dada serd 4-3(s+1)
absolutamente convergente quando “s112+4 1214
. An+1
nEToo an <l Logo, aplicando £L~' e usando a sua linearidade,




obtem-se
-1 1—3s _ -t 4-3(s+1)
$2+2s+5 (s+1)2+4

_ -1 2
=2L { (s+1)2+4
a1 s+1
3L {(s 1) +4}
=Lt 2
82 + 4 s—s+1
Y G
{ 52 + 4 s—>s+1}

= 2efsen 2t — 3elcos 2t

Exercicio 3 Observe que x
ordindrio para a edo

0 € um ponto
y//_yl+zy:0

Portanto, considere a sequinte proposta de solu¢do

o0
y=D ana"
n=0
Seque-se disto, que

oo
y = E napz™
n=1
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[12pt]2a9 — a1 +
+D_ [+ 20+ Dansz = (n+ Danss + ]2 =0

n=1

Portanto,

20,27(11:0

{ (1 +2)(n+ Daanys — (n+1)

=
Ap+1 +ap—1 = 0
a
as 3
=
(n+1)ans1 — an—1
Ap+42 =

(n+2)(n+1)
Tomando ag =1 e a; =0, tem-se

a
(12:7:0

asz = -

g =

Ou seja,

yi(z) =ao+arz+ - +asx’ + -

1 1 1
. S e S ST
6" ~21" T120" T
Tomando agora, ag =0 e ag = 1, tem-se
- a1
Yy’ = Zn(n — Dapz™? @279 7%
n=2
1
Substituindo na equag¢do dada, obtem-se as = 6
Y -y +zy=0 = a—_i
- N Y
Zn(n —Dapaz™ 2 — Znanx”_l + 1
—2 -1 a5 = — 35
n n - 30
+Zan:ﬂ"+1 =0 =
n=0
> Ou seja,
S (n+2)(n + Dagsoa” — ’
n=0 yo(r) = ap + arx + - +asz® + - -
(oo} oo
—Z(n + 1)a7l+1x” + Zan_laj" =0 = 1 1 1 1
n=0 n=1 o4+ opd— =t — a4
- oo - 2 6 24 30
2az + Z(n +2)(n + Dap 122"~ E a solugdo geral da edo € dada por
n=1
ad ad y(z) = cryi(x) + c2y2 ()
—a; — Z(n + Dapp12™ + Zan,laz" =0 =
n=1 n=1

com c1,co € R.



Exercicio 4 Observe que x = 0 € um ponto singular
regular da equacao

y'+5y +xy=0

Deste modo, considere a sequinte proposta de solu¢do
seqgundo o método de Frobenius

)
n=0

Seque-se disto, que

oo

y = Z(n +r)ap

n=0

n+r—1

oo

Yy’ = Z(n +7r)(n+r—1a,x

n=0

n+r—2

e, substituindo na equagao, tem-se

2y’ +5y +ay=0 =

oo
:cz n+r)n+r—1az" 2+
n 0
—1—52 (n+r)a,zntr=t +mZa 2T =0 =
n=0 n=0

oo

Z(n +r)(n+r—1az" 1+
n=0

+5Z(n + 1)anz T+ Zanx"”“ =0 =
n=0 n=0
a” Z(n +r)(n+r—1Da,z" 1+
n 0
+5Zn+7"an" 1+Za "t =0 =
n=0
Z(n +7r)(n+r—1az" "t +
n=0

+5Z(n +r)apz™ " + E:an,gac”*1 =0 =
n=2
r(r —Dagz™t + (r + 1)ra; +

+Z(n+

+5ragr !
o

r)(n+r—1az" ! +

+5(r+ ay +

+5Z(n +r)
n=2

+ian,2x”_1 =0 =

anxn—1_+
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(r+4)ragz™' + (r* + 6r+5) a; +

o0
Z [(n+7r+4)(n+71)an + an_2]z" =0
n=2

Logo,
(r4+4)rag=0
(r2+6r+5)a1 =0 =
n+r+4)(n+r)a, +an—2=0

(r+4)r=0o0uay=0
(r2+6r+5)200ua120

Ap—2

n+r+4)(n+r)

Ap = —

1° Caso: Suponha ag =0 e a1 # 0. Entdo
P2 46r+5=0=>r=—lour=-5

e, para r = —1

T T3 - 1)

1
ag—fga():
1
3:_501
1
a4——ﬁa2—0
1
a —a
R Vi
a6—-0
1
a a
T 23040
Ou seja
y1—x_1(a0+a1x+a2x2+a3m3+-~-)
—_— — —_ 4 6 DRI
== ot gy’ = pappma +

1 1 o 1 6
(1 2 351 " mow” T )
Para r = -5,

Gp—2

(n—1)(n—5)

ap = —

e neste caso, a relacdo de recorréncia nao estd
definida para n = 5 indicando que a solucdo nao se
enquadra na forma de série de poténcias.



2° Caso: Suponha ag # 0 e a; = 0. Entdo
(r+d)r=0=r=0our=-4

Para r =0, a relacdo de recorréncia torna-se

Ap—2
Op = ———"—
(n+4)n
Ou seja
1
az —ﬁao
1
a3<—~—§Ia1——0
1
@47 38410
1
e =
5 153
1 1
a ——ay = — a
67 760 23040 °
1
a7 = —7—7a5 =0
Portanto

y2:xo(a0+a1x+a2x2+a3x3+~--)

_ 1 24+ 1 4 1
=0T 0T T e 90T T 53040

1 1 2_+ 1 4 1 6_+
=a — =T+ T — 2+
0 12 384 23040

=4

a0x6+...

Para r = —4, a relagdo de recorréncia torna-se

Gp—2
n(n —4)

Qp = —

que nao estd definida para n = 4, ou seja, a solugcao
para este caso ndao encontra-se na forma de série de
poténcias. |
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Exercicio 5 Usando a transformada de Laplace
para resolver o problema de valor inicial

Y 3y +2y=0
y(0) =3
y'(0)=1
Obtem-se
Lyy" = 3y" + 2y}
L{y"} = 3L{y'} +2L{y} =0 =
s*L{y} — sy(0) — y/'(0)—
=3 (sLyy} —y(0)) +2L{y} =0

=L{0} =

Considerando L{y} =Y e lembrando que y(0) =3 ¢
y'(0) =1, tem-se

Y —35s—1—-3sY +94+2Y =0 =

(s =3s+2)Y +8—-3s =0 =

v —8 + 3s
s2 —-3s+2
5 2
s—1 s—2

Aplicando agora a transformada inversa,

1 5 _ 2
£ {51 §—2
1 1
=571 —2L7 e ——
bL {s—l} {8—2}

= He! — 22

y(t) =
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Data: 24 de Outubro Duragao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Resolvas a equagoes diferencial:
y = 10"
Problema 2 FEncontre todas as solug¢oes possiveis

dy _
dr

y(vy® = 1)
Problema 3 FEncontre a solug¢ao geral da equacao

v +2y+2=0
Problema 4 FEncontre a solug¢ao geral da equacdo

y//_y/+xy:0

Problema 5 Resolva a edo
y' =3y +2y=0

com y(0) =3 e y/(0) = 1.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Deseja-se resolver a sequinte edo e observe que
u = _3y—4y/
y =10""Y
Assim, seque-se que
P isto ob inicial t do dad
a;a isto observe inicialmente que a equacdo dada vy 4yt = a -
pode ser reescrita como
/
u
—— tu==x d
jy = 10%10Y 3
v u —3u= -3z
Usando separacgao de varidveis, tem-se, ) o )
Ou seja, a edo resultante € linear cujo fator
d ) .
Y 0vda N integrante € dado por
10¥
107vdy = 10%da = / 3 aete
Y pz) =e = ¢ St
10-Ydy = [ 107 da N Tomando cy = 0 e multiplicando ambos os lados da
v= edo em u tem-se
/elnlo*'ydy _ /eln 10° g, N e 3%y — 3e73%y = —3pe3" &
% (ue_3z) = —3ze 3 &
/e—ylnlody: /e$ln10dx =
ue 3% = —/3xe‘3xda: &
efyln 10 e In 10
In10 = In10 +¢co = ue 3% = %6739: (31’ + 1) +a <
. , 1
107Y 10" u(z) = z+ = + 1
_ — = 1
10 1o @ 3
Portanto,
107Y = —10°—¢cyIn10 = u = yiS =N
——
(&) 1
10* +107Y = ¢4 u=— &
Y
onde ¢1 € R. | | 3 1
Yy == <
u
Exercicio 2 Para resolver a edo )
y(z) = u™s
@ =Y (37213 - 1) ) ou seja
dx _%
observe que esta equacdopode ser reescrita como y(z) = (x + 3 + 0163m>
dy com c1; € R. |
oWy e !
Y +y= zyt N Exercicio 3 A equagdo diferencial
1/ /
- - Yy +2y +2=0
y Yty =a
. pode ser reescrita como
Considere
u=y’ y' +2y =2




possui coeficientes constantes e a equacdo auxiliar
da parte homogénea é dada por

m? +2m =0
cujas solugoes sao
mip =0
mo = —2

Ou seja, duas solugdes linearmente independentes,
para o edo homogénea sao dadas por

y1 =1

Yo = 6—2r

FE a sua solugcao complementar é
Ye = C1Y1 + C2U2
2z

=c1 +coe

Com c1,c3 € R. Usando o método dos coeficientes
a determinar, considere como proposta de solucao
a funcgdo

yp = Az

Substituindo na equacdo dada tem-se
Yy + 2y, = —2&
0+24A=-2¢<

A=-1

ou seja,
Yyp = =2

Portanto, a solucao geral da equacdo em questdo é

Y="Yc+Yp
_ —2x
=1 + cge —x
|

Exercicio 4 Observe que x =
ordindrio para a edo

0 é wum ponto

y"fy'ery:O

Portanto, considere a sequinte proposta de solug¢do

)
y=) ana"
n=0
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Seque-se disto, que

oo
y = g nanz™
n=1

o0
y' = Zn(n — Dapz" 2
n=2

Substituindo na equagao dada, obtem-se

vV -y +2y=0 =

o0 o0
Zn(n —Dayz" 2 — Znanac"_l +
n=2 n=1 oo
+Zanx”+1 =0 =
n=0

(n+2)(n+ ay422™ —

||M8

(=)

n

oo o
fZ(n + Dappra™ + Zan_lx" =0 =
n=0

n=1

oo
2a9 + Z(n +2)(n+ Daypox"—

oo n:1 o0
—a; — Z(n + Dapp12™ + Zan_lx” =0 =
n=1 n=1

[12pt]2a9 — a1 +
+Z [(m+2)(n+ Dapia — (n+ 1Danss +an—1]z™ =0
n=1
Portanto,
20,2 —ap = 0

{ n+2)(n+1apt2 — (n+ apt1 +an—1 =0

=
ai
as = B)
=
(n+ Daps1 — an—1
Up42 =

(n+2)(n+1)

Tomando ag =1 e a; =0, tem-se

a
CLQ:?l:O
. 1
3776
. 1
1Ty
. 1
7 120



Ou seja,

y1(x) = ap +arz+ - +asx® + - -
1 1 1
=1 g3 gt ...
6" “21" 120" T
Tomando agora, ag =0 e ap = 1, tem-se

al 1
a = —_———= -
27 9 T 9
1
0/3—6
1
="
1
o — =
> 30

Ou seja,

ya(z) = ap + arx 4 - + asz” + - -

FE a solugdo geral da edo é dada por
y(x) = ciyi(z) + caya(z)
com c1,co € R. | |

Exercicio 5 Usando a transformada de Laplace
para resolver o problema de valor inicial

y' =3y +2y=0
y(0) =3
y'(0)=1
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Obtem-se
Ly =3y +2y} =L{0} =
LLy"} = 3L{y'} +2L{y} =0 =
s*L{y} — sy(0) — y'(0)~
=3 (sL{y} —y(0)) +2L{y} =0

Considerando L{y} =Y e lembrando que y(0) =3 e
y'(0) =1, tem-se

Y —35s—1—-3sY +94+2Y =0 =

(s =3s+2)Y +8—-3s =0 =

_ —8 + 3s

T s2-3s5+2
_ 5 2
Ts—1 s-—2

Aplicando agora a transformada inversa,

y(t)‘cl{sflsiz}

_rp-1 1 o7 —1 1
=5L {5—1 2L

= 5et — 2%
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Data: 28 de Maio Duragao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Resolvas as equagoes diferenciais:

dy_ 2

b). v = zye”, y(0) = 1.
Problema 2 Determine as solucoes para a equacao

Y + 2y = xe
Problema 3 Encontre todas as solucoes possiveis

ydr — xdy = 22° sen z dx

Problema 4 FEncontre todas as solugoes possiveis

v+ a2ty =ayy
Problema 5 FEncontre todas as solugoes possiveis

zy + 2y + 2°y%e® =0

Boa Sorte!
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Data: Quarta-feira, 5 de Junho

2019
Turma C4

Exercicio 1

a). Deseja-se resolver a sequinte edo

dy 2
iayg |
v =(1+y)

Usando separacdo de varidveis, a equacdo dada
pode ser reescrita como

dy dx
+y)? = -
dy dx
/(1+y)2: £ -
i:lnm—i—cl =
1+y
_71:1+y =
In|z| + ¢
1
v= CInfz[+a
onde ¢1 € R. O

b). Deseja-se resolver o sequinte problema de valor
inicial

Usando-se separagao de varidveis para a resolu¢ao
da edo, tem-se

Y g da

Ou seja,
d
/—y = /a:ef”zdx =
Yy
e’
Inly| = - tena ER =
e’
ly| = e 2 o =
e’
ly| = cre 2 oy € RY =
@’
Y= :I:chT =
e’
y = 0367
onde c3 € R.

Usando a condi¢ao inicial y(0) = 1, ou seja x =0 e
y =1 tem-se

Ou seja, a solugdo procurada, é dada por

2

ex
e?2 &

W=

y=e

Exercicio 2 Deseja-se determinar todas as solugoes
da edo

y/ + 2y —_ .’L‘€_2x



Observe que trata-se de uma edo linear de 1* ordem.
Considere

p(x) =2

e observe que

/p(x)dz =2z + ¢, o €ER

Tomando ¢y = 0, tem-se que o fator integrante da

equacgdo dada €
/p(m)d:r
p(z) =e

— e2:c

Assim, multiplicando ambos os lados da edo por p(x)
tem-se

(@) (y' +2y) = p(x)ze > =
i @)y ()] = e we> =

Com ¢y € R. [ |
Exercicio 3 Deseja-se resolver a equagdo

ydx — xdy = 2z°sen z dx
Reescrevendo esta equagao, tem-se

(y— 2x3senx) dr —zdy=0 <

dy — 3
T2 —y=—2r’senx &
dy 1, — _ 942
T — oY= —2x*senx

Ou seja, a equacao dada € linear. Considere

p(z) = *é

e observe que

/p(at)dx =—Inl|z|+ ¢y, c0 €R

Tomando ¢y = 0, tem-se que o fator integrante da
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equacgdo dada €

FEscolhendo

() (% -1 ) = p(z) (—22?%senx) =
L u(x)y(z)] = L (—22%senx) =
w@)y(z) = [ —2zsenzdx =

%y(x) = 2xcosx — 2senx + ¢ =

y(z) = 222 cosx — 2wsenx + cox

Com ¢y € R. [ |

Exercicio 4 Para resolver a equacdo
y2 +:U2y/ — :ny/

Observe que ¢é possivel reescrevé-la da seguinte
maneira

yidx + 2%dy = xydy <
y2idr + (2% — zy)dy = 0

Ou seja, a equacdo dada € homogénea de grau 2.
Assim,

2
x? [%dx—l— (1— y)dy] =0 <
T T
Tomando

tem-se

dy = xdu + udx
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e, substuindo na equagado e observe que
u/ _ _2y—3y/
u?dz + (1 — u)(zdu + udz) = 0 & o
e, substituindo na edo dada, tem-se
udz + (1 —uw)xdu= 0 &
/ 4 x
d -1 u — —u=2z"€e
et du & x
x u
da u—1 Ou seja, a edo resultante ¢ linear cujo fator
= / " du & integrante € dado por
Injz| =u—Inju|+¢ < / 4
——dx
In|z| +In|u| = u+co PN p(x)=e/ 7
In |$U| = u-+cy = _ 6741n|:p|+co
Yy
In |y| = =+4cCp & eco
x = —
y at
ly| = ex e A Tomando cog = 0 e multiplicando ambos os lados da
y edo em u tem-se
lyl = crex © 4
p(zx) <u’ + u) = —2ztepu(z) &
Y x
= X d
v= e “ = (u(xyu() = ~2¢" &
y dx
- 1
Yy = c2eT —u(r) = —Q/ef”dx &
x
com ¢ € R. | 1
? —u(r) = 2%+ =3
x
Exercicio 5 Para resolver a edo (@) = 2672t + 1zt
! 5,3 ¢ __
zy +2y+atyten =0, Portanto,
N : u=y? &
observe que esta equacdo pode ser reescrita como
1
zy + 2y = -2yl o U= 2 =
2 1
Y+ 2y = —pteryB V== &
T U
Ou seja, tem-se uma equacdo de Bernoulli. Assim, y(z) = i;
.7 V2erxt + et
considere
u=1y > com c; € R. |
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Problema 1 Sabendo que y; = xInx é uma solucao da equacgao diferencial
1]2y” _ CL’y, +y= 0

Determine uma outra solugao ys desta equacao mesma equacdo que Seja linearmente
independente.

Problema 2 FEncontre a solu¢ao geral da equacdo
8y/// ‘I‘ y// — O
Problema 3 Encontre a solugao geral da equacao
4y" + 25y = x cos T

Problema 4 Sabendo que y1 = = e y» = xlnx com x > 0 sao solugoes da equacao
homogénea associada a equacao

, 1, 1 1
v' =y + Sy =,
T T T

Encontre uma solucao particular para esta equacao.
Problema 5 FEncontre a solugcao geral da equacdo
4y" — 4y — 3y = cos 2x

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe inicialmente que a equag¢do
dada pode ser reescrita como

1

1 1
y'=—y'+ 5y=0
x x
Assim, considerando p(z) = —1 e, usando o método

de reducao de ordem, tem-se que a outra solugao
que deseja-se encontrar € dada por

—/p(a:)dw
(&

Y2 = yl/igdm
Y1

/p(x)daz = /%dm

=—In|z|+ co

Perceba que

Tomando ¢y = 0 e considerando |x| = x (esta é
uma das solucoes possiveis e qualquer uma serve aos
propdsitos deste problema), tem-se que

Inz
€

Y2 :yl/ 5-dx
Y1

:xlnx/#dx

22In“z
/ dx

zlnx —
zln®z

()
=zlhnzx | — +c¢
Inz

Tomando ¢; = 0 (novamente, estamos interessados
em uma solu¢do qualquer), tem-se

Yo = —X

Para wverificar que y1 e yo sao linearmente
independentes poderiamos usar o Wronskiano, mas
isto € desnecessdrio uma vez que o método de
reducao de ordem garante que a Ssolucdo yo
encontrada € linearmente independente de 1. |

Exercicio 2 Sendo

Sy/// + y// — 0

a equacao diferencial dada, tem-se que sua equagao
auxiliar é dada por

8m3 +m?=0

Ou seja,
m? (8m+1) =0

e, esta equgdo possui solugoes

m1:0

’ITLQZO
-1

M=y

Seque-se disto, que
yp=e"" =1

Yo =2TYy1 =2

o8

ys =€ =e

Sendo, portanto a solugao geral da equagdo
diferencial dada
Ye = C1Y1 + C2Y2 + C3Y3
=cC1 +CoT + 636_%
com c¢1,co,c3 € R. |
Exercicio 3 Resolvendo inicialmente a equag¢do

homogénea associada, ou seja
4y" 4+ 25y =0

tem-se como equag¢ao auziliar

4m?* + 25 = 0,
cujas solucoes sao
5.
my = —i
T
m 9.
=——i
2T
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Ou seja, Onde
= cos §x M
TG U=y
5 o =2
= nl| — =
y2 =sen | 5z 2= W
Donde segue-se que a solugdao complementar da edo €
dada €
W Y1 Y2 ’
Y = c1y1 + c2¥Y2 y/l yé
5 5
=cicos | 5T + cosen 5% K zlnz
1 lnz+1
Para encontrar uma solugao particular, o método
do coeficientes a determinar apresenta como =x
proposta de solugao a funcdo
yp = (Az + B)cosz + (Cz + D)senx W, — 0 v
9 Y
Onde,
0 zlnx
Yy, = (Cx + A+ D)cosz + (~Az 4+ C — B)senx =
— Inz+1
y, = (—Cx — D —2A)senz + (—Az — B+ 2C) cosx T
Substituindo na equacdo dada =—lnz
4y1’,’—|—25yp =zcosr = y1 O
Wy = )
1 Y1 9
21D —8A =0 A=o7
z 0
21B+8C =0 B=0 B
= = 1
21A=1 C=0 L
21C =0 8
D=— -
441 1
Ou seja, 1
yp = ix cosx & ﬁsenx sendo g(x) = - (fungdo que torna a equag¢do nao
21 1 homogénea). Assim,
E a solugao geral da edo dada é
~1 In
Yg =Ye T Yp uj = AN ulz—%
T
_ 5} 5 1 1
= C] COS §m + cosen am + ixcosx—i— u’2 — E = wuy=Inzx
L 8
——senz
441 ¢
com cy,co € R. | In?x
Yp = —Tx—i—lnx(xlnx)
Exercicio 4 Usando o método da variacao de
pardmetros, a solucao particular y, que deseja-se _ lmln2x
encontrar € dada por 2
Yp = ULYL + U2Y2 n




Exercicio 5 A equacdo homogénea associada possui
equacgao auxiliar dada por

A4m? —4m—-3=0

cujas solucdao sao

1
my = —5

3

m2=§

Ou seja

Y1 = e_%

3z

y2 = e 2

e a solucdao complementar da edo dada €

Ye = C1Y1 + C2Y2

T 3z

= 01675 —+ 626?

com c1,co € R. Usando o método dos coeficientes
a determinar, uma proposta de solugao particular é
dada por

yp = Acos 2z + Bsen 2z

Gabarito 22 Prova

Donde seque-se que
yZ’, = —2Asen2x + 2B cos 2z
y, = —4Acos2x — 4Bsen 2z
e, substuindo na equacao
Ayl — Ayl — 3y, = cos 2z =

(—18A4 — 8B) cos 2z + (—18B + 8A) sen 2z = cos 2z

19

8A—-19B=0 A= 195

N 5

—8B—194=1 B—_ %

425

Ou seja,
1 8
Y= "195 cos 2x — @ser@x

e a solucdo geral da equacdo diferencial dada €
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Problema 1 Determine o intervalo de convergéncia da série

iZ"(m —3)"

—~ (n+3)
-1 S+ ]_

£ {s3+25}

Problema 3 FEncontre a solugao geral da equacao

Problema 2 Culcule

(1+a?)y" +ay +ay=0
Problema 4 Resolva a edo
(z® + )y =2y — 2y =0

Problema 5 Resolva a edo
y'" =5y +6y=0

com y(0) =1 e y'(0) = 3.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é
dado por

on _ n
0, = 23"
n+3
Assim, seque-se que
2n+1(1. _ 3)n+1
Gpt1 =
i n+4
e
any1| |2 (@ —3)"Tt n+3
an | n+4 27 (x —3)"
n+3
=12(x—3
’ (@ )n+4‘
n+3
=2 -3
[ - 3
n+3
=2 -3
<n+4> & |
Portanto,
n . 3
lim |2 = lim 2<n+ >|:U—3
n——+4oo (079 n—-+4oo n + 4

=2[z—3| lim nii
n—+oo N

=2z —3|

Usando o teste da razao, a série dada serd

absolutamente convergente quando

Ap+1
Qp

lim <1
n—-+o0o

Ou seja, quando

2z -3l <1 =

1
\x—3|<§ =
1 1
—§<x—3<§ =
3—%<x<3+% =
5 7
§<x<§

Logo, o intervalo de convergéncia é

()
2°2

havendo ainda a possibilidade de convergéncia nos
extremos deste intervalo (dispensado de fazer). M

Exercicio 2 Observe que

s+1 - s+1

3 +2s  s(s2+2)
11 1 s 1
25 25242 5242

Logo, aplicando £L~' e usando a sua linearidade,
obtem-se

o sFL Y . f11 1 s 1
£ {s3+25}_£ {25 252+2+52+2
D11 1. s
=3F {s} 2- {32+2}+
_;’_iﬁ—l \/§
V2 s2+2

1 1 1
= i—gcosx/it-i-ﬁsin\@t

Exercicio 3 Observe que = = 0 €é um ponto

ordindrio para a edo
(1+2*)y" +ay +2y=0

Portanto, considere a seguinte proposta de soluc¢do

o0
y= E anpx”
n=0

Seque-se disto, que

0o
y/ — § :TL(I,L.Z‘”71
n=1



Substituindo na equag¢do dada, obtem-se

(1+22)y" +zy +a2y=0

(oo}
1+ a:Q)Zn(n —1a,z" 2% +
n=2

oo
+x E na,x™ ' 4+ x g apx” =
n=1 n=0

a2 + Zn(n — Dapa™ +

Zn(n -1)

n=2
+Znanx + Za 2"t =0
o n=0
Z(n +2)(n+ apsoz™ +
o0 nzo o0 o0
—I—Zn(n—1)a7,x"+2nanx"+2an_1x":0
n=2 n=1 n=1
2a9+(6as+ai+ap) z+

0
3 (142) (041 ang 22"+
n=2

+> nn—1)a,a™+ > napa"+ . ap—12"=0
=2 n=2 n=2
2a3+(6az+ai+ap) z+

oo
Z n+2 (n+1) an+2+n Ap+0p_ 1]x =0

Portanto,
2a2 =0
6as+ai+ag =0 =

(n+2)(n+1)anso + nan+a,—1 =0

as = 0
- —ai; — ap
BT -
—nQan — Qp—1
an+2 =

(n+2)(n+1)

Tomando ag =1 e a; =0, tem-se

(12:0

1
0,3—76
a4—0

3
as = —
740

1
e — ——
67 180
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Ou seja,

1 (x) =ag +ayx + - +asx® + - -

1-—- lx + im + ixG
6 40 180

Tomando agora, ag =0 e ap = 1, tem-se

as =0
u 1
=76
1
ay _ﬁ
L3
° 740
u 1
7 20

Ou seja,

y2(2) = ap + arx + -+ + a5z’ + - -

=x 1963 1x+3x—|—1x6
o 6 12 40 20

E a solucdo geral da edo € dada por

y(v) = c1y1(w) + coye ()

com c1,co € R. |

Exercicio 4 Observe que x = 0 € um ponto singular
reqular da equacgao

(® +2)y" =2y =2y =0

Deste modo, considere a sequinte proposta de solu¢do
sequndo o método de Frobenius

o0
y=> anz""
n=0

Seque-se disto, que

oo

y = Z(n +7)a,z" Tt

n=0

oo

Yy = Z(n +7)(n47r—1az" 2

n=0
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e, substituindo na equagao, tem-se Logo,
(z*+a)y’ -2y —2y=0 = (r—3)rag =0
=
— B [(n+7r)(n+r—1)-2]a,+
(x2+m)Z(n+r)(n+r—1)anm o2 +n+7r—=2)n+7+1)ans1 =0
n=0
P23 =0 (=8 =0 oua =0
n=0 n=0 . (ntr—2n+r+1) =
e n+1 — — n
D)t = a4 () +r—1) -2
=0 r=3our=0
_ n+r—1 _
—i—Z(n—i—r)(n—i—r Danz n+r—2)(n+r+1)
n=0 Ap41 = — (079
(n+r)(n+r—1)—2

n+r—1 n+r _
—2Z(n +r)apz" T — 2Zanx =0 =1 1° Caso: Suponha ag 0 er =0

n=0 n=0
x ;(nJrr)(nJrrfl)anx + anHii;n(n—l)—Z .
n—1 2 _
+Z(n+7‘)(n+r71)anx - __n’-n 2an
n=0 n?—n-—2
—QZ(TL +r)apz" Tt — QZana:" =0 = = —ay,
n=0 n=0
Z(n—i—r)(n—kr—l)anx”—k ap= 1
Oon:() a; = —1
+Z(n +7r)(n+r—1aa" ! — 4= 1
n=0
3 <23 <0
n=0 n=0 a4 = 1
00 as = -1
Z[(nJrr)(nJrrf 1) —2]apz™ +
n=0
© .
+3 [+ )47 —1) =20+ 1) aua"t =0 = | Ouseja
n=0 0 2 3
o y1 = 2° (a0 + a1 + aza® + azz® + )
Z [(n+r)(n+r—1)—2] apa™+
oo n=0 =l—z+a? -3 +2* -2+ ..
+> 0 [(ntr+1)(ntr)—2(ntr+ D] apz” =0 = .
n=-—1 =
1+
(r —3)ragr—1 +
2° Caso: Suponha ag # 0 er = 3. A relagdo de
> recorréncia torna-se
Z{[(n+r)(n+r —1)—2la,+
n=0 (n+1)(n+4)
An41 = — 3 9 9 4n
+(n+r—=2)(n+r+1)api1}z" =0 (n+3)(n+2)—
_ n? +5n+4
T TR+ ont+4’m

= —an




4

Ou seja
apg= 1
a; = —1
ay = 1
a3 = —1
ag = 1
as = —1

Portanto

y2:x3(a0+a1x+a2x2+a3x3+~-~)

?(l-—z+2®—a®+2' -2+

e )
1+

14

Assim, a solugdo geral da equacdo dada €

Ye = C1Y1 + C2Y2

1 n x3
c
1+ 21+x

:Cl

i (6o

sendo c1,co € R. | |

Exercicio 5 Usando a transformada de Laplace
para resolver o problema de valor inicial

y' =5y +6y=0
y(0) =1
y'(0) =3

Gabarito 32 Prova

Obtem-se
L{y" — 5y + 6y}
L{y"} —=5L{y'} +6L{y} =0 =

s2L{y} — sy(0) —y'(0)—
=5 (sL{y} —y(0)) +6L{y} =0

=L{0} =

Considerando L{y} =Y e lembrando que y(0) =1 e
y'(0) = 3, tem-se

Y —s—3-5sY +54+6Y =0 =

(52—55+6)Y+275 =0 =

s—2
Y_
s2 —5s54+6
_ s—2
_(3—3)(5—2)
_ 1
T s—3

Aplicando agora a transformada inversa,

o= {251
o)

— Bt
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Problema 1 Determine as solucoes para a equacao
Y + 2y = xe >

Problema 2 FEncontre todas as solug¢oes possiveis

ydr — xdy = 22° sen x dx
Problema 3 Encontre a solu¢ao geral da equagao

4y" + 25y = x cos T

Problema 4 Encontre a solugao geral da equacao

4y" — 4y’ — 3y = cos 2x
Problema 5 Encontre a solugao geral da equacao

(1+2*)y 42y +2y=0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Deseja-se determinar todas as solugoes
da edo

Y+ 2y = we "

Observe que trata-se de uma edo linear de 1* ordem.
Considere

p(z) =2

e observe que

/p(x)dx =2x+co, co €ER

Tomando ¢y = 0, tem-se que o fator integrante da
equagdo dada €

Assim, multiplicando ambos os lados da edo por p(x)
tem-se

w(x) (v +2y) = plx)ze " N

i @)y (e)] = e ze>

p()yta) = [ads =

2

e y(x):?—I—co =

Com ¢y € R. [ |
Exercicio 2 Deseja-se resolver a equacdo

ydr — xdy = 2z°sen z dx
Reescrevendo esta equagao, tem-se

(yf 2x3sen9:) dr —zdy=0 <&

d

x—y —y=—2x%senx =
dx

d 1

& _ Zy = —2z%senzx

de x

Ou seja, a equagao dada € linear. Considere

p(z) = *%

e observe que

/p(x)dac =—Iln|z|+cy,c0 €R

Tomando ¢y = 0, tem-se que o fator integrante da
equacgdo dada €

FEscolhendo

() (Zgyc _ ;y> — u(e) (~2%sen ) N
2 lu(a)y(a)] = © (~20%sena) =
@)y (x) = /f2xsen:z:d:1: =

—y(@) = 2ocosw — Zenatey =

y(z) = 222 cosz — 2zsenx + cox
Com ¢y € R. [ |

Exercicio 3 Resolvendo inicialmente a equacao

homogénea associada, ou seja
4y" 4+ 25y =0
tem-se como equacdo auxiliar

4m? +25 =0,



cujas solucoes sao

5.
m1—§'&
5.
Mo = ——
2 21

Ou seja,

= CoS §x
Y1 = B

— sen é
Yo = 8 23:

Donde seque-se que a solugdo complementar da edo
dada €

Y = C1Y1 + C2Y2

5 n 5
= S — sen —
€1 COS 5 T CoSe 3 T

Para encontrar uma solugao particular, o método
do coeficientes a determinar apresenta como
proposta de solugao a funcao

yp = (Az + B)cosz + (Cx + D)senx
Onde,
y, = (Cx+ A+ D)cosz + (—Az + C — B)senx
y, = (=Cx — D —2A)senz 4 (—Az — B +2C) cos x
Substituindo na equacdo dada

4y, + 25y, = wcosx =

1
— A=—
21D -8A=0 21

21B+8C =0 B=0
=
21A=1 Cc=0

21C =0 D 8

441
Ou seja,

Yp = ﬁxcosx + msenx

E a solugao geral da edo dada é

Yg = Ye + Yp
5 ) 1
= (1 COS 5:10 + cosen 5.%‘ + ﬁx cos x+

.8
—FSen
44186 x

com c1,co € R. ||
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Exercicio 4 A equac¢do homogénea associada possui
equagao auxiliar dada por

4m?* —4m —3 =0

cujas solucdo sao

1
my = —5

3

mo = 5

Ou seja

Yy =e 2

3z

Yy = €2

e a solucao complementar da edo dada é

Ye = C1Y1 + C2Y2

T 3x
=cie 2 +cge 2

com c1,co € R. Usando o método dos coeficientes
a determinar, uma proposta de solugao particular é
dada por

yp = Acos2x + Bsen 2z

Donde segue-se que
Yy, = —2Asen 2z + 2B cos 2
y, = —4Acos 2z — 4Bsen 2z
e, substuindo na equacao
4y, — 4y, — 3y, = cos 2z =

(—184 — 8B)cos2x + (—18B + 8A) sen2x = cos 2z

19
8A—19B =0 A=-—0r
=
—8B - 194 =1 p__8
425
Ou seja,
Yp = ~ 5 cos 2x — ﬁserﬂx

e a solucdo geral da equacao diferencial dada é

Yg = Ye + Yp

e 198,
= e e — —— COS — ——Sen zxr
“ 2 125 T a5



Exercicio 5 Observe que = =
ordindrio para a edo

0 é um ponto

(1+2%)y" +ay +2y =0

Portanto, considere a sequinte proposta de solu¢do

o0
Y= E anpx”
n=0

Segue-se disto, que

oo
y' = g na,z" "t

n=1

= Zn(n — Dapz" 2
n=2

Substituindo na equacdo dada, obtem-se
(1+22)y +ay +ay=0 =
(1+ 2 Zn n—1)a
+x2na ks +xZan =

a2 + Zn(n — Dayz™ +
n=2

n2+

Zn(n -1)

Z(n +2)(n+ Dapsoz™ +
n=0

o0 oo o0
—l—Zn(n—l)anaB"—I—Znanx”—&—Zan,lxn =0 =
n=2 n=1 n=1

2a5+(6az+a;+ap) z+
45 (14 2) 4 ansaa™

+> " n(n—1)anz™ +Znan:c +Zan 1z"=0 =
= n=2

2a2—|—(6a3—|—a1 +a0) T+

o0

Z [(n—|—2)(n+1)an+2 + nQan—l—an,l] z"=0

n=2
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Portanto,
2(12 =0
6as+ai+ag =0 =

(n+2)(n+1)anio +n2an+a, 1 =0

as = 0
a1 —ao
az = 5 =
7n2an — Ap—1
Ap+2 =

(n+2)(n+1)

Tomando ag =1 e a; = 0, tem-se

a2:0
g X
3776
a4—0
o = S
> 40
oo b
57180

Ou seja,

yl(gg):a0+a1x+...+a5x5+.‘.

o la B85, 1o
B T R T

Tomando agora, ag =0 e ap = 1, tem-se

(ZQ:O
1
Gg——é
1
a _
YT 12
3
as = —
740
1
an = —
6~ 20
Ou seja,
yz(z’):a0+alx+...+a5x5+...
1 1 3 1
=x— o — —at 4+ —2® 4+ b

6 12 40 20
E a solucdo geral da edo € dada por

y(r) = cry1(w) + coya(w)

com c1,co € R. |
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Problema 1 Resolva a equag¢ao
20+ )1 +y)y + (y+2)>=0

Problema 2 Resolva a equagao
d
x2£+2xy:2—l—x, y(l) =1

Problema 3 Resolva a equag¢ao

1 1
(41:3/—1— —> dr + <2x2 — —> dy =0
T Y

Problema 4 Resolva a equag¢ao
;207 4y
Yy =—
Ty

Problema 5 Resolva a equacao

&y + 2ysenz = 2y’senx
dx

Boa Sorte!
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Gabarito 12 Prova
Data: Quarta-feira, 31 de Margo de 2021

2020
Turma C4

Exercicio 1 Deseja-se resolver a seguinte edo
20+ 2)(1+y)y +(y+2)? =0

Usando separacdo de varidveis, a equagdo dada pode
ser reescrita como

d
2(1+x)(1+y)£: —(y+2)? =
(1+y)
2 dy = — d =
22T 1™
1+y
2/( /1+ ~
1n|y+2‘+m: *11'1|1+.X|+C1
ondec; € R. |

Exercicio 2 Deseja-se resolver o seguinte problema de
valor inicial

x2 y
dx

y(1) =1

+2xy=2+x

Observe que a equagio dada pode ser reescrita como

dy 2 2+x
YT e

Ou seja,tem-se uma edo linear, com

Assim,

/P(x)dx = /%dx

=2In|x|+c1,c1 €R

e, tomando c1 = 0, tem-se

‘u(x) _ e/P(x)dx

_ e2ln|x\
_ eln|x\2
= |x|*
=52

Além disto, a solugdo desta edo é dada por

1
¥ = oo S ()

1 224+ x
:ﬁ x 2 dx
1
=2 (2+x)dx
1 x2
1,2, ¢
T2 x a2

onde c € R.
Usando a condigdo inicial y(1) = 1, ou sejax = 1e
y =1 tem-se

1 2 ¢
1= g+ c =
c = §
2
Ou seja, a solugdo procurada, é dada por
(x) — 1 + g + i
A R

Exercicio 3 Deseja-se determinar todas as solugdes da

edo .
(4xy+ x) dx + (Zx - y) dy =0



Considere

1
M(x,y) = 4xy + p

1
N(x,y) =2x> - =
(x,y) y
e observe que
oM
ay
oN
i 4x

Ou seja, a edo dada é exata. Para encontrar as solugdes
desta equagio é necessdrio resolver o seguinte sistema

of _ of _ 1
%‘M ax_4xy+x
of < of 1
L =N Lo=2x2 - =
dy ay y

Integrando em relagdo a x a primeira equagdo sistema,
obtem-se

f(x,y) = 2x%y +In|x| + k(y)

Donde segue-se que

of _H2
@—2x + Kk (y)

Comparando este resultado com a segunda equagdo do
sistema, tem-se que

1
K(y) = e k(y) = —Infy| +c

com c1 € R. Assim,
f(x,y) =222y +In x| + k(y)

=2x%y +In|x| —In|y| + 1

= 2%’y +1In

z ’ +c
- 1
Yy

e a solugdo da edo em questio é dada por

flx,y) =c 2 €R

Ou seja,
2x?y +1In x’ +c =0
Y
x
2x%y +1In ‘ =c
y
Comc e R. [ |
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Exercicio 4 Deseja-se resolver a equagio

y = 2x2x+ y
y

Reescrevendo esta equagdo, tem-se
d
xy% =2x2 412 &

(2x% + y*) dx — xydy = 0 &

Considere

dy = xdu +udx

Assim, a equagdo pode ser rescrita como

(24 u?)dx —u (xdu+udx) =0 &
(24 u? —u?)dx —uxdu =0 =
2dx —uxdu =0 s
%dx:udu &
X
/gdx:/udu &
X
2
u
2In|x| :7+c0

comcy € R.Trazendo de volta a varidvel y, tem-se

41n |x| = (%>2+c0 &

(4In|x| —co) x> —y?> =0

Exercicio 5 Observe que a edo

dy — 9,2
T +2ysenx = 2y“senx,

é uma equagdo de Bernoulli e pode ser reescrita como
1d
2

Y + Esenx = 2senx
yrdx y



Considere
1 -1
e observe que
du _,dy
dx Y dx
__ldy
C y2dx

e, substituindo na edo dada, tem-se

u
— —2senxu = —2senx

dx

Ou seja, a edo resultante é linear, com
P(x) = —2senx

f(x) = —2senx

/P(x)dx = / — 2sen xdx

=2cosx + ¢y

com ¢y € R. Tomando cy = 0, o fator integrante desta

Gabarito 12 Prova

equagdo serd entdo

‘u(x) _ E/P(x)dx

_ 62 oS X

Além disto, seque-se que a

u(x) = o5 [ 1) fd

1 n
= / — 26208 ¥gan x dx

82 Ccos x

— 1 (62C05x+c1>

62 Ccos X

p2cosx

com c¢1 € R. Trazendo a varidvel y de volta, tem-se

1 C1
g = p2COs X +1
Ou seja,
eZcosx
y(x) = €1+ eZcosx
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Data: 04 de Maio de 2021 Duragao: 16:00 - 19:00

Problema 1 Sabendo que a funcao y, = % ¢ uma solugao da equagao
l‘2y// + Bxy’ +y= 0
Encontre outra solugao desta edo, que seja linearmente independente de vy .
Problema 2 Encontre a solucao geral da equacao
" /
v +3y +3y=0
Problema 3 FEncontre a solugao geral da equacao
y// o 4y — 3e2x +4672z

Problema 4 Encontre uma solucao particular da equacao

T

2
y// _ 2y/ _|_ y — i
x
Problema 5 Encontre a solugao geral da equacao
22y +ay +4y =0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagido dada pode ser Tomando c; = 1 e cy = 0, segue-se que,
reescrita como
w, 3, 1 0 y2(x) = y1(x)u(x)
y iyt Ry =

. Inx

Ou seja, g
3 x
Sabendo que
1 Exercicio 2 A equacdo caracteristica da edo em
=7 questdo é dada por

Seque-se que

u(x) = —/P(x)dx

X

—3In|x|+cp, c0 €R

Disto segue-se que

e.”(x)

U(x) )
Y1
e—3In[x|+co
=—
2
_ ecoeln|x\ 2
= %0 |x| 3X2
2
— 0 M
=¢ 3
|x]
= j:ec01
X
=ca-, 0 €Rs

=clnx+c, 0 eR

m?+3m+3=0,

cuja solugio é

m1=*%+§i
mZ:—%—éi
Ou seja,
“=-3
p=4

e, 0 conjunto fundamental de solugées é
y1 = e**cos Bx

fx

=e 2 cos
Y2 = e**sen fx

fx

=e 2 sen
Logo, a solu¢do geral da equagio

y =cy1 +c2y2

3x
=cre 2 cos f" + coe” ¥ sen ——

3x 3
=e 2 (clcos @ -+ cpsen \€x>



Exercicio 3 Observe que a parte homogénea da edo
possui equagdo caracteristica

m?>—4=0
Ou seja,
mp =2
my = —2
e
= 2%
yr=e 2

com solucdo complementar

Ye = C1Y1 + C2Y2

=¥ e

comcq,cp € R
Para solugido particular da equagdo dada, considere
a sequinte proposta

Yp =X (Aezx + Be_2x>
Disto segue-se que

Y, = Ae* + Be™** + 2x (Aezx - Be*2x>
0= (2x+1) Ae® + (—2x +1) Be >

Yy = 2Ae™ +2(2x +1) Ae** —2Be™ > —
—2(=2x+1)Be ™
=4(x+1)Ae” +4(x—1)Be *
Substituindo na equagdo tem-se
Yy —4yy =3e* +4e7 &

4(x+1)Ae® +4(x —1)Be >~
—4x (Ae** + Be ) =3¢ +4e7F &

4Ae* — 4Be™%* = 3¢2¥ 4 42X

Ou seja

N
Il
PSS
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A solugdo geral é, portanto
Yy=YetYp
=16 + e P 4 x (Zezx - e_zx)

3
— (cl + 4x> e 4 (cg —x)e >
[ ]

Exercicio4 A equagdo caracteristica da
homogénea da edo em questdo é dada por

parte

m*—2m+1=0s (m—1*=0

ou seja
my =mpy =1

e, o conjunto fundamental de solugdes é

y] — em]x
= ex

Yo = xe*
= xe*

Usando o método da variacdo de pardmetros, tem-se
que

¥i Y2
W = / / '

Vi ¥

X X

e

e (x+1)e

xe




2 E2X

Ou seja

u; = —2x+c¢p

uy =2Inx|+ 1

comcy,c1 € R. Considerando co = ¢ = 0ex > 0,
segue-se que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Yy1u1 + YUz
= —2xe* +2xe*Inx

=2xe* (Inx —1)

Exercicio 5 Considere a fungio

y=x"
como proposta de solugdo para a equacio dada. Observe
que

y/ _ mxm—l

y' = (m—1)mx"2

Gabarito 22 Prova

Substituindo na equagdo, tem-se

2y +xy +4y=0 &
x2(m—1)mx"™ 2 4 xmx" 1 +4x" =0 &
(m—1)mx™ + mx" +4x" =0 <
(m?+4)x" =0 &
m?+4=0
e
my = 2i
my = —2i
Ou seja
a=0
p=2
Portanto

y1 = cos (2Inx)

y2 =sen (2Inx)
e a solugdo geral é

Yy = c1y1 + 22

=c1c08 (2Inx) + cpsen (21n x)

comcg,c1 € R |
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Problema 1 Determine para quais valores de k a série converge
o
g nk3=n
n=1

o0
. . N . .. 3n+1
Problema 2 Determine o raio de convergéncia da série e

n=1
Problema 3 Encontre a Série de Taylor para a fungcao f em torno de xqg = 3 sabendo
que f(3) =4 e

[e.o]

Fay =y

Problema 4 FEncontre a solucao geral da edo
y' + 2%y +xy =0
Problema 5 Encontre uma solugcao da equacao
2y +ay + (2 = 1)y =0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é dado

por

a, = nk37"
Assim, segue-se que

a1 = (n+1)37"7!

an+1

(n+1)k3—n-1

an

Portanto,

Logo,

pelo teste da razdo,

nk3—n

(n+1)k3=n3-1
nk3—n

1 /n+1\F
3 n

a série dada serd

absolutamente convergente para qualquer valor de k € R.

Exercicio 2 O termo geral desta série é dado por

ay =

Assim, segue-se que

x3n+l
64"

x3n+4

Int1 = cnti

Usando o teste da razdo,
absolutamente convergente quando

a
n+1 <1

limn%Jroo

n
Ei

1
64 =

x| < 64
|x| < 4
Ou seja, o raio de convergéncia é 4.

Exercicio 3 Sabe-se que

/ _ - (x_3)n
flo = L5
Logo,
Flx) = /i (x —ng)n

e
Aps1| A3n+4 gyn
ay - 641+1 x3n+1
|64
3
|
64
Portanto,
3
lim |%41] = g
n—+oo | dy n—+oo 64
|
64

a série dada serd

=

=

54



Ou seja

c=4

Donde seque-se, finalmente que

Exercicio 4 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
para a edo

y//+x2y/+xy:0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugio

(o]
y=) amx"
n=0

Segue-se disto, que

oo
y' =Y nax"!
n=1

[e°]

Z (n—1)a,x"2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

Y +x%y +xy=0 =

Y n(n—1)a,x"2 +
+x%Y napx" M+ x) ax" =0 =
o n=1 n=0
Y. (n+3)(n+2)ay x4
n=-—1
[e9) (9]
+Y napx™ 4 Y gttt =0 =
n=1 n=0

2a; + (6a3 + ag) x +
+Y (n+3)(n+2)ay3x" 1

= o
+ Y napx™ 4 Y gt =0 =

n=1 n=1

2ay + (6az +ag) x +
[o0]
Z [(n+3)(n+2)ayi3+ (n+1)a,]x" 1 =0
n=1
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Portanto,
2a, =0
6a3+ap=0 =
(n+3)(n+2)aps+(n+1)a, =0

612:0

_ —o
az = —— =
a . (Tl+1)an
T 4 3)(n+2)

Tomando ay = 1 eay; = 0, tem-se

0220

a _1
3776
Ll4—0
615—0

p 1
VT
a L
? 7 73240

Ou seja,
yi(x) =ag +ajx +---+asx®+ - -

1, 1., 7
=1-¥ - Tt T

Tomando agora, a9 = 0 e a; = 1, tem-se

LIZZO

613:0

a _1
76

a5—0

{16:0

b — >
5]

a 7L
T

Ou seja,
ya(x) =ag+ajx + - +asx® + - -
1 5 1
=x——xt— " - 10

6 252 567



E a solugdo geral da edo é dada por
y(x) = c1y1(x) + caya(x)
comcq,cp € R. |

Exercicio 5 Observe que x = 0 é um ponto singular
regular da equagio

2y +xy +<x2—1)y:0

Deste modo, considere a seguinte proposta de solugdo
segundo o método de Frobenius

(e}
y=Y axtt
n=0

Segue-se disto, que

/

y (n+7r)ayx"1

I
hgk

n=0

" n+r—2

y

I
ngk:

(n+r)(n+r—1)ax

n=0

e, substituindo na equagdo, tem-se

Pyt + (P -1)y=0 =

[e0)

x2Y " (n4r) (n+r—1)a,x" 2+
n=0

[e9)

Z n4r)a, x4 (x2 — 1) Zanx”+’—0 =

n=0 n=0

oo

Z n+r)(n+r—1)a,x" '+

+ Y (n4+r)a x4 Zanx””“—

n=0

Y
Lr7e

Z n+r)(n+r—1)a,x"+

(n+7)apx"+ Za X2
0 n=0

Z n+r)(n+r—1)a,x"+

Mz

n

o)

n=0 n=2 n=0
r(r—=1)ag +r(r+1)ajx +
[ee]
2 n+r)(n+r—1)a,x"+
n=2
rag + (1+r)a;x + Z n+r)a,x"+

n=2

—ag — mx + Zan,zx”— Zanxnzo =

n=2 n=2

(o]
Y apx"™t=0 =

Zanx” =0 =
=0

(o)
+ ) (n+r)ax"+ Zan,zx”— Y apx"=0 =
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(rP—1)ag+r(r+2)agx+

Y {[(n+2 — 1] an+ay 2} " =0

n=2
Logo,
(rP—1)ap =0
r(r+2)m =0 =
[(n+r)2 —1]ay+a,,=0
?»—1=0o0uay=0
r(r+2)=0oua; =0 _
T4y
= 2 -1
r=1lour=-1
ap =0
T4y
T 2 — 1
Perceba que, sendo a1 = 0, seque-se da relagdo de
recorréncia, que
a3 =as = a7 = - = a1 =0

Supondo ay # 0er =1, tem-se

—Aap—2

M ) -1

— 2
n(n+2)
apg = 1

a) — —

™| =

192
7= T 916
Ou seja

Yy =x <a0+a2x2+a4x4+a6x6+--~)

9c—13c3+L 5—Lx +-
8 192 9216

é uma solu¢do da equacio dada. |
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Problema 1 Determine as solucoes para a equacao
Y +dxy = e’

Problema 2 FEncontre a solug¢ao geral da equacdo
y'+y"=2y=0

Problema 3 Sabendo que y1 = x e yo = xlnx com x > 0 sao solugoes da equacao
homogénea associada a equacdo
1 1 1
y'— v+ Sy =,
x x x

Encontre uma solucao particular para esta equacao.
Problema 4 FEncontre a solug¢ao geral da equacao
y/I _ y/ + my — 0

Problema 5 Determine o intervalo de convergéncia da série
iQ”(az —3)"
—~ (n+3)

Boa Sorte!
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Data: Quarta-feira, 23 de Junho de 2021 Turma C4
Exercicio 1 Deseja-se determinar todas as solugoes As solugdes desta equacdo sao
da edo ,
y' + dzy = z3e®
=1
Observe que trata-se de uma edo linear de 1% ordem, i
cujo fator integrante é dado por me =—1+i
/4:cd:c m3=—1—1
n(z) =e
_ €2I2+cl
- Donde seque-se que trés solugoes linearmente

Desta forma, considerando ¢y = 0, seque-se que
[u(2)y(@)) = ' ()y(x) + pa)y' (2)
= 4z y(z) + 2 ¢/ (2)
= e (day(z) +y/(2))

Ou seja, multiplicando-se ambos os lados da edo dada
por u(x), tem-se

62x2(4xy +y) = e27% 13 07" -
[wy) = ades” =

ny = /w3e3m2dm =

py =¥ (§2% = ) + e =

1 2
V= [631 (1372 — %) + 02} =
y= e (fa )+ ae
Com ¢y € R. [ |

Exercicio 2 Deseja-se resolver a equacdo
y/// _|_y// _ 2y — O

Observe que trata-se de wma equagdo diferencial
linear de 3% ordem com coeficientes constantes
cuja equacgao auxiliar € dada por

m34+m?—2=0

independentes da edo em questao sao dadas por

y1 =¢e”

Yo = e Tcosx

ys = e ‘senx

e a soluagdo geral é

Yy = c1y1 + Cay2 + C3Y3

=c1€” + cpe” “cosx + cze” “senw

com c¢1,co,c3 € R. |

Exercicio 3 Usando o método da wvariacao de
pardmetros, a solucdo particular y, que deseja-se
encontrar ¢ dada por

Yp = U1y1 + U2Yy2

Onde



Yy Y2

/

(T

T zlnx ‘

1 Inz+1

Wy =

Wy =

8
8l © v o

1
sendo g(x) = —
x

homogénea). Assim,

(fungdao que torna a equagdo ndao

u,_—lnx = In" x
g e 2
, 1
Uy = — = uz=Inz
x
e
12
yp:f¥x+lnm(xlnx)
Lo 2
=zl
5rn"z
|
Exercicio 4 Observe que z = 0 €é um ponto

ordindrio para a edo

y' =y +ay=0

Portanto, considere a sequinte proposta de solucao

)
y=) ana"
n=0

Gabarito Prova Final

Seque-se disto, que

oo
y = g nanz™
n=1

o0
y' = Zn(n — Dapz" 2
n=2

Substituindo na equagao dada, obtem-se

vV -y +2y=0 =

o0 o0
g n(n —1)a,z""2 — E na,z" "t +
n=2 n=1

oo
+Zanx”+1 =0 =
n=0

(n+2)(n+ ay422™ —

||M8

(=)

n

oo o
fZ(n + Dappra™ + Zan_lx" =0 =
n=0

n=1

oo
2a9 + Z(n +2)(n+ Daypox"—

n=1
00

—a; — Z(n + Dapp12™ + Zan_lx” =0 =

n=1 n=1

[12pt]2a9 — a1 +

+Z [(m+2)(n+ Dapia — (n+ 1Danss +an—1]z™ =0
n=1

Portanto,
20,2 —ap = 0

{ n+2)(n+1apt2 — (n+ apt1 +an—1 =0

ai
as = 3

(n+ Daps1 — an—1
Up42 =

(n+2)(n+1)

Tomando ag =1 e a; =0, tem-se

ai

a2=?=O
“ 1
S
“ 1
T
a 1
T 120

=

=



Ou seja,

yl(x):a0+a1’r+...+a’5$5+...

1 1 1
N S e S - ST
67 T ;" 10t T

Tomando agora, ag =0 e a; = 1, tem-se

a 1
=5 =5
1

as = ¢
1
Qg _ﬂ
1
as —%

Ou seja,

yQ(x):a0+a1’r+...+a’5$5+...

_ 1L 5, 134 L 4 1 5
—;v+2x +6:U 2496 30x+

FE a solucao geral da edo € dada por

y(x) = c1y1(w) + caya(w)

com c1,co € R. ||

Exercicio 5 Observe que o termo geral desta série €
dado por

2w = 3)"
" n+3

Assim, seque-se que

2n+1($ _
n+4

3)n+1
Up41 =
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2ntl(y —
n+4

"t 43

2n(x —3)"

Ap+1
Qp

—‘2(:6—3)”+3‘

n+4

n+3
n+4

n+3
:2 —_
<n+4>|x 3|

- mn2<”+3>x—m
n—+oo n-+4

—9lr—3 lim 3
n—+oon + 4

= [2]

W—s

Portanto,

Ap+1
an

lim
n—-+oo

=2z — 3|

Usando o teste da razao, a série dada serd
absolutamente convergente quando

an+1
Qn

lim
n—-+oo

Ou seja, quando

2z =3l <1 =

1
=3l<z =
o =3 < 5

1< 3<1 =
g — -
2 2

1 1
J—=<zr<3+=- =

2 2
§<x<z
2 2

Logo, o intervalo de convergéncia €

(D)
2°2

havendo ainda a possibilidade de convergéncia nos
extremos deste intervalo (dispensado de fazer). ]
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Data: 21 de Junho de 2022

Prof°. Edson

2° Semestre

2021

Duracao: 14:00 - 16:00

Problema 1 Resolva o problema de valor inicial

Problema 2 Resolva a equagio

Problema 3 Resolva a equagio

Problema 4 Resolva a equagio

Problema 5 Resolva a equagio

2
{ Yy — ycosx = xe* Tsen*

y(0) =2

v +4—xyy =0

e” +siny + (g cosy) Yy =0

2.1

xy+yP+x%—x%y =0

(x+1)( +y*) = —y

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio diferencial Sabendo que y(0) = 2, seque-se que
3
Y — ycosx = xe¥ tsenx a=3
é linear, sendo ea solugdo do PVI1é portanto,
p(x) = —cosx y(x) = %esenx (exz +3)
f(x) — xex2+senx ]

Desta forma, considere
1) = [p(x)
= —/cosxdx

= —senx + ¢y

com cg € R. Tomando cy = 0, segue-se que

plx) = e

—senx
=e€

a(x) = [u(x)f (x)dx

_ 2
— /e senxxex +senxdx

= /xexzdx
1

2
_ L ox
—26 +c1

com c1 € R. E, finalmente,

Exercicio 2 Observe que a equagio diferencial
/
Y +4—xyy =0
usando separagio de varidveis, pode ser reescrita como

2y = P +4 &

2

ydy _ dx

v +4  x?
Integrando os dois lados desta equagio, obtém-se
(P +4)= 1 +c &
In(y2+4) = =2 +2¢ &
Y d= e 5o &

y= £/ cle_% —4

Exercicio 3 Perceba que a equagdo diferencial
x3 f ! __

e +seny+ (3cosy)y =0
Pode ser reescrita da seguinte maneira

X x —

(e +seny) dx—l—(scosy) dy =0 1)
Considere
M(x,y) = e+ seny

N(x,y) = %cosy



e observe que

My = cosy
1
Ny = 308y
e, além disso,
My - Nx _ g
N x

O que significa dizer que a equagio dada pode se tornar
exata e seu fator integrante é dado por

sy =el

— 2Inlx[+co
2
— eln\x| %0

= ef0x?

= Clx2

com cp = €0 ecy € IR. Escolhendo c; = 1 e
multiplicando a equagdo (1) por u, tem-se

x3cosy

x? (e"3 + seny) dx + dy=0

que é exata. Para encontrar as solugdes desta equagio é
necessdrio resolver o seguinte sistema

af_ 2 (3
gfx (e +seny)
af x3cosy

y 3

Integrando em relagdo a y a sequnda equagdo do sistema,
obtém-se

x3sen
flay) = 5 4 k()
Donde seque-se que
af 42 /
Eriaty seny +k'(x)

Comparando este resultado com a primeira equagdo do
sistema, tem-se que

K (x) = x2e% & k(x) = %e"g +c

com c1 € R. Assim,

x3seny

flry) = 25 k()

3 x3
x’seny + e
= 75 —|— Cl
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e a solugdo da edo em questio é dada por

flx,y) =c2, 2 €R

Ou seja,
Xdseny + X
—— fta=0
3
x3 X3 _
seny+e =c
Comc € R u

Exercicio 4 Observe que a equagio
xy+yr+xt—xy =0
Pode ser reescrita como
(xy+y2+x2)dx—x*dy =0 <&
xz{{%+ (%)2+1} dx—dy} =0 <
[1+ (1)2+1} dx —dy =0

X X

Considere

y Y = ux
u==<=
x dy = xdu + udx

Assim, a equagdo pode ser rescrita como

(u+u?+1)dx — (xdu+udx) =0 &
(u> +1)dx —xdu =0 &
du
dx _
RS

In |x| = arctgu + co
comcg € R. Trazendo de volta a varidvel y, tem-se

In |x| = arctg (%) +c &

y = xtg (In|x| — o)

Exercicio 5 Reescrevendo a equagdo diferencial

(x+1) (]/ +y2) = -y,

tem-se
dy 1 )
dx + x+ =Y




que é uma equacdo de Bernoulli e pode ainda ser vista
como

_ddy 11
y2dx x+1y
Considere
u= y_l
e observe que
du ,dy
dx — 7 dx
__1dy
y? dx

e, substituindo na edo dada, tem-se

di‘, 1
dx x+1

u=1

Ou seja, a edo resultante é linear, com

/P(x)dx - / a xlij—cl

=—Injx+ 1]+

Gabarito 12 Prova

comcg € R. O fator integrante desta equagio serd entio

/P(x)dx
plx) =e
— o~ Inlx+1]+c

= 40 (x + 1)

1
x+1

onde ¢c; = te. Tomando c; = 1, tem-se

u(x) = <o [Hf (s

:(x+1)/ dx

x+1

=(x+1)(In|x+1|+¢)

com ¢ € R. Trazendo a varidvel y de volta, tem-se

1
-=u &
y
1
o (x+1)(In|x+1]+¢)
Ou seja,
(x) = !
= D) (Infx+1] +¢)
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2021

: 14:00 - 16:00

Problema 1 Sabendo que a funcdo y1 = x> + 1 € uma solugdo da equagdo

(22 = 1)y — 22y +2y =0

Encontre outra solugao desta edo, que seja linearmente independente de v .

Problema 2 Resolva a equagao
y" =3y +3y —y=0
Problema 3 FEncontre uma solugao particular para a equagao
y' + 4y =2® -3
Problema 4 Encontre uma solugao particular para a equacgao
y' +2y +y=e"Inx
Problema 5 Resolva a equacao

:C2y"—i—4:z:y' +2y — ex

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio Tomando cy = 0, segue-se que,
(x?=1)y" —2xy' +2y =0 y2(x) = y1 (x)u(x)
pode ser reescrita em sua forma padrdo da seguinte ) x
forma, B (x +1) <_xz—|—l>
no2x n 2 —0
L S A -y
onde )
x |
P(x)=———
(x) x2 _ 1

Deseja-se encontrar uma outra solucido desta equagio
sabendo que
Y1 = x> 41

é uma solugdo. Usando o método da redugido de ordem,
considere

1) = [~ Pl)dx
2x
- /x2 — 1dx
:1n’x2—1‘ + co
com ¢g € R. Disto segue-se que

() = et

— eln|x2—1|+c0
= £ (xz — 1)

= (@ -1)

onde c; = xe. Tomando c¢; = 1, tem-se,

dx

ulx) - [H)
) vi

2 _
:/xi%dx
(x24+1)

X
=————+40,00€R
xz—i—l+2 2

Exercicio 2 A equacdo auxiliar da edo em questio é
dada por

m® —3m*+3m—1=0,

Observe que
mp =1

é uma solugdo desta equagio e
m® —3m*4+3m—1=(m—1) (m2—2m+1)

Ou seja, as outras solugdo desta equagio sio a raizes da
equagio
m? —2m+1=0

que sio

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagdo diferencial em questdo é

v = PULES
= ¢

Y2 = xY1
= xe*

Y3 = Xy2
= x2¢*



Logo, a solugdo geral da equagio é
Yy =cay1+cy2+csys3

= c1e" + coxe® + czx?e’

=¢* <01 +cox + C3x2>
com cy, ¢z, c3 € R. |

Exercicio 3 Deseja-se  encontrar  uma  solugdo

particular y, da equagio diferencial
Y +4y =x* -3
Considere
Yp = AxX® 4+ Bx> +Cx+D
e observe que

y =3Ax? 4 2Bx+C
y' =6Ax +2B

Substituindo na equagdo dada, tem-se
Y44y =x*-3&
6Ax + 2B +4 (3Ax2+23x+C) 2 3&

12Ax* + (6A +8B) x +2B +4C = x* -3

Ou seja, .
A= 5
1
B="%
DeR

e, portanto a solugdo particular é

tomando D = 0. [ |

Exercicio 4 A equacdo auxiliar da equagio difierencial
homogénea associada é dada por

m?4+2m+1=0%s (m+1)>=0

ou seja
my = nmp = —1
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e, 0 conjunto fundamental de solugdes é

yl:emlx
:e X
Y2 = X1
=xe ¥

Usando o método da variacdo de pardmetros, tem-se
que

Y1 Y2
W = / /
Vi ¥
e~ xe ¥
I —— (I1—x)e™*
_ 6—23(
0
Wy = yl ,f=e"Inx
f v
0 xe ¥
| e¥Inx (I—x)e™™
= —xe XInx
y1 0
Wo=| "
vi f
e~ ¥ 0
| —e ¥ e ¥Inx
=e PInx
e,
W
= w
_—xe 2Xn x
- e—2x
= —xInx
W
2w
B e X nyx
- e—2x
=Inx



Ou seja

1 1
u = Ex2 (2 —1nx> + ¢o
uy=x(Inx—1)+¢;

comcy,c1 € R. Considerando co = c1 =0ex > 0,
segue-se que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1u1 + Yauz

1
= Qefxxz <—i + lnx>
|

Exercicio 5 A equagdo auxiliar da edo homogénia
associada é dada por

m?+3m+2=0

cujas raizes sio,

my = —1

my = —2
Ou seja

yr=x""

y2=x""

e a solucdo complementar da edo é

Ye = C1Y1 + 22

= clel + szfz
comcq,cp € R.

Usando o método da variacdo de pardmetros para
encontrar uma solugdo particular, tem-se que a equagio
dada em sua forma padrio torna-se

X

//+é/+£ _ e
Y3y ma¥ T e

1 Y
W = / /
Vi ¥

x~1 x 2

| —x2 3
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0 » e
Wl = 7 f = 5
f yl x2
2
0 x 2
- er -3
gl —2x
— 7exx—4
yi 0
Wy = ,
vi f
x 10 ‘
- -2 &
_ exfo
e,
! Wl
T W
_ Xy 4
=—
= ¢*
g
25w
eXx 3
= —e'x
Ou seja
up =e* +c3

up=e*(1—x)+cy

comcs, cg € R. Considerando cz = ¢4 = 0, segue-se que,
uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1t + Yotz
=ex
e a solugdo geral da edo é entio

Y=Yctyp

=cx Lo 2 +e¥x?
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Problema 1 Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias dada por
[e9)

Problema 2 Encontre a solugdo geral da edo

x+2

<1_x2)y//+xy/_y:
Problema 3 Encontre uma solug¢do da equagio

232" +xy' — (2x +1)y =0

B 24+s+1
£ 1{<s2+4><s2—9>}

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

Problema 4 Calcule

y' =2y +2y = —2x
y(0)=0
y'(0) =5

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito 32 Prova
Data: Quinta-feira, 8 de Setembro

2021
Turma M4

Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é dado
por

a, = (_1)11 (x+2)3}’l

41’1
Disto segue-se que
-1 n+1
Ant1 = 4”% (x+2)%0 D)
e
a —1)n+t 4n
it | _ | ( n)+1 (x +2)%0+1) _
a || (~1)" (x+2)
—1
= ’4 (x + 2)3
1
=g lx+ 2)?
Portanto,
|| = i, 5 2
n
1
=gt 2
Logo, pelo teste da razdo, a série dada serd
absolutamente convergente quando
lim |29 <1 &
n——+oo an
1 3

Ou seja,
VA -2<x<V4i-2
[ |

Exercicio 2 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio

para a edo

1=y +xy —y=0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugio

[e0]
y=) amx"
n=0

Segque-se disto, que
[ee]
v =Y nayx"!
n=1
o0
"=y n(n—1)ax"?
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

-2y +xy —y=0 =

()

(1—x%)) n(n—1)ax"2+
&=2 o
+xY na,an-1 — Zanx” =0 =
[ee) n:1 [ee)
Y n(n—1)ay, n(n—1)a,x" +
n=2 n=2
[ee] [ee]
+) napx" =Y ax" =0 =
n=1 n=0
Y (n+2)(n 4 1)ay 22" —
[ee) n:0 o0 o0
— Zn(n —1)ayx™ + Znanx” — Zanx” =0 =
n=2 -~ n=1 n=0
2ay + 6azx + Y (n+2)(n+1)a,ox" —
n=2
=Y n(n—1)ayx" +a1x + Y na,x"
n=2 n=2
[ee]
—ag — a1x — Zanx” =0 =
n=2

2ap — ag + 6a3x+

+ Y [(n+2)(n+1)ayn — (n—1)%a,] x" =0
n=2
Portanto,
2612 —ay — 0
6a3 =0 =

(n+2)(n+1)agi2 — (n—1)%a, =0
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ap = % Segue-se disto, que
asz = 0 0
b (n—1)%ay, y = Z (n+r)ax"r1
"2 i+ 2)(n+1) n=0
Tomando ag = 1 ea; = 0, tem-se 0
0 1 ) y//: Z(n—i—r)(n—f—r—l)anx”“’z
ay = E n=0
a3 =0 e, substituindo na equagdo, tem-se
1
1= 2%y +xy' = (2x+1)y =0
5 = 2x2Y " (n+r) (n+r—1)a,x" "2+
1 n=0
g = — ) . )
80 2 n4r)ap X"t l— (2x +1) ) a,x"=0
. n=0 n=0
Ou seja,
yl(x) =4y + a1 x + 4 u5x5 + - 202(1’1+1’) (n+r71)anx"+’+
n=
(o) (e ) (e )
1 1 1 + Y (ntr)anx™ =Y 20, Y g, x" =0
BRI LR TLIR LR n=0 #=0 =

Tomando agora, ag = 0 e a; = 1, tem-se ad
Y 2(n+r) (n+r—1)a,x"+

a =0 n=0
a3 =0 + Y (n+r)apx"— Y 2a,x" =Y axt| =
n=0 n=0 n=0
[ee]
a3 =0 Y 2(n+r)(n+r—1)a,x"+
as = 0 [eS) n=0 [ [eS)
+Z(n+r)anx”— EZan,lx"— Zanx”:O
a6 =0 n=0 n=1 n=0
2r(r—1)ag + rag — ap +
o (o]
Ou seja, + ) 2(n4r)(ntr—1)a,x"+ Y (n+r)ax™
n=1 n=1
X)=ag+arx+- - +asx’ 4 -
y2(x) = a0+ m > —ZZan 1x"— Zanx
= [Zr(r 1)+r—1]a0+
- . o
E a solugdo geral da edo é dada por + Z {[(n+7r)(2n+2r—1) — 1] ay — 2a,_1} "=
y(x) = ey (x) + caya(x) "
comcy, co € R | Logo,

Exercicio 3 Observe que x = 0 é um ponto singular

reqular da equagio { (2r+1) (r—1)ap =0
2%y +xy — 2x+1)y =0 [(n+r)(2n+2r—-1) —1]a, —2a,-1 =0
Deste modo, considere a seguinte proposta de solugio
segundo o método de Frobenius r=1lour= _%
c- 2a
— a xn'H/ — n—1
! y;) ! = i) 2n2r—1) — 1



Supondo ay = 1ler =1, tem-se

a = 2a,1
T (n+1)(2n+1) —1
_ 244
- n(2n+3)
e,
ap = 1
a g
175
a 3
27 35
an = i
37 945
2
47 10395
4
>~ 675.675
Ou seja

y1=x" (a0+a2x2+a4x4+a6x6+---)

=x 1+27X+E+£+£+
o 5 35 ' 945 ' 10395

2x2 248 4xt 2x°

5 T35 Toss Tioaos T
é uma solucdo da equacio dada. |
Exercicio 4 Usando  fragées parciais,  observe
inicialmente que
s +s+1 3 1 1 s

(2+4)(s2—9) 13s2+4 13s2+4

7 1 +1 1
78s+3 65—3
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Logo,
= s +s+1 Bl 1
(s24+4)(s2—9)J 13 s2+4
1 .4 s
7B£ {52+4}
IAVSSS S O
78 s+3
1.4( 1
+6£ {5—3}
= 1121,‘7l 2t
—2656 13COS
7 3t L3
78¢ +6e
]

Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugdo desta equagdo, observe que

Ly -2 +2} = L{-22} &
L{y"}—2L{y'}+2L{y} = —2L{x}
Considerando
Y =LAy},
a equagdo anterior pode ser reescrita como
Y —sy(0) ~y/(0) ~2[sY ~y(0)] +2Y = 2
2 2
(*—25+2)Y+5= -5 =

—2 — 5g2

Y="—"FT"T"--—
(s2—25+2)s?

(Obs.: Quem chegou até aqui obteve 100% da questio.)
Logo,

y=L{Y}

Y el
=L {(52—25+2)52

=e" (cosx —5sinx) —x—1
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Problema 1 Encontre a solugdo geral da equagio
(ye ™ 4+ 1) dx + xe *dy =0

Problema 2 Sabendo que a funcio y; = x> — 1 é uma solugdo da equacio

(x*—=1)y" =2y =0
Encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y1.
Problema 3 Encontre uma solugdo particular da equagio

y' 4+ 5y + 6y = x%*

Problema 4 Encontre a solugdo geral da equagio

¥+ x%y +2xy =0
Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

y' —y —12y =x

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito Prova Final
Data: Segunda-feira, 12 de Setembro

2021
Turmas M4 e TX

Exercicio 1 Considere a diferencial
(ye ™ +1) dx +xe *dy =0
Tem-se que
M(x,y) =ye *+1
x

N(x,y) = xe~

e observe que

e, além disso,
My - Nx
N

O que significa dizer que a equagdo dada pode se tornar
exata e seu fator integrante é dado por

(o) = of (57

/dx
=e

— eX+CU

=1

= c1e”

com cg = €0 ecy € R. Escolhendo cu = 1 e
multiplicando a equagdo (2?) por p, tem-se

(y+e*)dx+xdy=0

que é exata. Para encontrar as solugdes desta equagdo é
necessdrio resolver o seguinte sistema

of

— X
ax_y“
of
@—x

Integrando em relagio a y a sequnda equagio do sistema,
obtém-se

f(xy) = xy +k(x)

Donde segue-se que

- = /
5y — YTk

Comparando este resultado com a primeira equagdo do
sistema, tem-se que

K(x)=e" s k(x)=e"+c
comci € R. Assim,
f(xy) = xy +k(x)
=xy+e*+oc
e a solugdo da edo em questio é dada por

flx,y) =c2, 2 €R

Ou seja,
xy+e'+c1 =0
xy+e'=c
_c—¢e*
Y=
Comc € R. |

Exercicio 2 Observe que a equagio
(* =1y —2y=0

pode ser reescrita em sua forma padrdo da seguinte
forma,

2
V' +0y = gy =0

x2
onde
P(x)=0

Deseja-se encontrar uma outra solucdo desta equagdo
sabendo que

1= x2 —1
é uma solugdo. Usando o método da redugdo de ordem,
considere

n(x) = / — P(x)dx

:/de

_CO



com cg € R. Disto segue-se que

p(x) = et

= eC()
= Cl

onde ¢q = €. Tomando c; = 1, tem-se,
u(x) = /y(f)dx
¥

dx
(x2 —1)?

B / (4(x1+1) - 4(x1— ot

+

! + ! dx
4(x—1)% 4(x+1)°

:%1n|x+1|—%1n|x—1|—
- ! - ! +c
2x—1) 2(x+1) ' ?
1 x+1 X
=g x—l‘_xz—1+cz
Tomando c; = 0, segue-se que,
ya(x) = y1(x)u(x)
1/, x+1
—1<x —1>ln P ’—x

Exercicio 3 Deseja-se  encontrar ~ uma  solucdo
particular y, da equagdo diferencial

¥ 45y + 6y = x%e*
Considere
Yp = (sz + Bx + C) e ¥
e observe que
= [~ + (24-B)x+B-C|e™

y/
Yy = [szf (4A—B)x+2A—ZB+C} e

Gabarito Prova Final

Substituindo na equagdo dada, tem-se

Y 45y +6y =x* " &

{2Ax2 +(6A+2B)x+2A+3B+ zc} e

Ou seja,
1
A= 3
- ]

e, portanto a solugdo particular é

1, 3 7\ _
yp:<2x —2x+4>e *

(Outro Modo:)
A equacdo auxiliar da equacio
homogénea associada é dada por

m?>+5m+6=0

ou seja

e, 0 conjunto fundamental de solugdes é

v = PULE:
— 672x
vy = PULES
—3x

X _ XZe—x o

diferencial

Usando o método da variacdo de pardmetros, tem-se

que
Vi ¥
W: / /
Vi ¥
e—?.x e—3x
B —De=2x  _3p=3x

— _e—5x



3
0 »
Wy = ]// f=x%"
f v
0 e—3x
- xzefx _3673)(
— _x2 —4x
wy—| 0
2 p—
n f
e 2x 0
- 2672" x2€7x
—_ 2 —3x
e,
MW
= w
—x2e’4x
= _e—5x
— xZex
W»
[ —
Uy = W
2 ,—3x
= _875x
— _xzer
Ou seja
U = e* (x2—2x+2) + ¢o
1o (h2
Uy = —Ze (Zx —2x+1) +c1

comcp,c1 € R. Considerando co = c1 = 0, segue-se
que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y141 + YUz
(12 3 .7
_<2x 2x+4>

Exercicio 4 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
para a edo

Y 4+ 3%y 4+ 2xy =0

Gabarito Prova Final

Portanto, considere a seguinte proposta de solugio
[e9)
y=) a,x"
n=0
Segue-se disto, que
[e9)
]// _ Z nanxnfl
n=1
[e9)
"= Y n(n—1)ax"?
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

y' +x%y +2xy =0

[0.0)

Y n(n—1)a,x"2 +
(o] n:2 (o]
+x% Y a4+ 2x Y a,x" =0
-~ n=1 n=0
Y. (n+3)(n+2)ay x4
n=-—1

[ee] (e}

Enanx"*l + Z:sznx’“rl =0

n=1 n=0

2ay + 6azx + 2a0x + Y (n+3)(n + 2)a,3x" T +

n=1

[ee] (e}
+ Enanx"*l + Z:sznx’“rl =0

n=1 n=1

24, + (6az + 2ag) x +

Y [(n+3)(n+2)ans
n=1

7+nan +2a,] x" 1 =0
Portanto,

2ar, =0

6asz +2a9 =0 =
(n+3)(n+2)ayi3+(n+2)a, =0

ap) = 0

ao
a3 - _g
an+3

=



Tomando ay = 1 ea; = 0, tem-se

ap; = 0
a —_1
T3
as = 0
a5 = 0
Ag = l
°~ 18

Ou seja,

yi(x) =ag+ajx+ - +asx’ + - -

1 1
—1— 2434 40 ...
3x +18x +

Tomando agora, ag = 0 e ay = 1, tem-se

ap, — 0
asz = 0
a —_1
T
a5 = 0
ag — 0
av = i
T

Ou seja,

ya(x) =ag +a1x + -4 asx® + - - -

_ . 1, 15
=x Zx+%x

E a solugdo geral da edo é dada por

y(x) = e1y1(x) + caya(x)

comcy,cp € R
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Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugio desta equagdo, observe que

L' —y -2y} = L{x} &
L{y'}y—L{y'}—12L{y} = L{x}

Considerando
Y=Ly},
a equagdo anterior pode ser reescrita como

s2Y —sy(0) —y'(0) — [sY — y(0)] — 12Y = 1 =

&2
5 1
(S _5_12)Y+S—1: —2 =
s
=42+
C s2(s2—s5—12)
Logo,
y=LT{Y}
—E_l —S3+52+1
N s2 (s2 — 5 —12)

Usando fragées parciais, tem-se que

- +s2+1 1 47
s2(s2—s5—12) 1445 112(s—4)

7 1
63(s+3) 1252

Ou seja

RN £ G Ay S S

V=1t {s} - {5—4}
=D
ot s mt ' E)

U PN U

T 144 112 3¢ 12"




Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral IV - Turma M4

Prof°. Edson
12 Prova 2° Semestre 2021

Data: 05 de Julho de 2022 Duragao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Resolva o problema de valor inicial
y=Iny
y(0) =5

(x —5) (zy + 3y) =2

Problema 2 Resolva a equacao

Problema 3 Resolva a equag¢ao
dy  2ry—eY
dr  x(ev —2)
Problema 4 Resolva a equacao

2xydr + (y2 — ZBQ) dy =0

Problema 5 Resolva a equacao
VYGBY +y) ==

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito 1% Prova 2021
Data: Terca-feira, 16 de Agosto de 2022 Turma TX
Exercicio 1 Observe que a equagio diferencial Segue-se que
y=Iny 7(x) = /P(x)dx
pode ser reescrita como
3
= / —dx
ey = y’ = X
dy _ RN =3In|x| + ¢
dx comcyg € R E,
dy
o =" plx) = 1t
Ou seja, — 3Injx[+co
ey
1 3
—— = X+ = =X
ey
1 onde ¢c; = %e. Tomando ¢; = 1, tem-se,
re - @ =
0 1 1(x) = [n(x)f(x)dx
y= In < > &
—X —Cp / 2x2 p
= x
y= —In(c;1 —x) x—=5
comcg € Recy = —cy. :10x+x2+501n|x—5|+cz
Sabendo que y(0) = 5, seque-se que cy = e > e .
_ -5 (x)
y=—-In(e” —x (x) = 9
(7 =) o) = 19
~ 10x+x*+50In |x — 5| + ¢,
- 3
Exercicio 2 Observe que a equagio diferencial X m

(x=5) (xy' +3y) =2
pode ser reescrita como

/+§ —L
Y xy_x(x—S)

que é uma equagio linear com

Exercicio 3 Perceba que a equagio diferencial

dy _ 2xy—e¢¥
dx  x(e¥ —x)

Pode ser reescrita da sequinte maneira
(¥ —2xy)dx+x (e —x)dy =0
Considere
M(x,y) =¥ —2xy
N(x,y) = x (& — x)



e observe que
M, = ¢ —2x
N, =¢e¥ —2x

O que significa dizer que a equagdo dada é exata Para
encontrar as solugoes desta equagio é necessdrio resolver
o0 sequinte sistema

of

Loy —
3¢ 2xy
of

L= (¥ —
3y x (e —x)

Integrando em relagdo a x a primeira equagdo do sistema,

obtém-se )

flxy) = xe! = =L+ k(y)

Donde segue-se que

of _ Y x '
@—xe 7+k(y)

Comparando este resultado com a segunda equacdo do
sistema, tem-se que

comcy € R. Assim,

flx,y) = xe! = =L+ k(y)
= xe¥ — xzy 4+
e a solugdo da edo em questio é dada por
flx,y)=cp, 2 €R

Ou seja,
xe¥ —x%y =c

Comce R u
Exercicio 4 Observe que a equagio
2xydx + (yz — xz) dy=0

Pode ser reescrita como

Gabarito 12 Prova

Considere

y Y = ux
u==<=
x dy = xdu + udx

Assim, a equagdo pode novamente ser rescrita como
2udx + (u? — 1) (xdu +udx) =0 &
(u+ud)dx+x(u?—1) du =0 &
(u+ud)dx = —x(u?>—1)du &

dx (u? —1) du

X  u+ul
Ou seja,
"dx /(uz—l) du
J x u+ud
Injx| = —In (#) +¢o

comcg € R. Trazendo de volta a varidvel y, tem-se

Inx=In (”2;1) +c &

lnx:—ln(xijyyz)—i—m &
In (x2;y2> =c
M — e &

’;j+y =0

Exercicio 5 Reescrevendo a equagdo diferencial

VI (BY +y) =x,

tem-se

/ + 1 — E %
que é uma equacdo de Bernoulli e pode ainda ser vista
como

jdy (13 _x
Vax T3 T3
Considere ,
u = y?
e observe que
du 3 1dy
p— 7y2 —
dx 27 dx

e, substituindo na edo dada, tem-se

3dx 3 3 Tdx 2 2



Ou seja, a edo resultante é linear, com

P(x) =5
fx) =3
/P(x)dx = d?x

- % + Co

comcg € R. O fator integrante desta equagio serd entdo

‘u(x) _ e/P(x)dx

— e%"rCo
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Tomando co = 0, tem-se

1
u(x) = oo [ f ()

1 X x
= — [ ze2dx
37/2
:x—Z—I—LX

e2

com ¢ € R. Trazendo a varidvel y de volta, tem-se

y% =usy= i/(x—Z—i—ce;)z



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV - Turma TX

Prof°. Edson
22 Prova 2° Semestre 2021

Data: 02 de Agosto de 2022 Duracgao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Sabendo que a fungio y; = x + 1 é uma solugdo da equagio
(x+1)%" -3(x+1)y +3y =0
Encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y.
Problema 2 Resolva a equagio
v +3y" — 4y — 12y =0
Problema 3 Encontre uma solugdo particular para a equagio
Yy’ +2y — 24y = —(x +2)e*
Problema 4 Encontre uma solugdo particular para a equagio
y" + 3y’ + 2y = sen(e¥)
Problema 5 Resolva a equagio
Xy +3xy +y =1Inx

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito 2? Prova 2021
Data: Quinta-feira, 18 de Agosto Turma TX
Exercicio 1 Observe que a equagio Tomando cy = 0, segue-se que,
(x4+1)%y" =3 (x+1)y +3y =0 y2(x) = ya(x)u(x)
pode ser reescrita em sua forma padrdo da seguinte x2
forma, =(x+1) ?—i-x
3
1 /
- + =0
¥y =x51Y (x+1)2y ¥ 3x2
=5+ +x
2 2
onde 3
P(x) = — ]
(x) x+1

Deseja-se encontrar uma outra solucio desta equagio
sabendo que
y=x+1

é uma solugdo. Usando o método da redugdo de ordem,
considere

- / X —?— 1dx
=3In|x+1|+¢p
com ¢y € R. Disto segue-se que
p(x) = en)

— Bnlx+1|+co

_ C 3

=+ (x4 1)

= (x+1)°
onde c; = xe%. Tomando c; = 1, tem-se,

)

u(x) = [ —54dx

vi
3
_ /(x + 1)2dx
(x+1)
2

=7+x+cz,czelR

Exercicio 2 A equacdo auxiliar da edo em questio é
dada por

m3 +3m? —4m —12 =0,

Observe que
mp = 2

é uma solugdo desta equagio e
m3 + 3m? — dm — 12 = (m — 2) (m2+5m+6)
Ou seja, as outras solugdo desta equagio sio a raizes da

equagio
m* +5m+6 =0

que sio
my = —2
msz = -3

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagdo diferencial em questdo é

v = PULES
— e?.x

Yy = oM
— e—2x

y3 = oM
— e—3x



Logo, a solugdo geral da equagio é
Yy =ciy1 + C2y2 + C3ys3

= c1e¥ e P f ez

com ¢y, ¢y, c3 € R. |

Exercicio 3 Deseja-se  encontrar — uma
particular y, da equacdo diferencial

solugdo

Y 2y —24y = — (x +2) ¥

Considere
yp = xe** (Ax + B)

e observe que

v, = et [4Ax2 +(2A+4B)x + B]

Y = ¥ [16Ax2 4 (16A +16B) x +2A + SB}
Substituindo na equagdo dada, tem-se

Yy 42y, —24yp = —(x+2)e" =

(20Ax +2A 4+ 10B) e* = — (x +2)e*

Ou seja,
1
20
19
~ 100
e, portanto a solugdo particular é

y, = —xe™® S o
4 20 100

A=

Exercicio 4 A equacdo auxiliar da equacio diferencial
homogénea associada é dada por

m?4+3m+2=0
ou seja
mp = —1
my = —2

e, 0 conjunto fundamental de solugdes é

v = mx
—e ¥
yp = pM2X
_ e—2x
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Usando o método da variagdo de pardmetros, tem-se
que

iy
vioY

W, =

Ou seja
u; = —cos (e*) + co

uy = e*cos (e*) —sen (¢¥) + c1



comcy,c1 € R. Considerando co = ¢1 = 0, segue-se que,
uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1t + Yau2

= —672

*sen (e¥)
|

Exercicio 5 A equagdo auxiliar da edo homogénia
associada é dada por

m?+2m+1=0
cujas raizes sio,
my =mpy = —1
Ou seja

p=x

Yo =x llnx
e a solugcdo complementar da edo é

Ye = C1Y1 + 22
—x ' +ox nx

=x"(c; +erlnx)

comcy,cp € R

Usando o método da variagdo de pardmetros para
encontrar uma solugdo particular, tem-se que a equagio
dada em sua forma padrdo torna-se

”_|_§ ’+i — lnix
Yy Ta¥= 2
Vi 2
W: / /
Vi ¥
x1 x llnx
| =22 (1—Inx)x2
0
wo=| | ol
f v x?

x 1lnx

0
Iy (1-Inx)x?

= —x3(Inx)?

Gabarito 22 Prova

Ou seja
Uy = —x (lnzx—ZInx+2) +c3
Uy =x(Inx —1)+cq4

comcz,cy € R. Considerando c3 = ¢4 = 0, segue-se que,
uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1u1 + Yauz

=lnx-2
e a solugdo geral da edo é entio

Y=Yc+Yp

—cx ' +ox Tlnx+Inx—2
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Colegiado de Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV - Turma TX

Prof°. Edson
32 Prova 2° Semestre 2021

Data: 06 de Setembro de 2022 Duracdo: 16:00 - 19:00

Problema 1 Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias dada por
% .50
Yy )
n!
n=1
Problema 2 Encontre a solugdo geral da edo
Y +2(1—x)y' —3xy =0

Problema 3 Encontre uma solug¢do da equagio

232" +xy' — (Bx +1)y =0

e ;;?si =

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

Problema 4 Calcule

y'—y — 12y =x

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito 32 Prova
Data: Quinta-feira, 8 de Setembro

2021
Turma TX

Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é dado
por
50
n
an — F (x + 7)”

Disto segue-se que

(n+1)> 1
Apy1 = CE (x+7)""
e
apn+1 (71 + 1)50 (x + 7)n+1 n!
ap (n+1)! n%0 (x +7)"
(n+1)%
n+1
= 7( ) [x+ 7]
Portanto,
1 49
lim || = g DT o)
n—+oo | ay n——+oo n
(n+ 1)49

=|x+7| lim

n—too  p0
=0

Logo, pelo teste da razdo, a série dada serd

absolutamente convergente quando

_ a
lim |2 <1
n—+oo | Ay
Ou seja, para todo x € RR. |

Exercicio 2 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
para a edo

Yy +2(1—x)y —3xy =0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugio

(o]
y=) amx"
n=0

Segque-se disto, que

[e0]
v =Y nayx"!
n=1

()

Z n(n—1)a,x" -2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

vV +2(1—x)y —3xy=0 =

e

Y n(n—1)ay,

n=2

2(1—x i

xi’l—2+
1-3x) a4 =0 =

Zn(n —1)ax" 2 +
n=2

[ee) o0 (o)
Y 2napx"t =Y 2na,x" — Y Ba,x"tl =0 =

n=1 n=0

e

(n+2)(n+1)a,42x" +

n=0

+ 22 n+1)a,1x" —
=0

—ZZnanx —23{1” 1x"=0 =

2ap +2a1 +

e}

; {(n +2)(n+1)ag2+

+2(n+1)ay 1 — 2na, — 3an1} =0

Portanto,

2a; +2a1 =0
(n+2)(n+1)ays2+ =
+2(n+1)ay 1 —2na, —3a, 1 =0
a; = —aq

b —2(n+1)a, 1 + 2na, +3a,_1
ni2 (n+2)(n+1)




Tomando ay = 1 ea; = 0, tem-se

ap; = 0
1
asz — E
1
a=—7
1

a5 =
1

% = —15

Ou seja,

yi(x) =ag +ajx +---+asx® + -

1+1x flx + xSflx +-
B 2 4 4 10

Tomando agora, ag = 0 e a; = 1, tem-se

ay = -1
asz — 1
a —_— _1
12
a f— g
°7 60
a —_— _E
°7 60
Ou seja,
ya(x) = ag +ajx + - +asx® + - -
=x—x24+x° - 7x +§ —1—1x +-
12 60 60
E a solugdo geral da edo é dada por
y(x) = ey (x) + caya(x)
comcy,cp € R |

Exercicio 3 Observe que x =
regular da equagio

0 é um ponto singular

2%y +xy' — (Bx+1)y =0

Deste modo, considere a seguinte proposta de solugio
segundo o método de Frobenius

(o)
y= Lo
n=0
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Seque-se disto, que

<
I

<
|

n+r—1

agk

(n+r)ayx

n=0

n—+r—2

agk

(nm+r)(n+r—1)a,x

n=0

e, substituindo na equagdo, tem-se

+

=
L07e

_'_

(o)
2 nr)a, X1 (

(n+r)ayx"*"—

=
Lr7e

e

n=0

[e)

(n4r)apx"— Y 3a,x" -

2x%y" +xy' — (Bx+1)y =

2x2Y " (n+r) (n+r—1)a,x" "2+
n=0

n=0
Y 2(n+r)(n+r—1)a,x" "+
n=0

(e )
23anxn+r+1 _
n=0

o0
Y 2(n+r) (n+r—1)a,x"+
n=0

n=0

[e9)
Y 2(n+r)(n+r—1)a,x"+
n=0

n=1 n=0

2r(r—1)ag + rag — ap +
o

o0
Y apx"| =
n=0

0

[c9)
3x+1) ) ax"t"=0

[ee]
Y a X"t =0
n=0

+ ) (ntr)anx"— Y 3a,_1x"— Y a,x"=0

+ ) 2(n4r)(ntr—1)a,x"+ Y (n+r)ax™

[e0]

+)_ {l(n+r)(2n+2r—1) — 1] ay

n=1

n=1

Logo,

{ [(n+r)(2n+2r—1) — 1] a, —

ay =

n=1

—2351,1 1x"— Zanx

[Zr(r 1) +r—1]a0+

(2r+1)(r—1)ag =0
351,1,1 =0

— —_1
r=1lour= 5

3a,1
(n+r)(2n+2r—1) — 1

—3a, 1} x"=



Supondo ay = 1ler =1, tem-se

a = 3a,-1
T (n+1)(2n+1) -1
. 351,1,1
- n(2n+3)
e,
ap — 1
u §
175
2= 2
2770
an = l
5770
g=
+ 7 3080
9
>~ 200.200
Ou seja

vy =x" <a0+u2x2+a4x4+a6x6+-~>

9x2 8 3xt "
5 70 70 3080

3x
=x|1+—+—--+07=+

~7 T 5 T 70 T 70 T 3080

é uma solucdo da equagio dada. |

Exercicio 4 Usando  fragdes  parciais,  observe
inicialmente que
$3—1 ~9 1 9% 1
(s+2)7%(s2-9) 5(s+2)? 255+2
n 131 141
755—3  3s5+3
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Logo,
= s2—1 _9£1{ 1 }_
(s+2)2(s2—-9)) 5 (s +2)
9% .4 1
_gﬁ {s+2}+
13 ,.,( 1
e
14 1
=r-1
+ 3 {s+3}
S B O
5 (s+2)2
9% oy 13 5
25¢ e T
14
+§€73t

(Obs.: Quem chegou até aqui obteve 100% da questio.)
Ou seja,

s3—1

L1 {
(s 42)2 (s2 —9)

_ 9, -2t 96,—2t , 13 3t
}—Ste 556 T gzt +

14 -3t
3€

+

Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugio desta equagdo, observe que

L{y"—y -2y} =
Ly} = L{y'} —12L{y} =

Considerando

L{x} <
L{x}

Y =L{y},

a equagdo anterior pode ser reescrita como
2Y — sy(0) — 1/ (0) — [sY — y(0)] — 12Y = ~ =

(?=5-12)Y+s—-1= - =

=482+
- s2(s2—s5—12)
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Logo,

Ou seja
=Ly
vme yo e [N E 1y

_ o ¥ 1?11 144 s 112 s—4

N s (s2 —s—12)

Usando fragées parciais, tem-se que — %571 { 5 _ll_ 3 } - 11—21371 { 512 }
-+ +1 1 47
2(sZ—s—12) 14ds 112(s—4) 1 47 4 37 g 1
T 12" et 12°
B 37 1
63(s+3) 1252 -




Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV - Turma M4 e TX

Prof°. Edson
Prova Final 2% Semestre 2021

Data: 12 de Setembro de 2022 Duracao: 14:00 - 17:00

Problema 1 Encontre a solugdo geral da equagio
(ye ™ 4+ 1) dx + xe *dy =0

Problema 2 Sabendo que a funcio y; = x> — 1 é uma solugdo da equacio

(x*—=1)y" =2y =0
Encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y1.
Problema 3 Encontre uma solugdo particular da equagio

y' 4+ 5y + 6y = x%*

Problema 4 Encontre a solugdo geral da equagio

¥+ x%y +2xy =0
Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

y' —y —12y =x

Boa Sorte!
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Data: Segunda-feira, 12 de Setembro
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Turmas M4 e TX

Exercicio 1 Considere a diferencial
(ye ™ +1) dx +xe *dy =0
Tem-se que
M(x,y) =ye *+1
x

N(x,y) = xe~

e observe que

e, além disso,
My - Nx
N

O que significa dizer que a equagdo dada pode se tornar
exata e seu fator integrante é dado por

(o) = of (57

/dx
=e

— eX+CU

=1

= c1e”

com cg = €0 ecy € R. Escolhendo cu = 1 e
multiplicando a equagdo (2?) por p, tem-se

(y+e*)dx+xdy=0

que é exata. Para encontrar as solugdes desta equagdo é
necessdrio resolver o seguinte sistema

of

— X
ax_y“
of
@—x

Integrando em relagio a y a sequnda equagio do sistema,
obtém-se

f(xy) = xy +k(x)

Donde segue-se que

- = /
5y — YTk

Comparando este resultado com a primeira equagdo do
sistema, tem-se que

K(x)=e" s k(x)=e"+c
comci € R. Assim,
f(xy) = xy +k(x)
=xy+e*+oc
e a solugdo da edo em questio é dada por

flx,y) =c2, 2 €R

Ou seja,
xy+e'+c1 =0
xy+e'=c
_c—¢e*
Y=
Comc € R. |

Exercicio 2 Observe que a equagio
(* =1y —2y=0

pode ser reescrita em sua forma padrdo da seguinte
forma,

2
V' +0y = gy =0

x2
onde
P(x)=0

Deseja-se encontrar uma outra solucdo desta equagdo
sabendo que

1= x2 —1
é uma solugdo. Usando o método da redugdo de ordem,
considere

n(x) = / — P(x)dx

:/de

_CO



com cg € R. Disto segue-se que

p(x) = et

= eC()
= Cl

onde ¢q = €. Tomando c; = 1, tem-se,
u(x) = /y(f)dx
¥

dx
(x2 —1)?

B / (4(x1+1) - 4(x1— ot

+

! + ! dx
4(x—1)% 4(x+1)°

:%1n|x+1|—%1n|x—1|—
- ! - ! +c
2x—1) 2(x+1) ' ?
1 x+1 X
=g x—l‘_xz—1+cz
Tomando c; = 0, segue-se que,
ya(x) = y1(x)u(x)
1/, x+1
—1<x —1>ln P ’—x

Exercicio 3 Deseja-se  encontrar ~ uma  solucdo
particular y, da equagdo diferencial

¥ 45y + 6y = x%e*
Considere
Yp = (sz + Bx + C) e ¥
e observe que
= [~ + (24-B)x+B-C|e™

y/
Yy = [szf (4A—B)x+2A—ZB+C} e

Gabarito Prova Final

Substituindo na equagdo dada, tem-se

Y 45y +6y =x* " &

{2Ax2 +(6A+2B)x+2A+3B+ zc} e

Ou seja,
1
A= 3
- ]

e, portanto a solugdo particular é

1, 3 7\ _
yp:<2x —2x+4>e *

(Outro Modo:)
A equacdo auxiliar da equacio
homogénea associada é dada por

m?>+5m+6=0

ou seja

e, 0 conjunto fundamental de solugdes é

v = PULE:
— 672x
vy = PULES
—3x

X _ XZe—x o

diferencial

Usando o método da variacdo de pardmetros, tem-se

que
Vi ¥
W: / /
Vi ¥
e—?.x e—3x
B —De=2x  _3p=3x

— _e—5x



3
0 »
Wy = ]// f=x%"
f v
0 e—3x
- xzefx _3673)(
— _x2 —4x
wy—| 0
2 p—
n f
e 2x 0
- 2672" x2€7x
—_ 2 —3x
e,
MW
= w
—x2e’4x
= _e—5x
— xZex
W»
[ —
Uy = W
2 ,—3x
= _875x
— _xzer
Ou seja
U = e* (x2—2x+2) + ¢o
1o (h2
Uy = —Ze (Zx —2x+1) +c1

comcp,c1 € R. Considerando co = c1 = 0, segue-se
que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y141 + YUz
(12 3 .7
_<2x 2x+4>

Exercicio 4 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
para a edo

Y 4+ 3%y 4+ 2xy =0

Gabarito Prova Final

Portanto, considere a seguinte proposta de solugio
[e9)
y=) a,x"
n=0
Segue-se disto, que
[e9)
]// _ Z nanxnfl
n=1
[e9)
"= Y n(n—1)ax"?
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

y' +x%y +2xy =0

[0.0)

Y n(n—1)a,x"2 +
(o] n:2 (o]
+x% Y a4+ 2x Y a,x" =0
-~ n=1 n=0
Y. (n+3)(n+2)ay x4
n=-—1

[ee] (e}

Enanx"*l + Z:sznx’“rl =0

n=1 n=0

2ay + 6azx + 2a0x + Y (n+3)(n + 2)a,3x" T +

n=1

[ee] (e}
+ Enanx"*l + Z:sznx’“rl =0

n=1 n=1

24, + (6az + 2ag) x +

Y [(n+3)(n+2)ans
n=1

7+nan +2a,] x" 1 =0
Portanto,

2ar, =0

6asz +2a9 =0 =
(n+3)(n+2)ayi3+(n+2)a, =0

ap) = 0

ao
a3 - _g
an+3

=



Tomando ay = 1 ea; = 0, tem-se

ap; = 0
a —_1
T3
as = 0
a5 = 0
Ag = l
°~ 18

Ou seja,

yi(x) =ag+ajx+ - +asx’ + - -

1 1
—1— 2434 40 ...
3x +18x +

Tomando agora, ag = 0 e ay = 1, tem-se

ap, — 0
asz = 0
a —_1
T
a5 = 0
ag — 0
av = i
T

Ou seja,

ya(x) =ag +a1x + -4 asx® + - - -

_ . 1, 15
=x Zx+%x

E a solugdo geral da edo é dada por

y(x) = e1y1(x) + caya(x)

comcy,cp € R
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Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugio desta equagdo, observe que

L' —y -2y} = L{x} &
L{y'}y—L{y'}—12L{y} = L{x}

Considerando
Y=Ly},
a equagdo anterior pode ser reescrita como

s2Y —sy(0) —y'(0) — [sY — y(0)] — 12Y = 1 =

&2
5 1
(S _5_12)Y+S—1: —2 =
s
=42+
C s2(s2—s5—12)
Logo,
y=LT{Y}
—E_l —S3+52+1
N s2 (s2 — 5 —12)

Usando fragées parciais, tem-se que

- +s2+1 1 47
s2(s2—s5—12) 1445 112(s—4)

7 1
63(s+3) 1252

Ou seja

RN £ G Ay S S

V=1t {s} - {5—4}
=D
ot s mt ' E)

U PN U

T 144 112 3¢ 12"
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12 Prova 1° Semestre 2022

Data: 10 de Novembro Duracdo: 16:00 - 18:00

Problema 1 Resolva a equagio diferencial

_ dy
Y — | =
e (1 + dx) 1

Problema 2 Resolva o problema de valor inicial
xy’ 42y = senx
{y(%) =1
Problema 3 Resolva a equagio
y(x+y)dx+ (xy+1)dy =0

Problema 4 Resolva a equagio
]/2 +x2y/ — xyy/

Problema 5 Resolva a equagio
(+D) +y") =y

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sdo Francisco

Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito 12 Prova
Data: Sexta-feira, 11 de Novembro

2022
Turma C4

Exercicio 1 Observe que a equagio diferencial

- dy
y — prm—
e <1+ dx) 1

pode ser reescrita da seguinte forma

dy
. — Y
1+dx e =
dy
_J o — oY
Ix e 1 =
dy
ey—l_dx

Ou seja, tem-se uma equagdo de varidveis separdveis,
cuja solugdo é dada por

dy
/ey—l_/dx =

ey—1’
In = x+¢g =
ey
ey—1’ _ pxe N
ey
e —1 = Hee* =
ey
(I—cie¥)e¥ =1 =
1
y:
¢ 1—cie* =
1
=1
Y n(1—01€x>
y=Inl—In(1—-ce*) =
y= —1In(1—cqe")
Ondecy = e ecy € R. [ |

Exercicio 2 Deseja-se resolver o seguinte problema de
valor inicial,

{x]/ +2y = senx
y(z) =1
Para isto, observe inicialmente que a equagio

xy +2y =senx

pode ser reescrita como

sen x
X

2
vy =

ou seja, trata-se de uma equagdo linear, onde

Desta forma, considere

1) = [pldx

:/gdx
J x

:211‘1|x|+C(), co €R

Tomando co = 0, tem-se

plx) = 1)
_ 621n|x|
Além disso,
1) = [n(x)f (x)dx
= /xsenxdx
=senx —xcosx+cy, ¢ €R
e, finalmente,
q(x)
X) =
y(x) ()

senx — XCcosx + ¢

x2

Como deseja-se que y (5 ) = 1, segue-se que

MM T,
y(3) =222~ (Z%C)(Zsz L=
a=(3)"-1



Portanto

senx — xcos x + (%)2 -1

y(x) =

2
|
Exercicio 3 Para a resolugio da equagio
y(x+y)dx+ (xy+1)dy =0
Considere
M(x,y) = y(x +y)
N(x,y) =xy+1
e observe que
Ny =y
My =x+2y
‘ Ny —M 1
o) = M=
Assim,
n(y) = /qv(y)dy
[
= —In|y| +co, co € R
e
ply) = 1
— ¢~ Inlyl+co
=yl e
+e0
Ty
1
Ty
onde c; € Ry. Tomando cu = 1 e multiplicando a

equagio dada por u, tem-se

1
(x+y)dx+<x+y>dy—0
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que, agora é exata. Logo, existe uma fungio f : Q) C
R? — R tal que

of

a—x—i-y
of 1
7_x+7
Iy y

Ou seja,

2
X
floy) =5 +xy+njy[+c, 2 €R
e a solugdo da equagio em questdo é, portanto

fx,y) =c3c3€R

Ou seja
2

5 +xy+Injyl=c, ceR

Exercicio 4 Observe que a equagio diferencial
yz +x2y/ _ xyy/
pode ser reescrita como
y2dx + (x2 - xy) dy =0,

que é uma equacdo homogénea. Colocando x* em

evidénvia, tem-se

2 [() ars (1- 2 ar] =0

X

A% A
(x) dx—i—(l x)dy—O
Considere

ue?

x

e observe que

y=ux
e

dy = xdu +udx

Substituindo na equagdo anterior, tem-se
w?dx + (1 —u) (xdu +udx) =0 =

udx+ (1—u)xdu =0



Tem-se portanto, uma equagio separdvel, donde segue-se
que
dx
x

[ [

Inlx| = u—Inlu|+¢ =

Mdu =
u

4

In|xu| = u—+co
xu = Ze‘oet =
y
Yy = cpex
ondec; = e ecy € R. |

Exercicio 5 Observe que a equagio

(41 +y?) = -y
pode ser reescrita da seguinte maneira

1 2

/ — —
e LA e

1,11
yzy x+1y

Ou seja, tem-se uma equagdo de Bernoulli. Considere a
seguinte mudanga de varidvel

disto seque-se,
, 1

u' = —y—zy’

Substituindo na equagdo anterior, tem-se

/_

u=1,

x+1

que é uma equagdo linear com

Gabarito 12 Prova

Considere portanto,

n(x) = /p(x)dx

_7/ dx
o x+1

:*11’1’3(+1|+C0, co €R

eco

BREEST

+e
x+1

1

= — :j:co
x+1’ “ ¢

Tomando c1 = 1, segue-se que

9(x) = [u(x)f(x)dx

7/dx
S x+1

=Injx+1|+c, R

u(x) = 19
SNTES
=(x+1)(In|lx+1]+c)
Ou seja,

1
gz(x+1)(ln|x+1|+cz):>

1
(x+1)(In|x+ 1| +c2)

y:
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Colegiado de Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV - Turma C4
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22 Prova 1° Semestre 2022

Data: 24 de Janeiro de 2023 Duracao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Sabendo que a fungio y; = x é uma solugio da equagio
2y — (x4 2x)y + (x +2)y =0
Encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y.
Problema 2 Resolva a equagio
y" —6y" +11y —6y =0
Problema 3 Encontre uma solugdo particular para a equagio
y' — 2y + 2y = xcosx
Problema 4 Encontre uma solu¢do particular para a equagio
y' =2y +ty=e"Vx

Problema 5 Resolva a equagio
x*y" +5xy' + 8y =0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio Tomando c; = 0, segue-se que,
Xy — (24 2x)y + (x +2)y =0 ya(x) = y1(x)u(x)
pode ser reescrita em sua forma padrdo da sequinte -
forma,
2
x° +2x x+2 [ |
"o = ]// + = y=0
onde Exercicio 2 A equacdo auxiliar da edo em questio é
) dada por
p(x):_izz" m® — 6m? +11m — 6 =0,
x
x+2 Observe que
= - X mp = 1

Deseja-se encontrar uma outra solugdo desta equagio
sabendo que

h=x
¢é uma solugdo. Usando o método da reducdo de ordem,
considere

n(x) = /—P(x)dx

:/x+2dx:/1+%dx

X

=x+2In|x| +¢o
com cg € R. Disto segue-se que

H(x) =™

— X +2Infx|4co
2
_ exeln\x| %0

= e¥x2ef0

= ¢y x2e"
onde ¢; = €%, Tomando c; = 1, tem-se,

_ [ulx)
)= vi

x2e*
= : dx
x

="+, 00eR

u(x dx

é uma solugdo desta equagio e
m3 — 6m? +11m — 6 = (m —1) (m2—5m+6)

Ou seja, as outras solucdes desta equagdo sio a raizes da
equagao
m* —5m+6=0

que sio

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagio diferencial em questdo é

]/1 — emlx
= ex
yz — ei’l”sz

— er
y3 — el’f’IsX
— eSx

Logo, a solu¢do geral da equagdo é
Yy =c1y1+ Y2 +C3y3
= 16" + cpe?* + 36

comcq, ¢, c3 € R |



Exercicio 3 Deseja-se  encontrar  uma  solugdo
particular y, da equacdo diferencial

y" =2y +2y = xcosx
Considere
Yp = Asinx + Bcosx + Cxsinx + Dx cos x
e observe que
y = (D+ A)cosx + (C— B)sinx — Dxsinx+
+ Cxcosx
y" = (2C — B)cosx — (2D + A) sinx — Dx cos x—
— Cxsinx
Substituindo na equagdo dada, tem-se
y' =2y +2y = xcosx &
(-2A+B+2C—2D)cosx +
+(A+2B—-2C—2D)sinx +
+(—2C+D)xcosx+(C+2D) xsinx = xcosx

Ou seja,
—2A+B+2C-2D =0
A+2B—-2C—-2D =0
=
—-2C+D =1
C+2D=0
14
A=——
25
2
P= 2
2
C=—=
5
1
D= =
5
e, portanto a solu¢do particular é
——Esinx—t—gcosx—gxsinx—l-}xcosx
=05 25 5 5
e 1—4+gx sinx + £+1x Ccos x
a 25 5 25 5

Exercicio 4 A equagdo auxiliar da equagio difierencial
homogénea associada é dada por

m?—2m+1=0« (m—1)>=0

Gabarito 22 Prova

ou seja

my =mpy =1

e, 0 conjunto fundamental de solugdes é

}/1 — emlx
= ex

Y2 =X
= xe*

Usando o método da variacdo de pardmetros, tem-se
que

Vi ¥
Vi W

ex xe

e* (1+x)e

Wy =




3
uhy = %
VA
T
— Vx
Ou seja

2
U = —gxzx/}—l- co

2
Uy = gx\/}—l— 1

comcg,cq1 € R. Considerando co = ¢;1 = 0ex > 0,
segue-se que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1u1 + you2
2 2
= —gxzﬁe" + §x2\/§ex

4
=I5 x%/xe*
|

Exercicio 5 Sendo a equagio dada um Equagdo de Euler,
segue-se que a equacdo auxiliar desta é dada por

m?+4m+8 =0

Gabarito 22 Prova

cujas raizes sio,

my = —2+2i
my = —2—2i
Ou seja
o= -2
=2

y1 = x"*cos (Blnx)

= x2cos (2Inx)

Y2 = x"sin (BInx)

= x"%sin (2Inx)

e a solugdo geral é

Yy =c1y1 +c2y2

= c1x 2 cos (2Inx) + cpx ?sin (21nx)

_ 1 c1cos (2Inx) +cpsin (2Inx)

x2

comcy,cp € R [ |
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Data: Terca-feira, 28 de Fevereiro de 2023 Duracgao: 14:00 - 17:00

Problema 1 Calcule £ {f(t)} sabendo que

t,o<t<l1
fty=1< }1<t<?2
0,t>2

Problema 2 Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias dada por

00 (_1)nx2n—1
(2n—1)!

n=1
Problema 3 Encontre a solugdo geral da edo
(x+2)y" +xy' —y=0
Problema 4 Encontre uma solug¢do da equagio
xy" —x*y + (*-2)y=0
Problema 5 Resolva o problema de valor inicial
y =y -x
{ y(0) =1

Boa Sorte!
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Gabarito 3? Prova 2022
Data: Sabado, 4 de Marco Turma C4
Exercicio 1 Usando a definicio da Transformada de Logo
Laplace, segue-se que
L{f(t)} =A+B
1 1
400 :———e_s S+1+
ey = [ et e
J0
1 —s (2
. Y + e (s +25+2)—
_ / e SLF ()t + / e F(F)dt+
0 oo ! —e % (452 +4s+ 2)
+ e SLf(t)dt
2
1 1
) gt e 42—
= / te~Stdt + / e stdt + / Oc St dt )
1
—2s 2
" ¥ s — S—3e (45 +4s + 2)
—A+B u

Resolvendo a integral A, tem-se

1
A:/ te=Stdt
0

1 _
=2 SE(st+1)

1

0

1 1

:sz_sfzeis(s%'].)

Resolvendo a integral B, tem-se

2
B= / e stdt
1

1 2
= ——367“ (szi.‘2 + 2st + 2)
s

1

- 513 {e*s (52 125+ 2) P (452 Y ds 2)]

Exercicio 2 Observe que o termo geral desta série é
dado por
—1)" 2n—1
I
(2n —1)!

Disto segue-se que

(_1)n+1x2n+1

I = T 1)
e
Apy1| (_1)n+1x2n+1 (21’[ _ 1)1
an | | (@n+1)!  (=1)nx2n-1
| (2n+1)2n
1 2
EETTE
Portanto,
a
1- n+1 — 1 2
A T s

1

2 ..
=[x lim ~—
i G )

=0



2
Logo, pelo teste da razdo, a série dada serd
absolutamente convergente quando
a
lim [ <1
n——+oo | dy
Ou seja, para todo x € R. |

Exercicio 3 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
para a edo
(x+2)y" +xy' —y =0

Portanto, considere a seguinte proposta de solugio
[e)
y=) amx"
n=0
Segue-se disto, que

(e}
]// — Znanxnfl
n=1

o
y' =Y n(n—1)a,x"?
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

(x+2)y" +xy—y=0 =

n(n—1)ax" 2+

agk

(x+2)

3
Il
S}

[7e

o0
+x ) nax =Y g =0 =
n=0

Il
—_

n

n(n—1ax" 1 +

[1e

2

2n(n —1)a,x" 2 +

[

+

n=2

o0 o0
+) napx" =Y apx" =0 =
n=1 n=0

[e0]
Y (n+1)na,1x"+
n=1
[e0]
+) 2(n+2)(n+1)ayox" +
n=0

o0 o0
—i—Znanx” — Zanx” =0 =
n=1 n=0

4a, —ag +

[e9)

+ Y [(n+1)nay 1 +2(n+2)(n+1) a0+

n=1

+(n—1)a, | x"=0
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Portanto,
4112 —ap = 0
(n+Dnay, 1+2(n+2)(n+1)a,0 + =
+(n—-1)a, =0
a
ap = ZO
I —(n+1)nay4 1 — (n—1)ay,
2 2(n+2)(n+1)
Tomando ag = 1eay; = 0, tem-se
a 1
27 4
a _i
3T T4
ag = 0
s = L
>7 480
a _— 7L
© 7 1440

Ou seja,
yi(x) =ag +ajx +---+asx® + -

1 1 1 1
gt a1 s 1 e
ARV T, R VYT R

Tomando agora, ag = 0 e ay; = 1, tem-se

a =0
a3 =0
ag =0
a5 =0
ag =10

Ou seja,
yo(x) =ag+ax 4 -+ asx® + - - -
=x
E a solugdo geral da edo é dada por

y(x) = crya(x) + caya(x)

comcy, ¢y € R, [ |



Exercicio 4 Observe que x = 0 é um ponto singular
reqular da equagio

xy’ — ¥y + (x2 —Z)y =0

Deste modo, considere a seguinte proposta de solugio
segundo o método de Frobenius,

[e¢]
y=Y a,x"t
n=0

Segue-se disto, que

(e )

vy =Y (n+r)ax"t 1

Z n4r)(n+r—1)ax"t 2

e, substituindo na equagdo, tem-se

xy”—xzy’+(x2—2)y:0 =

[e9)

xY " (n+r)(n+r—1)a,x" 2
n=0

Z n4r)ap x4 (x2 = 2) Y gt =0=
n=0 n=0

[e9)

Y (n4r) (n+r—1)a,x" 1
n=0

[ee]
=Y (ntr)axt il
n=0
[ee] [ee]
+ ) apx™ 2=y 20, x" T =0 =
n=0 n=0

oo

x| Y () (ntr—1)a,x" 1 —
n=0

=Y (n4r)anx" 14+ Y auxt2— Y 20,1 | =0=

n=0 n=0 n=0
()

Y (ntr+1)(n+na,x"—

n=-—1
[ee]

Z n+r—1)a,_1x"+ Zan X" — ZZanx

n=1 n=2 n=0

+r(r+1)a; +

=0=
r(r—"1agx~!

+(r +2)(r+azx — rapx +

+ Y (n+r+1) (n+r) a1 x"—
n=2

—Z (n+r—1)a,_1x"—
n=2

[ee) o0
+ Y ayox"—2ag —2a1x — ) _2a,x"=0 =
n=2 n=2
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r(r—"Dagx ! +r(r +1)a; +

+(r +2)(r+1ax — ragx —

—2ag — 2a1x +
[e0]
+) {(ntr41) (ntr)ay -
n=2
—(n+r—1)ay,_1+ay,—2—2a,}x" =0
Logo,
r(r—1)ag =0
r(r+1)a; —2a9=0
(r+2)(r+)ay —rag—2a; =0 =
(n+r+1)(n+r)ay.1 —
—(n+r—1)ay_1 +ay,—» —2a, =0
r=0our=1
a = ia
TS
rag + 2a;,
Iy = ———F——
(r+2)(r+1)
A (n+r—1)ay, 1 —ay_p + 2a,
e (n+r+1)(n+r)

Supondo ay = 1er =1, tem-se

nay_1 — ay—p + 24y

any1 =

(n+2)(n+1)
a) = 1
1
ap = 5
1
az — 8
1
ag = ﬂ
1
a5 — ﬁ
1
aeg = %



Ou seja

vy =x" (ao +apx+apx? +azx® + agxt +asx® + - - )

1 1 1 1
— (1 te2,t 3, b4 L5
x< +x+2x +6x +24x +120x +

1 1 1 1
_ 2, + 3, 1.4 5 6, ...
=Xx+Xx —i—zx +6x +24x +120x +

é uma solugdo da equagio dada. |

Exercicio 5 Considere como proposta de solugio a
seguinte fungdo

o
y=) amx"
n=0
Como y é uma Série de Taylor em torno de x = 0,
segue-se que
Ly
n =
n!

Assim, derivando a equagio dada, em relagio a x, tem-se
y' =2y -1=
y"(0) =2y(0)y'(0) - 1
=1

Repetindo o procedimento, tem-se
y/// —9 (y/)Z + Zyy” N

y"(0) = 2y'(0)> — 2y(0)y" (0)
—0

/.1

v =ey'y" +2yy" =

Y™ (0) = 6y'(0)y" (0) + 2y (0)y"'(0)
—6
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]/U :6(y//)2+8y/y///+2yyiv =

y°(0) = 6y"(0)* + 8y (0)y" (0) + 2y (0)y™ (0)
—18

Logo
ap = y(0)
-1
!

0
n= yl(! !
-1

y"(0)
2=
_1
)
B y///(o)
=3
-0
¥ (0)
M=
_1
4
_ y°(0)
%= 5
_3
20
Portanto

y:a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+a5x5+---

Lo 14, 35
—1+x+2x +4x +20x +---
(Obs.: Esta questdo tinha por objetivo explorar a
Transformada de Laplace como método de resolucdo.
Porém, por conta do “y*” que hd na equagio, seu uso nio
é possivel. Apesar da solugdo apresentada estar dentro
do contetido ensinado, como ndo apresentei tal método
de resolugiio em sala, considero a questdo cancelada
e a pontuagdo correspondente concedida a todos que
estiveram presentes na prova.) u
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Problema 1 Encontre a solugio geral da equagio
(2x+ 1)y =4x+2y
Problema 2 Encontre a solugdo geral da edo
y' =3y +3y =0

Problema 3 Encontre uma solugdo particular da edo

X

y' =2 +y = %
Problema 4 Encontre uma solugdo da equagio
xy" —x%y' + (x* = 2)y =0
Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

x"" + 4x = sen 3t
x(0) =0
x'(0) =0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 A equagdo dada pode ser reescrita como
;2 o 4x
(T LA T

o0 que demonstra que esta é uma edo de 1* ordem linear,
com

Desta forma, considere

= /p(x)dx

—In2x+1|+¢p, co €R
Logo,
‘u(x) = er](x)

— e In|2x+1]4co
_ e]n\2x+1|71+c0

‘o
C2x+1]

+ec0
T 2x+1

C1

=, ::l:co
w1 € ¢

Tomando-se c; = 1, tem-se,
= [n@f(x)dx
Sy,

(2x+1)

1n|2x+1|+ +¢p, 2 €R

+1

e, finalmente,

=2x+1)In2x+1[+cp (2x+1) +1
u

Exercicio 2 A equacdo auxiliar da edo em questio é
dada por
m* —3m+3 =0,

cujas raizes sio

N WL
oS

ou seja

e o conjunto fundamental de solugdes ¢,

y1 = e**sen Bx
3x \fx
=e2sen ——

cos Bx

V/3x

—62 COS*

yz — eax

e a solugdo geral da equagdo é dada por

y =y t+cay2

x  \/3x x  \/3x
201€ZSGHT+C2€2 COST

3 V/3x V/3x
=e2 c1senT +czcosT

c1, €2, € R |
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Exercicio 3 A equagdo auxiliar da equagio difierencial e,
homogénea associada é dada por W
=y
m*—2m+1=0«s (m—1*=0
2x
-5
ou seja e2x
my=mpy=1 1
T ox
e, 0 conjunto fundamental de solugdes é
y1=e"" W2
Uy = W
= ex
erx
= XX
Y2 = X1 T e
= xe* . 1
T2
Usando o método da variagdo de pardmetros, tem-se Ou seja
que
uy = *11’1|X| +co
yi Y2 1
W= Up=—-—+4¢
2 1
Vi Y2 X
. . comcy,cq1 € R. Considerando co = ¢1 = 0ex > 0,
_| € xe seque-se que, uma solugdo particular da equagio é
e (1+x)e*
( ) Yp = Y1u1 + you2
— er 1
= —e*Inx + xe* (—)
x
0 1 ot =—¢"(Inx+1)
Wi = Py flx) = )
f X u
0 xe* Exercicio 4 Observe que x = 0 é um ponto singular
= . reqular da equagio
2 (1+x)e
xy’ — %y + (x2 —2) y=0
o2
-y Deste modo, considere a seguinte proposta de solugdo
segundo o método de Frobenius,
" o y= Yo
Wy = ) n=0
n f Segue-se disto, que
et 0 o0 .
= . v =) (n+rax"""
er ;7 n=0
_ e vV'=Y (n+r)(n+r—1)ax"t2
x2 n=0



e, substituindo na equagdo, tem-se

xy" —xPy 4+ (x2=2)y=0=

X
n

(n+r)(n+r—1)a,x" 72—

agk:

0
(o) (9]
7x22 (n+r)anxn+r—1+ (xZ _ 2) Zanxn+r:0 =
n=0 n=0

(n+r)(n+r—1)ax"-1—

agk:

n=0

[e0]
— 2 (n+r)anxn+r+1+
n=0
o0 [e0]
+ Zanx”“*z— Zzaan:o =
n=0 n=0
x| Y () (ntr—1)a,x" 1 —
n=0
=Y (n+r)apx™ 4 Y apx 2= Y 2a,x" | =
n=0

n=0 n=0
(e )

Y (n+r+1)(n+nay 1 x"—

n=—1

(n+r—1)a,_1x"+ Zan KX — 2211,1 =0=
1 n=2 n=0

+r(r+1)a; +

Mz

n

r(r—"1agx~!
+(r +2)(r+Dazx — ragx +

+ Y (n+r+1) (n+r)ay 1 x"—
n=2

[e)

=Y (ntr—1)a,_1x"—
n=2

[ee) (o]
+ Y ay_ox"—2ag —2a1x — ) 2a,x"=0 =
n=2 n=2

r(r—Dapx 1 +r(r+1)a; +
+(r +2)(r+1ax — ragx —
—2a9 — 2a1x +

+ Y {(n+r+1)(n+r)ay1—
n=2
—(n+r—1)ay_1+ay—p—2a,}x" =0

Logo,

r(r—1)ag =0
r(r+1)a; —2ap =0
(r+2)(r+Yay —rag—2a7 =0 =
(ntr+1) (n+7)an 1 —
—(n+r—1)ay—1+ay,—2 —2a, =0
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r=0our=1
a) = 2 a
TSV
2 — rag + 2a;
2T r+2)(r)
a _ (ntr—1)ay 1 —an o+ 2ay
T (n+r+1) (n+r)

Supondo ag = 1er =1, tem-se

nay_1 — Ay—p + 2ay

It = T ) (nr )
e,
a; = 1
1
ap; = E
1
asz = 8
1
114 - ﬂ
I L
>~ 120
a — L
6~ 720
Ou seja

y1=x" (ao +arx+apx? +azxd +agxt +asx® + - - )

1+x+1x2+1x3+ix —l—ix +-
2 6 24 120

=x+x +1x +1x +ix +Lx +
N 2 6 24 120

é uma solugdo da equagio dada. |

Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugdo desta equagdo, observe que

L{x"+4x} = L{sen3t} <
L{y"} +4L{x} = L {sen3t}
Considerando
X =L{x},



a equagdo anterior pode ser reescrita como

3
SZX—SX(O)—XI(O)+4X: m =
(s> +4) X = 23 =
549
3

(s2+4)(s2+9)

Logo,

x=L71{X}

- ernET)
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Usando fragées parciais, tem-se que

3 3 1 3 1
(s2+4)(s24+9) 5(s2+4) 5(s2+9)
3 2 1 3

10(s2+4) 5(s2+9)

Ou seja

3.0 2\ 1,..f 3
X =30t {52+4} 5- {52+9}

3 1
= EsenZt — gsen?)t
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Data: 14 de Junho de 2023 Duracdo: 14:00 - 16:00

Problema 1 Resolva o problema de valor inicial
{ (tgx)y =y
¥(3) =13
Problema 2 Resolva a equagio diferencial
y' = (1—y)cosx
Problema 3 Resolva a equagio
(3x%y — x*)dx +dy =0

Problema 4 Resolva a equagio

szg_z =22 4P

Problema 5 Resolva a equagio
2y =+ 1P

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio diferencial Desta forma, considere
(tgx)y' =y n(x) = /p(x)dx
pode ser reescrita da seguinte forma
= / cos xdx
dy
tgx—==y =
dx
=senx+cy, ¢ € R
dy_ v
dx  tgx Tomando ¢y = 0, tem-se
dy _ cosx u(x) = el
y sen x — eSEI'lX
Ou seja, tem-se uma equagdo de varidveis separdveis, o
cuja solugdo é dada por Além disso,
/dy /cosx q(x) = / p(x)g(x)dx
- = dx =
y sen x
Inly| = Infsenx|+cy = = /ese“"cosxdx
|]/‘ _ eln\senx|+c0 = _ senx e, 0l €R
y = *e‘senx = e, finalmente,
- q(x)
u(x)
Ondecy = e ecy € R.
Sabendo que e+
Ty _ T - esenx
v(3) =7
segue-se que — 1 4 cpe—sen¥
clsengz—:cl—g u
. Exercicio 3 Para a resolugiio da equagio
y(x) = Ssenx (3x%y — x*)dx +dy =0

Exercicio 2 Reescrevendo a equagio dada, chega-se a
/ —
Yy + (cosx)y = cosx,
ou seja, tem-se uma equagdo diferencial linear com,
p(x) = cos x

g(x) = cosx

Considere
M(x,y) = 3x%y — x*
N(x,y) =1

e observe que

Ny =0

M, = 32*



plx) = 1
— ex3+c0

3
— ex ECO

3
=c1e*

onde ¢y = €% e cy € R. Tomando ¢y = 0 e multiplicando
a equagdo dada por p, tem-se

(3x%y — x2)e dx + e"3dy =0
que, agora é exata. Logo, existe uma fungio ¢ : Q) C
R? — R tal que
d
% = (3x2y — xz)e"3

99 _
dy

3
ex

Ou seja,
1
9(r,y) =ye* — 2 +or 2 €R

e a solugdo da equagio em questio é, portanto

p(x,y) =c3, 3 €R
Ou seja

1
y:ce_xs—!—g,cE]R

Exercicio 4 Observe que a equagio diferencial
dy
2022 = 2 442
dx Ty
pode ser reescrita como

(xz + yz) dx —2x%dy = 0,

Gabarito 12 Prova

que é uma equagdo homogénea. Colocando x> em

evidénvia, tem-se

xz{[l-l— (Zﬂ dx—Zdy} —0=

[1+ (yﬂ dx —2dy = 0

x
Considere
us?
x
e observe que
y=ux
e
dy = xdu +udx

Substituindo na equagdo anterior, tem-se
(1—|—u2) dx —2(xdu+udx) =0=
(1+u2—2u> dx —2xdu =0 =

(u—1)*dx —2xdu =0

Tem-se portanto, uma equagdo separdvel, donde
segue-se que

dx  2du
X (-1 N
dx 2du
L
x (u—1)
2
11’1|X|: *m‘FCO =
2
= —ln|x|+co =
u—1
2
=u-1 =
co — In|x|
2
u= +1 =
co — In|x|
2
y_ +1 =
x  co—In|x|
= 2 +x
y= co—ln|x|
onde ¢y € R. [ |



Exercicio 5 Observe que a equagio

xyzy/ — x2 +y3

<

2/_1 3 _
vy -y =x

Ou seja, tem-se uma equacgdo de Bernoulli. Considere a
seguinte mudanga de varidvel

u=y

disto segue-se,
u/ — 3y2y/

Substituindo na equagio anterior, tem-se

3 3

u' — Zu’ = 3x,
x

que é uma equagdo linear com

Considere portanto,

1) = [p(x)dx

X

= —3In|x|+cp, co €R
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plx) = ert

— p—3Infx|+co

e

xP

+eto
3

c
= —;, c] = £e
X

Tomando c1 = 1, seque-se que
1(x) = [n(x)g(x)dx

_ [3dx

x2

3
=——+40, 0 €R
X

Ou seja,

y3 =324 cx’ =

Q=

y= (—3x2 + c2x3)
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Problema 1 Sabendo que a funcio y; = e** é uma solucio da equagio
<x2 - 1) y'—2xy +2y =0
Encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y.
Problema 2 Resolva a equagio
y" -3y +4y -2y =0
Problema 3 Encontre uma solugdo particular para a equagio
y" + 3y — 10y = xe* + 2x

Problema 4 Resolva a equagio

2y —xy +y=0

Problema 5 Encontre uma solugdo particular para a equagio

1 1 1
/! /
Y+ Sy==,x>0
Y xy xzy xx>

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio Tomando cy = 0, segue-se que,
(x® 1)y —2xy' +2y =0 y2(x) = y1(x)u(x)
pode ser reescrita em sua forma padrdo da seguinte _ (x2 +1) __ X
forma, x2+1
2x 2
1! / —
y_x2—1y+x2—ly_0 =—x
onde
Plx) = -2 .
a2 Exercicio 2 A equacdo auxiliar da edo em questio é

Deseja-se encontrar uma outra solucido desta equagio
sabendo que

y1=x2+1

é uma solugdo. Usando o método da redugido de ordem,
considere

1) = [~ Pl)dx
2x
- /x2 — 1dx
:1n’x2—1‘ + co
com ¢g € R. Disto segue-se que

() = et

— eln|x2—1|+c0
= £ (xz — 1)

= (@ -1)

onde c; = xe. Tomando c¢; = 1, tem-se,

dx

ulx) - [H)
) vi

2 _
:/xi%dx
(x24+1)

X
=————+40,00€R
xz—i—l+2 2

dada por
m3—3m2+4m—2:0,

Observe que
my = 1

é uma solugdo desta equagio e
3 2 _ 2
m> —3m” +4m—2=(m—1) (m —2m+2)
Ou seja, as outras solugdo desta equagio sio a raizes da

equagao
m? —2m+2=0

que sio
my =141
my=1-—1i
Disto segue-se que
a=1
g=1

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagdo diferencial em questdo é

y1=e"*
= ex

Y2 = e**sen (Bx)
=e¥senx

s = ecos (px)

= e“cos x



Logo, a solugdo geral da equagio é
Yy =c1y1+c2y2 +c3ys
= c1e* + cpe“sen x + cze*cos x
= ¢* (c1 + cpsen x + c3co8 x)
comcy, ¢z, c3 € R. |

Exercicio 3 Deseja-se  encontrar — uma  solucdo

particular y, da equacdo diferencial

v + 3y — 10y = xe* + 2x
Considere

yp=(Ax+B)e* +Cx+D
e observe que

Y =(Ax+A+B)e*+C
y' = (Ax+2A+B)e¢"

Substituindo na equagdo dada, tem-se

Yy +3y —10y = xe* 4+ 2x &

(Ax+2A+B)e* +
+3[(Ax+A+B)e* +C| —
—10[(Ax+B)e* +Cx+ D] = xe* +2x &

(—6Ax +5A —6B)e* —
—10Cx +3C — 10D = xe* + 2x

Ou seja, .
A=-5

5
F="%

1

C=-3

e, portanto a solu¢do particular é
(Ll oS\ L3
=76 36 57 50

Exercicio 4 Sendo esta um equagdo de Euler, seque-se
ue sua equacgdo auxiliar é dada por

m?—2m+1=0« (m—1)>=0

Gabarito 22 Prova

my=mpy =1
e, 0 conjunto fundamental de solugdes é
yr ="

=x
y2 =x"Inx

=xlnx
Logo,
Yg = C1y1 +c2y2
=c1x+cpxlnx
=(c1+clnx)x

Exercicio 5 Observe  que
associada é dada por

equagcdo  homogénia

l/_ll i _
Yy xy+x2yf0<:>
xzy”—xy’+y:0

cujas solugdes foram encontradas no problema anterior e
sio

h=x
Yo =xInx
ea solugdo geral é
Ye =11+ C2Y2
=(c1+clnx)x
comcy, ¢ € R,

Usando o método da variacdo de pardmetros,
tem-se que

¥Yi Y2
W: / /
Vi ¥

X xInx

11 x4




W

<
o~
- o

R|l= O

—Inx
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/7W2
=W
1
Cox
Ou seja
In? x
Uy = — 5 +c3

Uy =Inx+c¢y

comcsz,cq € R. Considerando c3 = c4 = 0ex > 0,
segue-se que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1u1 + Yau2

1
= Exln2 X
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Problema 1 Determine o intervalo de convergéncia da série

& 2" (x —3)"

)3

= (n+3)
Problema 2 Encontre a solugdo geral da equagio
y' —y +xy=0
Problema 3 Encolntre uma solu¢do da equagio

xy// _ xzyl + (xz _ z)y =0

B 2 4+s+1
£ 1{<s2+4><s2—9>}

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

Problema 4 Calcule

y'—y —12y=x
y(0) = -1
y(0)= 0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é dado
por

. _ 2M(x=3)"
T on+3
Assim, segue-se que
2n+1(x___3)n+1
An+1 = n+4
e
Anpr| |2 (x=3)" 43
ay | n—+4 21 (x —3)n
n+3
=|2(x—-3
‘ (x )n+4‘
n+3
~ 21|33 -3l
n+3
:2 —_
(n+4>x 31
Portanto,
3
lim |24 = lim 2(’”) Ix — 3|
n—+oo | dy n—+oco0 n+4
—20x—3| lim 2
n—+oo n + 4
=2|x — 3]

Usando o teste da razdo, a série dada serd absolutamente
convergente quando

Ant1
an

lim <1

n—-+oo

Ou seja, quando

2x-3]<1 =

1

-3 <z =
X3l <2
1 1
1 1
> o<
2 2

Logo, o intervalo de convergéncia é

57
“(z'z)'

havendo ainda a possibilidade de convergéncia nos
extremos deste intervalo (dispensado de fazer). |

Exercicio 2 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
para a edo

y”—y’+xy=0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugio

[ee]
y=) amx"
n=0

Seque-se disto, que

! - n—1
y =) nayx
n=1
" __ i n—2
=) n(n—1)aux
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

vV -y +xy=0 =

Y n(n—1)ayx"2 =Y nax"1 4
n=2 n=1
+ Zanx’”l =0 =
o n=0
Y (n+2)(n+1)ayx" —
=0
(n+1)a, 1x" + Zan =0 =
n=0 n=1
2a; + Z (n4+2)(n+1)a,ox"—
n=1
—ap— Y _(n+1D)aygx"+ Y a, x" =0 =
n=1 n=1

2a; —a+

agk

+

n=1

(n+2)(n+1)apo — (n+1)aysq +a,-1]x" =0



Portanto,
2&12 —a) = 0

{ (n+2)(n+1ap2 — (n+1)ap1 +an-1 =0

_n
an = E
Apin = (n+1)an1 — a1
(n+2)(n+1)

Tomando ay = 1ea; = 0, tem-se

QZZE—O
a —_1
T 6
a —_l
T
gr = —
>7 120
Ou seja,
yi(x) =ag+ajx+---+asx®+---
1 1
=1—-x— =t

_m 1
=573
a —1
76
a —_l
T
a —71
> 730
Ou seja,
ya(x) = ag +ajx + -+ asx® + - -
1 1 1
=x4 24— a0t

E a solugdo geral da edo é dada por

y(x) = caya(x) + caya(x)

comcq,cp € R.

=

=
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Exercicio 3 Observe que x = 0 é um ponto singular
regular da equagio

xy” —x%y + (x* =2)y =0

Deste modo, considere a seguinte proposta de solugio
segundo o Método de Frobenius,

(e}
y = Zananrr
n=0

Seque-se disto, que

n+r—1

Q\
I
agh

(n+r)ayx

n=0

!

_ n—+r—2
y' =

agh

(nm+r)(n+r—1ayux

n=0

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

xy” —x%y + (x> =2)y=0

[e9)

x) (n+r)(n+r—1)ax"t2 -
o n=0
Za X" =0

—x2Y (n+r)agx™ T 4 (22 —
n=0

Y (n+r)(n+r—1)ax"1 —

n=0

=Y (n+r)axttr 4
n=0

[ee] [ee]
+ ) apx™ T2 =Y 20, X" =0
n=0 n=0

n+r—1ax" 1

[Z n+r)(

e

[ee]
=Y (n+r)ax"t + Zanx”+2 — Y 2a,x"| =0
n=0 n=0 n=0
(e}
Y. (n4r+1)(n+r)agx"—
n=-—1
=Y (n+r—1)a,1x" + Zan KX — ZZanx” =0
n=1 n=2 n=0

r(r—1)aox~ ' +r(r+1)ar+
+(r+2)(r + 1)agx — ragx — 2ag — 2a1x+

Y. (n4r+1)(n+r)agx"—
n=-2
=Y (n+r—1)a,_1x"+
n=2

o0 o0
+) apox" =) 2a,x" =0 =
n=2 n=



Logo,

r(r — Vagx~ ' 4 r(r + 1)a; — 2ap+
+[(r+2)(r+1)ay — rag — 2a1] x+

[e9)

Y Atn+r+1)(n+r)a1—
n=2
—(n+r—1)a,_1 +a,—p —2a,}x" =0

r(r—1)ag =0
r(r+1)a; —2a9 =0
(r+2)(r+1)ag—rag—2a; =0 =
(m+r+1)(n+r)ay —
—(n+r—1)a, 1+a,_2—2a,=0

r=0our=1

2
“ r(r+1) o
b — rag + 2a;
2T+ 2)(r+ 1)
(n+r—1)a,_1 —ay—p +2ay,
any1 =

(n+r+1)(n+r)

Supondo ay = 1ler =1, tem-se

nay_1 — ay—p + 24y

Any1 =

(n+2)(n+1)
ﬂl—l
a 1
279
a—l
576
a—i
DY
2= L
7120
a—i
= 720
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Ou seja,

vy =x" (ao + a1x 4 ax? + a3x3 + agx* + asx® + - )

1 1
—x<1+x+2x +6x +ﬁx +ﬁx + - )

0 .1
X
= X _
Zn
n=0
= xe"

é uma solugdo da equagdo dada. |

Exercicio 4 Usando  fracGes parciais,  observe
inicialmente que

s+s+1 3 1 1 s
(s2+4)(s2—9) 13s2+4 13s2+4

!
6

Logo,

2
-1 sc+s+1 _ 3 .4 1 _
£ {(s2+4)(52—9)}_13£ {52+4}

1.4 1
+8£ {5—3}

3 1
= —sen2t — — cos 2t

26 13
7 a1
~5¢ e

Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolucio desta equagdo, observe que

Ly -y —12y} = L{x} &
L'y —L{y'y—12L{y} = L{x}

Considerando
Y =L{y},



a equagdo anterior pode ser reescrita como

Y —sy(0) —y'(0) — [sY —y(0)] - 12Y =
(s*—s—12)Y+s—1=
=452+
- s2(s2—s5—12)
Logo,
y=L1{Y}
o P42+
N s (s2 —s—12)
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Usando fragées parciais, tem-se que

-s*+s2+1 1 47
s2(s2—s5—12) 144s 112(s—4)

_ 37 _ 1
63(s+3) 1252

Ou seja

_ Ll A7 a1

Y= 1t {s} 2” {5—4}
37 . 1 1 ..(1
63£ {s—i—B} 12£ {52}

147 4 37

- X

T 144 112 63 "



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV - Turma M4

Prof°. Edson
Prova Final 2% Semestre 2022

Data: 17 de Agosto de 2023 Duracgao: 14:00 - 16:00

Problema 1 Encontre a solugdo geral da equagio
(ye™* 4+ 1) dx + xe *dy =0
Problema 2 Encontre uma solugdo particular da equagio
y' 4+ 5y + 6y = x%e*
Problema 3 Encolntre a solugdo geral da equagio

(1+2%)y" +xy' +xy =0

_ s+1
L 1
{534—25}

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

Problema 4 Calcule

x"" + 4x = sen 3t
x(0)=0
x'(0) =0

Boa Sorte!
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Data: Quinta-feira, 17 de Agosto
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Turma M4

Exercicio 1 Considere a diferencial
(ye ™ +1) dx +xe *dy =0 (1)
Tem-se que
M(x,y) =ye *+1
x

N(x,y) = xe~

e observe que

e, além disso,
My - Nx

N

O que significa dizer que a equagdo dada pode se tornar
exata e seu fator integrante é dado por

(o) = of (57

/dx
=e

— eX+CU

=1

= c1e”

com cg = €0 ecy € R. Escolhendo cu = 1 e
multiplicando a equagdo (1) por p, tem-se

(y+e*)dx+xdy=0

que é exata. Para encontrar as solugdes desta equagdo é
necessdrio resolver o seguinte sistema

af X
f
7y

Integrando em relagio a y a sequnda equagio do sistema,
obtém-se
flxy) = xy +k(x)

Donde segue-se que

—_ = /
5y — Y THE(E)

Comparando este resultado com a primeira equagdo do
sistema, tem-se que

K(x)=e" o k(x)=¢"+c1
comci € R. Assim,
f(xy) = xy +k(x)
=xy+e'+0
e a solugdo da edo em questio é dada por

flx,y) =c2 2 €R

Ou seja,
xy+e+c1=cp
xy+e=c
_c—¢
Y=
Comc € R. |

Exercicio 2 Deseja-se  encontrar — uma
particular y, da equagdo diferencial

solucdo

v 45y 46y = x%e*
Considere
yp = (Ax2 + Bx + C) e
e observe que
y = [—sz—i—(ZA—B)x—i—B—C] e
Yy = [sz — (4A—B)x+2A —2B+c} e %
Substituindo na equagdo dada, tem-se
y' +5y +6y =% " &
{2Ax? + (6A +2B) x + 2A+
+3B+2C}e ™™ = x%e*



2
Ou seja,
a1
2
3
B=—2
2
7
€= 3
e, portanto a solugdo particular é

(Outro Modo:)
A equagdo auxiliar da
homogénea associada é dada por

equagio  diferencial

m* +5m+6 =0
ou seja

T'TI1:—2
m2:—3

e, 0 conjunto fundamental de solugdes é

v = emx
— 672x
vy = e
—3x

=e

Usando o método da variagdo de pardmetros, tem-se
que

Vi Y2
W = / /
Vi Y
672x ef3x
- —De~2x  _3p~3x
— _675x
0 »
Wy — ]// | f =%
f v
0 6‘733{
- x26—x —36_3X
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1 0
Wy = .
vi f
e 0
B —De 22X y2p—X

Ou seja

u; = e* (x2—2x+2)+co

Uy = —%leb‘ (23(2 —2x+1> + 1

comcg, c1 € R. Considerando ¢y = c1 = 0, segue-se
que, uma solu¢do particular da equacio é

Yp = Y1u1 + Yau2
(1, 3 7\ .
—<2x 2x+4>e
]

Exercicio 3 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
para a edo

(1+x2)y" +xy +xy =0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugio

[e¢]
y=) amx"
n=0



Segue-se disto, que
[0.0)
y' =Y naux"!

n=1

(e}
=Y n(n—1)ax"?
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se
(1+x2)y" +xy +xy =0
1+ Z n—1)ax""2 +

o0
+x Znanx”_l +x ) apx" =

-~ n=1 o n=0
Y n(n—1)a,x"2+ Y n(n—1)ax" +
n=2 n=2
(e ) [e)
+ Y napx"+ Y apx"tt =0

n=1 n=0

[e9)
Y (n+2)(n+1)ay2x" +
n=0

(e} [ee] [ee]
+Y n(n—1)a,x"+)_ nayx"+ ) a, 1x"=0
n=2

n=1 n=1

2ay+(6az+a1+ag) x+
[e9)
+ X (n+2)(n+1)ay 2"+
n=2
+Y n(n—1)a,x"+ Y. nayx"+ Y a, 1x"=0
n=2 n=2

n=2

2ay+(6a3+a1+ag) x+

[e9)

Y [(n+2)(n+1)ay42 + nap+a,_1] x"=0

n=2

Portanto,

2{12 =0
6as+ai+apg =0 =
(n+2)(n+1)ayp +n?ay+a, 1 =0

4 . —nzan —dy_q
2T i 2)(n+1)
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Tomando ay = 1 ea; = 0, tem-se

112:0
a—_l
3776
a4:0
afi
> 40
%= 180

Ou seja,
yi(x) =ag+ax+ - +asx®+ - -

1 3.5, 1
—er t 3% g

Tomando agora, ag = 0 e ay = 1, tem-se

11220
1
113——6
1
114=—E
a5:i
40
1
aézﬁ

Ou seja,

y2<x):a0+a1x+...+a5x5+...

E a solugdo geral da edo é dada por

y(x) = c1ya(x) + coya(x)
comcy,cx € R, |
Exercicio 4 Observe que

s+1 s+1

$+25  s(s2+2)

11 s 1
T 25 28242 2242



Logo, aplicando LY e usando a sua linearidade, obtem-se

_ s+1 111 1 s 1
£ S .
{s3+25} {25 252+2+52+2}
1. 1 1.4 s
_2£ {s} zﬁ {SZ+2}+

1 .. ) V2
+ﬁ£1{sz+2}

1 1 1
= = — Zcos V2t + —sin V2t
2 2 V2

Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolucio desta equagio, observe que

LA{x" +4x} = L {sen3t} <
LA{x"} +4L{x} = L {sen3t}

Considerando
X =L{x},
a equagdo anterior pode ser reescrita como
3
szX—sx(O)—x’(O)+4X:m =
(sz + 4) X=- 3 =
sc+9

_ 3
 (s24+4) (s2+9)
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Logo,

x=L7H{X}

- mrnere)

Usando fragdes paciais, tem-se que

3 3 1 3 1

(s2+4)(s24+9) 5(s2+4) 5(s2+9)
3 2 1 3
- 10(s2+4) 5(s2+9)

_ 3 ,af 2 1\ _1.4[ 3
* =10t {52+4} 5- {52+9}

3 1
=10 sen2t — 5 sen 3t



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IV - Turma C4

Prof°. Edson
12 Prova 1° Semestre 2023

Data: 10 de Outubro de 2023 Duracdo: 16:00 - 18:00

Problema 1 Resolva o problema de valor inicial
xy'+y=cosx, x >0
{y(%) =%
Problema 2 Resolva a equagio diferencial

3
2 X\ Y
3x" (1+1ny) = (Zy y) I

Problema 3 Resolva a equagio
(3x% 4 y)dx + (x*y —x)dy =0

Problema 4 Resolva a equagio

xydy = <y2 + x) dx

Problema 5 Resolva a equagio

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio Sabendo que
s 4
xy' 4+ y = cosx y(5)=;,
segue-se que
pode ser reescrita da seguinte forma g 1
senZ +c; 4
,+1 _cosx #Zgﬁclzl
]/ x]/ - x s . 2
0 que a caracteriza como sendo uma equacgdo diferencial y(x) = senx + 1
linear, em que X
|

Desta forma, considere

1) = [pldx

1
:/fdx
X
=In|x|+co, co € R

Tomando co = 0, e observando que x > 0, tem-se

p(x) =l

Além disso,

a(x) = [H(x)g(x)dx

CoSs X
= /x dx

X

=senx+cq, ¢1 € R

e, finalmente,

Exercicio 2 Perceba inicialmente que a equagdo dada,
3
2 - _ X\ dy
3x°(1+Iny) = (2y ; ) Iy’
pode ser reescrita como
3
3%% (1 +1Iny)dx + (y —Zy) dy=20

Considerando
M(x,y) = 3x* (1 +1ny)
(x,7) X3
N(x,y) = — — 2y,
Y Y Y

tem-se,
My(xy) = 2
y\ Ay y
3x2
Ni(x,y) = —
x\X, Y Y
Ou seja,

My (x,y) = Nx(x,y),V(x,y) € RR?,

o0 que permite afirmar que a equagdo em questdo é exata
e, portanto existe uma funcio ¢ : R> — R tal que

dg
F M(x,y)
=
2 — N(xy)
dy Y




Ou seja,
pry) =2 (Iny+1)—y*+c1, 1 €R
e a solugdo da equagio em questio é
e(x,y) =cr,  €R

Ou seja
Blny+1)—y*=c, c€R
Exercicio 3 Para a resolugdo da equagio
(sz —|—y) dx + (xzy — x) dy=0
Considere
M(x,y) = 3x* +y
N(x,y) = x’y —x

e observe que

Ny =2xy—1
M, =1
e
o) = =2
Assim,

1) = [g(x)dx

:/—gdx
x

= —2In|x|+co, ¢ €R

‘u(x) = e'Y(x)
_ eln\x|72+c0

eco

X2

‘1

2

onde c1 = e ecy € R. Tomando ¢y = 0 e multiplicando
a equagdo dada por u, tem-se

<3+ y)dx—i—(y—i)dyzo

x2
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que, agora é exata. Logo, existe uma fungdo ¢ : Q0 C
R? — R tal que

Ou seja,

2

p(x,y) = %—%—i—Bx%—cz, c€R

e a solugdo da equagio em questdo é, portanto
p(x,y) =c3, 3 €R
Ou seja

yz
5 +3x=c¢, ceR

RI<

Exercicio 4 Observe que a equagio diferencial
xydy = <y2 + x) dx
pode ser reescrita como
1 1
/ -1 / 2
— =Y = —_ — =1
y—Y=Yy Sy -y

que é uma equacdo de Bernoulli.Considere a seguinte
mudanga de varidvel

u=1y?

disto segue-se,
u' = 2yy
Substituindo na equagdo anterior, tem-se

2
u —Zu=2,
x

que é uma equagdo linear com

Considere portanto,

1) = [p(x)dx

:,z/di
X

= 2In|x|+cy, co €R



],{(x) = 677(9‘)

_ ef2h1\x|+c0
e‘o
F

C1 c
:?, cp=e?

Tomando c1 = 1, seque-se que
1(x) = [u(x)g(x)dx

2dx
X2

Ou seja,
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Exercicio 5 Observe que a equagio

2
/:2 y >
Y <x+y

pode ser reescrita da seguinte maneira

2y%dx — (x +y)2dy =0=

2 2
x2 lZszx — (x;y)dy] =0=

UV (14 Y)Y ay =
z(x) dx (1+x) dy =0
Considere a sequinte mudanga de varidvel

_Y —
u= ey =ux

disto segue-se,
dy = xdu +udx

Substituindo na equagdo anterior, tem-se

—u (1+u?) dx = (1+u)*xdu =
dx  (1+u)?
7_—u(1+u2)du ~

de (1 2 N\
x u 1+ u?

Ou seja

y

In|x| = —ln‘%‘ — 2arctg (x

)+C0:>

In |y| 4 2arctg (%) =

ondeci = —cgecy € R. |
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Data: 14 de Novembro de 2023 Duracdo: 16:00 - 18:00

Problema 1 Sabendo que a fungdo y; = sen (x?) é uma solugio da equagio
xy" —y +4x%y =0, x >0
Encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y.
Problema 2 Resolva a equagio
y" —8y" +17y — 30y =0
Problema 3 Resolva o sequinte problema de valor inicial
4x%y" +8xy' +17y =0

y(1) =2
y'(1)=-3
Problema 4 Encontre uma solugdo particular para a equagio
y" + 2y + 5y = 4e™* cos 2x
Problema 5 Encontre uma solugdo particular para a equagio
Y 4y 4y =x%e 2, x>0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio u

xy// o y/ +4x3y =0,

pode ser reescrita em sua forma padrdo da seguinte
forma,

y”*%y’+4x2y=0
onde
Plx) = -
x

Deseja-se encontrar uma outra solucido desta equagio
sabendo que

Y1 = sen (xz)

é uma solugdo. Usando da reducgdo de ordem, considere

1) = [ =P

:/ldx
x

=In|x|+cp, co € R
Tomando co = 0 e sabendo que x > 0, segue-se que

p(x) =l

Logo,

u(x) = /V;%C)dx

: X
S —
/ sen ()P

1
= —icotg (xz) +c1,¢c1 €R
Tomando ¢1 = 0, tem-se,

ya(x) = u(x)y1(x)

= —%cotg (xz) sen (x2)

Exercicio 2 A equacdo auxiliar da edo em questio é
dada por
m?® — 8m* +17m — 30 = 0,

Perceba que
my = 6

é uma solugdo desta equagio e
3 2 _ 2
m3 — 8m% +17m — 30 = (m — 6) (m —2m+5)
Ou seja, as outras solugdes desta equagio sio a raizes da

equagio
m* —2m+5=0

que sio
my =142i
my=1-—2i
Disto segue-se que
a=1
=2

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagdo diferencial em questdo é

yr=emt
_ b

Y2 = e**sen (Bx)
= e*sen 2x

y3 = e**cos (Bx)
= e*cos2x

Logo, a solu¢do geral da equagio é
Yy =ciy1+c2y2 +c3ys
= 1% + cpe¥sen 2x + cze¥cos 2x

comcy, ¢, c3 € R [ |



Exercicio 3 Nesta questido tem-se uma equagio de
Cauchy-Euler cuja equagdo auxiliar é dada por

4m? + (8 —4)m+17 =0,

cujas solugdes sio

1
1
my=—3 —2i
Disto segue-se que
w f— 71
2
p=2

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagio diferencial em questdo é

y1 = x"cos (Blnx)
— x"Zcos (2Inx)

cos (2Inx)

Vx
Y2 = x“sen (Blnx)
— x"Zsen (2Inx)

sen (2Inx)
Vx

Logo, a solu¢do geral da equagio é

Yy = c1y1 + 22

cos (2Inx) sen (21In x)

=C C
1/ 2 Jx

1
= —= [c1cos (2Inx) + cpsen (2Inx)

Jx

com c1, ¢ca € R. Como, o PVI informa que y(1) = 2 e
y'(1) = —3, segue-se que

1 = 2
Cy) = -1
Portanto,

_ 2cos(2Inx) —sen(2Inx)

a Vx
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Exercicio 4 Deseja-se  encontrar ~— uma  solu¢do

particular y, da equacdo diferencial
y" + 2y + 5y = 4e”* cos 2x
Observe inicialmente que

Y1 =e Ycos2x

Y2 = e *sen2x

sdo solugdes linearmente independentes da equagdo
homogénea associada da edo dada. Desta forma, para
utilisar 0 método dos coeficientes a determinar, é
coerente a sequinte proposta de solugdo particular

yp = x [Ae”" cos2x + Be *sen 2x]
=X (A]/l + Byg)

e observe que

¥ = Ay1 + Bya + x (Ay} + Byb)
y" = 2Ay] + 2By, + x (Ay{ + Byj)

Substituindo-se na equagio dada, tem-se
y" +2y + 5y = 4e *cos2x &
2AY, +2Bys+x (Ay] +Byy) +

+2Ay1 +2Bys +2x (Ayy +Byb) +
+5x (Ay1 + Bya) = 4e*cos2x &

XA (y{ + 2y} +5y1) +
+xB (y5 +2y5 + 5y2) +
2Ay, + 2By, +2Ay; + 2By, = 4e *cos2x &

2A(—e *cos2x —2e *sen2x)+
+2B(—e *sen2x+2e~*cos2x) +
+2Ae™* cos2x 4 2Be” *sen2x = 4e”*cos2x &

4Be~* cos2x — 4Ae ¥sen2x = 4e ¥ cos 2x

Ou seja,
A=0

B=1
e, portanto uma solugdo particular é

yp = xe *sen2x



(Outro modo:) Sabendo que as solugdes fundamentais da
equagio homogénea associada sio

Y1 =e *cos2x
Y2 =e “sen2x
e, usando o método da variagdo dos pardmetros,
segue-se que
V1 Y2
W= ‘ / /
Vi ¥

=2¢

0]/2
f v

0 e “sen2x

W; = , f(x) = 4e™* cos 2x

4e* cos2x
= —4¢ % sen 2x cos 2x

v 0
v, f

e ¥ cos2x 0

W, =

4e™* cos 2x

= 4% cos? 2x

v
= w
—4e~2¥gen 2x cos 2x

2e—2x

= —2sen2x cos2x

&

I
27w
4e~2¥ cos? 2x
ze—2x

= 2cos?2x
Ou seja

sen? 2x

uy = — C1

sen 2x cos 2x

Uy = Xx > +c2

Gabarito 22 Prova

comcy, cp € R. Considerando ¢cq = ¢y = 0, seque-se
que, uma solu¢do particular da equagio é

Yp = Y1t + Yotz
= xe *sen2x

Exercicio 5 Observe que equacdo  homogénea
associada é dada por

y' +4y' +4y =0
cujas solugdes sio
Y = 672x

Yy = xe

Usando o método da variagdo de pardmetros,
tem-se que

V1 Y2
W: / /
Y1 Y
e—Zx xe—Zx
| e (1—2x)e=?
:ef4x
0 w
Wl = yl , f(.X) x_ze_zx
f v
0 xe 2%
| 22 (1—2x)e™
:_xflefélx
nn O
Wy = .
vi f
e 2% 0
- _26—2x x—26—2x

_ x—26—4x



x—2€—4x

Gabarito 22 Prova

Ou seja
up = —Inlx|+ ¢
Uy =——+0
X
comcy, ¢ € R. Considerando ¢ = ¢ = 0e

usando o fato de que x > 0, segue-se que, uma solugdo
particular da equagio é

Yp = Y1u1 + Yauz
= —e XIn|x| —e ¥

= ¢ 2 (Inx+1)
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Célculo Diferencial e Integral IV - Turma C4
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Data: 12 de Dezembro de 2023 Duragao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Verifique se a série

oo
L (1—e)’
n=1
converge. Justifique sua resposta!

Problema 2 Determine o intervalo de convergéncia da série

Problema 3 Determine a equagio indicial vdlida para a equagdo diferencial
2y +6xy —y=0

Problema 4 Encontre a solugdo geral da equagio
(4— )y +2y =0

Problema 5 Encontre uma solu¢do da equagio

Xy +2xy' +4y =0

¢ ()

Problema 7 Resolva o problema de valor inicial

Problema 6 Calcule

y" — 8y’ + 15y = 6x et
y(0) =5
y'(0) =4

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é dado
por

an = (1+e ™"
Usando o teste da raiz, tem-se que,
L= lim {/|a,|

n—r+0o

= lim {/|(14+e™)"|
n—+00

= lim ‘1+e_"’
n—+00

=1

Ou seja, o teste é inconclusivo quanto a convergéncia
desta série (quem fez até aqui, obteve 100% da pontuagio).
Observe entretanto, que

lim a, = lim (1+¢")"
n—-+o0 n—-+oo

— lim enln(ljte*")
n—-+oo

= lim &4
n—r—+o00

onde

A= lim nin(1+e")

n—r—+400

e*?‘l
= lim n?
n—+oo 1 47"

112

lim
n—+oo e 41

Ou seja,
Iim a4, = lim e
n—+o00 n—r—+00
= eO
=1

Potanto, a série é divergente (se fosse convergente,
teriamos lim a, = 0).
n—r+o00

Exercicio 2 Perceba que o termo geral da série em
questdo é dado por

I " (x —1)*"
T 2n41)!
Disto segue-se que

71,;1+1 (x _ 1)2n+2
(2n +3)!

An+1 =
Usando o teste da razdo, tem-se que

ape T (x = 1) (2n 1)
an 2n+3)!  gn(x—1)

7 (x — 1)
(2n+3) (2n+2)

An41
n

L= lim
n——+o0o

7 (x — 1)
(2n+3) (2n+2)

lim
n——+o0

1
e 1V 1
D N Py

=0<«<1

Ou seja, a série é covergente para todo x € R. |



Exercicio 3 Observe que x = 0 é um ponto singular

regular da edo
2y"+6x_1/' —y= 0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugio

(e}
y= Eanxn+r
n=0

Segue-se disto, que

vV =Y (n+r)ax"tt
n=0
yV'=Y (n+r)(n+r— 1)a,x" =2

0

n

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

2]///+6x]/,_y:0 =

[ee]
x2 Z (n+r)(n+r—1)ax™ 2+

n=0
+6x ) (n4r)ax" 1 —
n=0 -
— Za,pc”*’ =0 =
o n=0
Y (n+r)(n+r—1)ax"t +
n=0 1)
+ Y 6(n+r)ax"t —
n=0
o
— Zanx"“ =0 =
n=0
XY (n+r)(n4r—1)ax" +
n=0
(e ) (o)
+ 26(11 +1)apx" — Zanx" =0 =

n=0 n=0

o)

Z n+r)n+r—1)+6(mn+r)—1ax" =0 =

(4 (n4r—1)+6(n+r)—1]a, =0
Portanto,

a, =0
ou
(n+r)n+r—-1)+6n+r)—1=0=
n? 4+ 2nr +5n+1* +5r—1=0
Esta equagdo deve wvaler para n = 0,1,2,... Logo,
quando n = 0, tem-se a equagdo indicial
r?+5r—1=0

]
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Exercicio 4 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
da equagdo

(4—x2)y”+2y:0

Considere portanto, a seguinte proposta de solugdo

oo
y=) ayx"
n=0

Seque-se disto, que

[ee]
v =Y nayx"!
n=1

o)

2 n(n—1)a,x" 2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

(4—x*)y " +2y=0

(o)
(4—x2) Y n(n—1)a,x"2 +
n=2 .,
+2 Zanx” =0
o n=0
4Y n(n—1)ax" 2 —
no:OZ
—x2Y n(n—1)ax"2+
n=2 I,
+ ZZanx” =0
n=0

8ay +24azx + Y_4(n+2)(n + 1)ay42x"+
n=2

()
2a0 +2mx+ ) [-n(n—1) +2]a,x" =0

n=2
8ay +24azx + Y _4(n+2)(n+ 1)ayox"+
n=2
+) [-n(n—1)+2)ax" =
n=2 o
2a9 + 8ay + (2a1 4 24az) x + Y [4(n +2)(n + 1)ay42+
n=2
(—n? +n+2)a,| x" =0
Logo,
ap; = *%ao
az = —f—zal
n?—n—2
An+2 =

dntr2)ntn™



Supondo ag = 1e ay = 0, tem-se,

e 1

4
a3 =0
ag =0
a5 =0
ag =0

Ou seja,
Y1 =4ap+ax+ azx2 +a3x3 + a4x4 +a5x5 + -

1
=1—2x%
4x

Supondo agora ag = 0 e a; = 1, tem-se,

a2:0
a —_i
3 12
a4—0
a _L
> 240
a6:0

Ou seja,
Y2 =ap+a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + -

1 1
:x—7x3_7x5_...

e a solugio geral da equagdo é
y =+
comcy,cp € R [ |
Exercicio 5 Observe que
X2y’ 4 2xy +4y =0

é uma Equacdo de Euler, cuja equacio auxiliar é dada
por
m* +m+4=0
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cujas solugdo sio

ou seja

Portanto, o conjunto fundamental de solugio da equagio
é dado por

y1 = x*cos (Blnx)

it (\/ﬁ )
= x" 2¢Cos Tlnx

e[V
—WCOS Tnx

y2 = x"sen (BInx)

1 (\/ﬁ )
= x" 2sen Tlnx

1 (VB
—ﬁsen Tnx

e a solugdo geral da equagdo é
Yy =yt

comcy,cp € R,

Obs.: A resolugdo desta equagdo usando o Método de
Frobenius conduz a uma equagdo indicial cujas raizes
sdo complexas e,este caso ndo foi tratado em sala de aula.
Por este motivo, esta questdo foi cancelada e os pontos
referentes a esta questio foram concedidos a todos os

alunos que participaram da prova. u
Exercicio 6 Usando fracées parciais,  observe
inicialmente que
1 s
s(s2+1) s 241
Logo,
1 1
L b=t~
G =<5
) B
s24+1
=1—cost
|



Exercicio 7 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugdo desta equagdo, observe que

L{y" -8y +15y} = L{6xe*} <«
Ly} —8L{y'}+15L{y} = 6L {xe*}
Considerando

Y =L{y},

a equagdo anterior pode ser reescrita como
s?Y—sy(0) —y'(0) =8 [sY —y(0)] +15Y = 6L {x}|, ,

Ou seja,

(52 —8s+15)Y — 55 +36 =

6

(s —4)?

y — 553 — 765% + 368s — 570
(s—4)*[(s —4)2—1]

Logo,
y=L{Y}

_ 553 — 7652 4 3685 — 570
(s—4)*[(s —4)2~ 1]
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Usando fragées parciais, tem-se que

55 — 30
(s—4)2-1

55 —4s> —2085+577 6
(s=47[(s=42-1] (54

6 5(s —4) —10
(s—4)2+ (s—4)2-1

Ou seja

v _6£1{(s—14)2}+5£l {(5—54_)24—1}_

-0 { i |

= (—6x +5cosh x — 10sinh x) e**

_ELX —x
<_6x+ 5¢* + 15¢ )€4x

2
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Data: 14 de Dezembro de 2023 Duracdo: 16:00 - 18:00

Problema 1 Resolva a equagio

xydy = <y2 + x) dx

2
/:2 y )
Y (x+y

Problema 3 Encontre uma solug¢do particular para a equagio

Problema 2 Resolva a equagio

y" + 2y + 5y = 4e”* cos 2x
Problema 4 Encontre uma solugdo particular para a equagio
Y 4y +dy = x %, x>0
Problema 5 Encontre a solugdo geral da equagio

(4—2")y" +2y=0

¢ awe)

Problema 7 Resolva o problema de valor inicial

Problema 6 Calcule

y" — 8y’ + 15y = 6x e**
y(0) =5
y'(0) =4

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio diferencial Tomando c1 = 1, seque-se que
xydy = (7 +x) dx 9(x) = / p(x)g(x)dx
pode ser reescrita como 2dx
= |52
1 1 x
/ -1 / 2
-y = sy —-—y =1
y—3¥=VY vy =Y
que é uma equacdo de Bernoulli.Considere a sequinte T x tez 2 €R
mudanga de varidvel e
2
u=y u(x) = q(x)
p(x)
disto segue-se,
u' = 2yy
vy —— 40
Substituindo na equagdo anterior, tem-se =X I
2
u — Eu =2, X
X 2
. = Cpx° —2x
que é uma equagdo linear com
Ou seja,
2
P(X)——; 2:c2x2—2x:>
g(x)ZZ y:\/szz—ZX
Considere portanto, m

1) = [plax

X

= —2In|x|+co, ¢ €R

e
plx) = et
_ elen\x|+c0
e‘o
= ?
c
= x%' cp = e

Exercicio 2 Observe que a equagio

2
/:2 y
Y (x+y)

pode ser reescrita da seguinte maneira

2y%dx — (x +y)*dy = 0 =

x? lZZidx - L j;zy)zdy] =0=
2(%)20&— (1—1—%)2@:0

Considere a segquinte mudanca de varidvel

disto segue-se,

_Y —
u=_ ey =ux

dy = xdu +udx



Substituindo na equagdo anterior, tem-se

—u (1+u?) dx = (14 u)®xdu =
dx _ 7(1+u)2 du =
x  —u(1+u?)

x u 1+ u?

Ou seja

y

In|x| = —ln’%' —2arctg (x

>+C0:>

In|y| +2arctg (%) =0

ondeci = —cgecy € R. |

Exercicio 3 Deseja-se  encontrar — uma
particular y, da equacdo diferencial

solugdo

v +2y + 5y = 4e ¥ cos 2x
Observe inicialmente que

Yy =e *cos2x

Y2 = e “sen2x

sdo solugoes linearmente independentes da equagio
homogénea associada da edo dada. Desta forma, para
utilisar o método dos coeficientes a determinar, é
coerente a segquinte proposta de solugdo particular

yp = x [Ae™* cos 2x + Be”*sen 2x]
=X (Ayl + Byz)

e observe que

y' = Ay1 + Bya + x (Ay} + By)
y" =2Ay; +2By5 + x (Ay + Byj)

Gabarito Prova Final

Substituindo-se na equacio dada, tem-se

y" +2y + 5y = 4e *cos2x &

2AY} +2By5+x (Ay] +Byy) +
+2Ay1 + 2By, +2x (Ay} + Byh) +
+5x (Ay1 + Bya) = 4e” *cos2x <

xA (y) +2y; +5y1) +
+xB (y3 +2y5 +5y2) +
2Ay} + 2By, +2Ay; +2Bys = de”*cos 2x <
2A(—e *cos2x—2¢ "sen2x)+
+2B(—e *sen2x+2e *cos2x) +
+2Ae " cos2x + 2Be *sen2x = 4e ¥ cos2x &

4Be ¥ cos2x — 4Ae ¥sen2x = 4e ¥ cos2x

Ou seja,
A=0

B=1
e, portanto uma solugdo particular é
yp = xe *sen2x

O
(Outro modo:) Sabendo que as solugoes fundamentais da
equagio homogénea associada sio

Y1 =e Ycos2x
Y2 = e *sen2x
e, usando o método da variagdo dos pardmetros,

segue-se que

Vi Vs

— 26723(

0]/2
f

0 e ‘sen2x

, f(x) =4e " cos2x

4e~* cos2x

= —4¢Xgen 2x cos 2x



y1 0
vi f

e~ cos2x 0

W, =

4e™* cos2x

= 4¢™ % cos? 2x

v W
= w
—4e~2¥gen 2x cos 2x

2e—2x

= —2sen2x cos2x

&

l_
=W
4e72% cog2 2x

237235

= 2cos?2x
Ou seja

sen? 2x
2

uy = — C1

sen 2x cos 2x

Uy =X c
2 > 2

comcy, cp € R. Considerando ¢y = c; = 0, seque-se
que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1u1 + you2
= xe *sen2x

Exercicio 4 Observe  que
associada é dada por

equacdo homogénea

Y+ 4y +dy =0

cujas solugdes sio
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Usando o método da variacdo de pardmetros,
tem-se que

V1 Y2
/

v Va

—2x

W =

e —2x

_2672x

xe

(1—2x)e™2

—4x

Oyz

Wy = )
f v

fl) =%

x72e7?% (1—2x)e

_x—le—4x

vi 0
vy f

_n,—2x —2,—2x
2e X ‘e

Ou seja



comcy, ¢ € R. Considerando ¢ = ¢ = 0e
usando o fato de que x > 0, seque-se que, uma solugdo
particular da equagio é

Yp = Y1u1 + You2
= ¢ XIn|x| —e >
= ¢ X (Inx+1)

Exercicio 5 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio
da equagio

(4—x2> v +2y=0
Considere portanto, a sequinte proposta de solugio

(9]
y=) ax"
n=0

Segue-se disto, que

[00)
y' =Y naux"!
n=1

y' =Y n(n—1)a,x"?
n=2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

(4—x*)y' +2y=0 =

n(n—1)ayx" 2+

(agk

(4—+)

3
||
N}

+2) ax" =0 =

o n=0
4Y n(n—1)ax"2 -
no:oz
—x2Y n(n—1)ax"2+

n=2

+ ) 2a,x" = =
n=0

8ay +24azx + Y _4(n+2)(n+ 1)ayx"+
n=2

o0
2a0 +2ax + Y [-n(n—1) +2]a,x" =0 =

n=2
8ay + 24azx + Y _4(n+2)(n+ 1)ayox"+
o n=2
+)  [-n(n—1)+2]a,x" =0 =
n=2

2a0 + 8ap + (2a7 + 24a3) x+

LY (40 +2) (14 Dangot
n=2

(—n2+n+2)a,] x" =0
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Logo,

. _ n2—n-—2 .
2T 4+ 2)(n+1) "

Supondo ag = 1eay =0, tem-se,

4= 1
S
a3 =0
ag =10
as =0
ag =0

Ou seja,
Y1 =ap+ax+ a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + -

1
:1_1x2

Supondo agora ag = 0 e a; = 1, tem-se,

ar =0
a — _i
3T 12
ay =0
a _L
5 240
ag =0

Ou seja,

Yo = a0+a1x+a2x2+u3x3 +a4x4+a5x5 + -

e a solugdo geral da equagdo é

Yy =c1y1 + 22

comcy, ¢y € R, |



Exercicio 6 Usando fracGes parciais,  observe
inicialmente que
s
s(s2+1) s s241
Logo,
1 1
L=t~
) =<
s
_r1
(1)
=1-—cost
n

Exercicio 7 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugdo desta equagdo, observe que

L{y" -8y +15y} = L{6xe*} <
L{y"} =8L{y} +15L{y} = 6L {xe*}
Considerando

Y =L{y},

a equagdo anterior pode ser reescrita como

s2Y—sy(0) —y'(0) —8[sY —y(0)] +15Y = 6L {x}|,_,

Ou seja,

(s2 —85+15) Y — 55 +36 =

-4

y _ 55> = 765 + 3685 — 570
(s —4)*[(s —4)2 1]
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Logo,
y=L{}

_1 | 5s® — 76s% + 368s — 570
(s—4)>[(s —42—1]

Usando fragées parciais, tem-se que

553 — 4s% — 208s + 577 6 55 — 30
(s—4)2[(s—4)2—1]  (s—4)?% (s—4)2-1
6 5(s—4)—10
C (s—4)? (s—4)2-1

Ou seja

I _6£1{(s—14)2}+5£1 {(5—54_)24—1}_

“10e gy

= (—6x +5cosh x — 10sinh x) &**

= (—6x + Zoer 1% 7 J; 156_x) et




Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral IV - Turma E4

Prof°. Edson
12 Prova 1° Semestre 2024

Data: 10 de Setembro de 2024 Duracao: 13:00 - 16:00

Problema 1 Resolva a equagdo diferencial
(2x+1)y =4x+2y
Problema 2 Resolva o problema de valor inicial
eV —Q2y+xe¥)y =0
{y(l) =3
Problema 3 Resolva a equagdo diferencial
<x2 +2x + y> dx = (x - 3x2y> dy

Problema 4 Resolva a equagio
yz + xzy/ — xyy’

Problema 5 Resolva a equagio
xy' —2x%/y =4y

Boa Sorte!
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+

Exercicio 1 Observe que a equagio segue-se que,
(2x+1)y' = 4x+2y 1(x) = [n(x)g(x)dx
pode ser reescrita da seguinte forma B 1 4x p
N / iz +1
;2 4
Y1 T 1 :/ el
2
(2x+1)
0 que a caracteriza como sendo uma equacgdo diferencial
linear, em que —Inl2 1 1 R
n|2x + |+72X+1 +c1, 01 €
(x) =— 2 e, finalmente
P 2x+1 / ’
4x _q(x)
$0) =5t Hx)

DEStﬂfOT"ma, considere = (Zx + 1) In |2x + 1‘ +C1 (2x + 1) +1

]
10 = [pldx

Exercicio 2 Perceba inicialmente que a equagdo dada,

2
:/—2x+1dx eV —(2y+xe¥)y =0,

pode ser reescrita como

=—In|2x+1|4+cp, ¢ € R

e Vdx — 2y +xe¥)dy =0
Tomando co = 0, tem-se ( )

Considerando
H(x) = et
M(x,y) =e7Y
— e—ln\2x+1\
N(x,y) = -2y —xe ™V,
-1
= enf2x+]| tem-se,
_ I My(x,y) = —e Y
|2x 41|
Ny(x,y) = —e 7Y
T 2x+1 Ou seja,
Escolhendo My(x,y) = Nx(x,y),V(x,y) € R?,
1

p(x) = 2x+1 0 que permite afirmar que a equagdo em questdo é exata



e, portanto existe uma funcio ¢ : R? — R tal que

dp _
a —M(X,y)
=
dg _
@ = N(x,y)
99
L —e7Y
ox ¢
dg
T oy —xe Y
3y 2y — xe

Ou seja,
p(x,y) =xe ¥V —y*+c1, e €R
e a solugdo da equacio em questio é
e(x,y) =c, 2 €R

Ou seja
xeV—y*=¢c ceR

Como sabe-se que
segue-se que

e a solucgdo do problema de valor inicial dado é

xeV—yF=e%-9

Exercicio 3 Para a resolugdo da equagio

<x2 +2x + y) dx = (x - 3x2y) dy
Observe que esta, pode ser reescrita como
(x2+2x+]/) dx + (3x2y—x> dy=0

Assim, considere

M(x,y) = x> +2x +y

N(x,y) = 3x%y — x
e observe que

Ny =6xy—1

Assim,
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M, — Ny
¢(x) N
_ 2B 1)
x (3xy —1)
_2
o x

:/—de
. x

= —2In|x|+c¢o, co €R

Tomando co = 0, tem-se

H(x) = e

Multiplicando a equacdo dada por y, tem-se

2y 1
1 — ~_ — — =
( +x+x2>dx+(3y x)dy 0
que, agora é exata. Logo, existe uma fungio ¢ : () C
R? — R tal que

Ou seja,

_ 3 .
o(x,y) =3y

d¢ 2y
Fri +;+—x2
219 1
ay_?’y_;

y

;+x+21nx+cz, ¢ €R

e a solugdo da equacio em questio é, portanto

Ou seja

2

p(x,y) =c3, c3€R

3
,y2—y+x+2lnx:c, ceR
x



Exercicio 4 Observe que a equagio
2 2.0 _ /
y Xy =xyy
pode ser reescrita da sequinte maneira

y2dx + (x2 - xy) dy=0=

{y dx+ = ydy} =0=

(© e

Considere a sequinte mudanga de varidvel

2o

_Y _
u= T S Y =ux
disto segue-se,
dy = xdu +udx

Substituindo na equagdo anteriot, tem-se

—udx =(1—u)xdu =

x u
dx:(11>du
x u
Ou seja
—ln|x|:1n'%‘—%+co =
—ln|x|—ln’%‘+%:c0 =
y
Z 1 —
2 Inlyl=co =
onde ¢y € R. |

Exercicio 5 Observe que a equagio diferencial
xy' —2x%/fy = 4y
pode ser reescrita como

1dy
y2 Ldx

Nl—

><w>

y—fy—nyZ(:) Y2z =2x

que é uma equacdo de Bernoulli. Considere a sequinte
mudanga de varidvel

disto segue-se,

Gabarito 12 Prova

Substituindo na equagdo anterior, tem-se

d—u—gu—x
dx x 7

que é uma equagdo linear com

Considere portanto,

1) = [p(x)dx

= 2In|x|+cy, co €R

e, tomando cy = 0, tem-se

plx) = 1t
_ e721n|x\
1
2
Segue-se que
= [n(x)g(x)dx

= /ldx
J x

:1n|x|—|-c1, c1 €R

_Injx[+¢
=—0

x2
= %% (In|x| +¢1)

Ou seja,

y% =2 (In|x|4+¢1) =

y=x*(In x| +¢1)*
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Problema 1 Sabendo que a fungdo y, = x é uma solugio da equagdo
P(nx —1)y" —xy +y =0,
encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y.
Problema 2 Resolva a equagio
Xy —3x*y" + 6xy — 6y =0
Problema 3 Encontre a solugdo geral da equagio
v’ +2y — 15y =3 + 2xsenx
Problema 4 Encontre uma solugdo particular para a equagio

y" + 4y = cossec2x

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

y" —4y =32x
y(0) =0
y(0)=6

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio Tomando c; = 0, tem-se,

2(nx—1)y" —xy +y =0, y2(x) = u(x)y1(x)
pode ser reescrita em sua forma padrdo da seguinte = _Inx
forma, x

. 1 y 1 y—o =—Inx

x(Inx—1) x2(Inx —1) [ ]

onde . Exercicio 2 Perceba que a equagio dada,
P(x) = Tx(nx—1) 3y —3x%y" +6xy’ — 6y =0

Deseja-se encontrar uma outra solucdo desta equagio
sabendo que
=x

n

é uma solugdo. Usando da redugdo de ordem, considere

n(x) = /—P(x)dx

:/x(lrwlc—l)dx

=In|lnx —1|4+¢cg, co € R
Tomando co = 0, segue-se que
H(x) = et

_ €1n|lr1x—1\

= |lnx —1|
=+ (Inx—-1)

Escolhendo
u(x) =Inx —1

Logo,

T

Inx—1
/ 2 dx

Inx
—T +c1,¢c1 €R

u(x) V(x)dx

trata-se de uma equagdo de Cauchy-Euler. Portanto,
considere a sequinte proposta de solugdo

y=x",meR
Disto segue-se que
]// — m ™1

y' =m(m—1)x""

2
y" =m(m—1)(m—2)x"3
Substituindo na edo em questdo, tem-se
x3 [m(m —1)(m —2)x™=3] —
—3x% [m(m — 1)x™ 2] +
+6x [mx™ 1] —6[x"] =0 =
m(m —1)(m —2)x™ —3m(m — 1)x"+
+omx™ —6x" =0 =
x™ [m(m—1)(m—2) —3m(m —1)+
+6m—6] =0=

m(m—1)(m—2)—=3m(m—1)+6m—6 =0 =

m3 —6m?2+11lm—6 =0

Perceba que
my = 1

é uma solugdo desta equagio e

m> —6m* 4+ 11m —6 = (m —1) (m2—5m—|—6)



Ou seja, as outras solugdes desta equagio sio a raizes da
equacgao
m® —5m+6=0

que sdo

my =2

H”I3:3

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagio diferencial em questdo é

y1 ="
=x

ya =«
= x2

ya ="

Logo, a solu¢do geral da equagio é
Yy = c1y1 + Y2 + c3Y3

=c1x+ czx2 + c3x3

com ¢y, ¢y, c3 € R. [ |
Exercicio 3 Observe inicialmente que a edo em questio,
v’ +2y — 15y = 34 2xsenx
possui equagio homogénea associada
y'+2y —15y =0,
cuja equagdo caracteristica é
m?+2m—15=0,
cujas solugdes sio
m; =3
my = —5

Ou seja, o conjunto fundamental de solucgbes da
equagio homogénea em questio é

v = emx
— eSx
Yy = M2

_ e—5x

Gabarito 22 Prova

Logo, a solu¢do complementar da equagio é

Ye = C1y1 + C2l2

= 1% e

comcy, ¢ € R

E necessirio agora, encontrar uma solugio
particular da edo original.Para isto considere a sequinte
proposta de solugdo

yp = A+ (Bx+C)senx + (Dx + E) cos x
Observe que
Yy = (—Dx+ B —E)senx + (Bx + C + D) cos x
y, = (—Bx —C —2D)senx + (—Dx +2B — E) cos x
Substituindo na equagdo, tem-se
(=Bx —C —2D)senx+(—Dx +2B — E) cos x+
+2[(—Dx+ B —E)senx+(Bx+ C+ D) cos x| —

—15[A + (Bx+ C) senx+(Dx + E) cos x] =

3+ 2xsenx

—15A+
+[(~16B —2D) x + 2B — 16C — 2D — 2E] sen x+
[(2B—16D)x +2B+2C+2D —16E]cosx =

34+ 2xsenx
Portanto,
—15A =3
2B—-16C —2D —2E =0
—16B—2D =2
2B—-16D =0
2B+2C+2D —16E =0
Ou seja
1
A=——
5
8
B=——
65
47
C= -5
1
D=——_
65
__
© 4225




e,

—_1_(8 47 (L 79
Yr="5 (65x + 4225) senx (65" + 4225) cosx
e a solugdo geral que deseja-se encontrar é dada por

Yg =Yct+Yp

= —% + 1% + e — (;x + 525) senx—
1 79
- (659( + 4225) COos X
|

Exercicio 4 Deseja-se  encontrar — uma  solucdo

particular y, da equacdo diferencial
y" + 4y = cossec 2x
Observe inicialmente que

Y1 = cos2x
Yo = sen2x
sdo solugoes linearmente independentes da equagio

homogénea associada da edo dada. Usando o método da
variagdo dos pardmetros, sege-se que

1 Yy
W = / /
Vi ¥
Ccos 2x sen2x
B —2sen2x 2cos2x
=2
0 »
Wy = y/ , f(x) = cossec2x
f v
0 sen2x
B cossec 2x
= —cossec 2xsen 2x
=-1
vi 0
Wy = .
i f
oS 2x 0
B cossec 2x
= C0s 2x cossec 2x
Ccos 2x

"~ sen2x

Gabarito 22 Prova

=
S
|

Ou seja

Uy = /u'zdx

" CcOS2x
= X
2sen 2x

1
= Eln |sen2x| + ¢

comcy,cp € R. Considerando ¢cq = ¢y = 0, seque-se
que, uma solu¢do particular da equagio é

Yp = Yy1u1 + yauz

1
= —2 c0s2x + ~sen2x In |sen 2x|

2 4
|
Exercicio 5 Observe que equacdo  homogénea
associada é dada por
y'—4y=0

cujas solugdes sdo

Y= er

Yo = e—2x

Logo, a solugio complementar da equagio dada é

Ye = C1Y1 + 22

2

= 1% + e, 01,00 €R



Usando o método dos coeficientes a determinar, para
encontrar uma solugdo particular, considere a sequinte
proposta

Yyp=Ax+B
Observe que
Yp=A
yp =0

Substituindo na edo original, tem-se
yp —4yp = 32x =

0-4(Ax+B) =32x =

Ax+ B = —8x
Ou seja

A=-8

B=0

Gabarito 22 Prova

Yp = —8x
Por fim, a solugio geral do problema é dada por
Yg=YctYp
= 1% + cpe % — 8x
Observe que
Yy = 2016% —20p6*" — 8
e, usando as condigdes iniciais dadas, segue-se que

yg(0) =0 c1+c=0 =3
= =
6

y4(0) cp—c=7

Cr = —%
Ou seja, a solugdo do problema é

_ 7 2x 7 —2x
y=5e ¢ 8x
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Problema 1 Determine o intervalo de convergéncia da série

»

n=2

(=" (x =1)*
4qn

Problema 2 Encontre a solugdo geral da equagio
(1+2x%)y" +3xy +y =0
Problema 3 Encontre uma solu¢do da equagio
4x?y" +2xy’ + (x —2)y =0

Problema 4 Calcule

B 452 + 95 — 28
£ 1{<s_1)<s_2)(5+4>}

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial
y// +3y/ _4y — 62t
y(0) =4
y'(0) =5

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é dado
por
(=1)" (x =1

4qn

ay =

Assim,
,1)n+1 (x — 1)2("+1)
Int1 = An+1

1)2(n+1) 4n
4n+1 (_1),1 (x _ 1)211
’ (x — 1

an+1

’ n+1

x—l
4

Usando o teste da razdo, tem-se que,

An+1
an

e a série serd convergente quando L < 1, ou seja

(x=1)° 1) <1=

(x-17%<4 =

(x-17%<2 =

[x—1]<2 =
2 <x-1<2 =

-1<x<3

Ou seja, o intervalo de convergéncia da série é (—1,3).
n

Exercicio 2 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio da
edo
(1+2x%)y" +3xy +y =0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugdo

[ee]
y=) amx"
n=0

Seque-se disto, que
o0
v =Y nax"!
n=1

(o]
Z (n—1)a,x" 2

Substituindo na equagio dada, obtem-se

(1+22)y" +3xy +y=0 =

[ee]
(1+2x%)Y n(n—1)a,x"2 +
n=2
+3x ) napx™ '+ ) a,x" =0 =
n=1 n=0
Y n(n—1)ax""2+ ZZn n—1)a,x" +
n=2 n=2

+Z3nanx —i—Zan = =

i<n+z><n+1>an+zx" "

n=0 -
Y 2n(n —1)ax" +
&=2 00
+ Z?manx” + Zanx” -0 =
n=1 n=0

2ay +6azx + Y (n+2)(n + 1)a,42x" +
n=2

[e0)
Y 2n(n —1)a,x" +
(e} n:2 [ee]
3a1x + ZBnanx” +ag+a1x + Zanx” =0 =
n=2 n=2
(2ap 4 ag) + (6a3 +4a1) x +

[1e

[(n+2)(n+1)ay 2+
21) +3n+1)a,]x" =0

n

+ (2n(n



2
Logo,
a 7_@
L)
2611
5=

. o 2n? +n+1 p
1’l+2_ (n+2)(1’l+1) n

Supondo ay = 1eay =0, tem-se,

a—il
27 )
11320
aiE
Y
a5:0
. — 207
6= 7720

Ou seja,
Y1 =4ag+a1x+ apx* + a3x3 + a4x4 + a5x5 + -

1, 11, 407 4
=l Y ot

Supondo agora ag = 0 e a; = 1, tem-se,

HZZO
a —7%
3773
ﬂ4:0
a —E
>7 15
116:0

Ou seja,

Yo = ao+a1x+a2x2+a3x3 +a4x4+a5x5 + -

_ . 23 115
=X 3x +15x

e a solugdo geral da equagdo é
y=an+oyp

comcq,cp € R

Gabarito 32 Prova

Exercicio 3 Observe que x = 0 é um ponto singular
regular da edo

4x?y" +2xy + (x —2)y =0

Portanto, considere a sequinte proposta de solucio
oo
y=Y ax"t
n=0
Segue-se disto, que

(Tl + r)ananrrfl

Q\
I
agk

n=0

!

V=Y (n+r)(n+r—1ax"2

agh

n=0

Substituindo na equagdo dada, obtem-se
4x%y" 4+ 2xy' + (x —2)y =0

4x2Y (n+r)(n+r—1)ax" 2 4

n=0
+2x ) (n4r)ax" T+
n=0
[e)
+(x—=2)) a,x"" =0
n=0
[e9)
Y 4(n+r)(n+r—1)ax"t" +
n=0 -
+ ) 2(n+r)ax™t +
Zanxn+r+1 _ Zanxn+r =0
n=0 n=0

[e0]
XY Am+r)(n4r—1)ax" +
n=0

oo

+) 2(n+r)apx + Y apx"t =Y 2a,x"| =0
n=0 n=0 n=0

dn+r)(n+r—1)ax" +
n=0 o
+Y 2(n+r)anx" +

o n:O (0]
+) a,qx" =) 2a,x" =0
n=1 n=0
4r(r — 1)ag + 2rag — 2ag +

o
+) [dn+r)(n+r—1)a, +
n=1
2(n+r)ay, —2a, +a, 1] x" =0



Portanto, a equacgdo indicial é dada por

[4r(r—1)+2r—2]ag=0=

2/ —r—1=0
ou seja,
r=1lour= 1
B 2
Além disto, tem-se também que
An+r)yn+r—1)4+2(n+r)—2]a,+a,-1=0
donde segue-se a segquinte relagcdo de recorréncia

an-1
dn+r)(n+r—1)4+2(n+r)—2

Para r = 1, tal relacio torna-se

ay = —

g — =1
" 2n(2n + 3)
Supondo ay = 1, tem-se
a — 7i
1™ 710
a L
27 280
a — _L
57 715120
ne — 1
* ™ 1330560
a — _#
> 7172972800
e, uma solugdo da equagio dada é
-y — iz + LS _ x74_|_
Y1=%7 70 " 280 ~ 15120
X5 X6

* 1330560 ~ 172972800 T

Exercicio 4 Inicialmente observe que

45 + 95 — 28
(s=1)(s—2)(s+4)

(s+4)(4s—7)
(s—=1)(s—2)(s+4)
_ 4s — 7
 (s—1)(s—2)

e, usando fragdes parciais, tem-se

4s —7
(s—=1)(s—2)
3 1
s—1+s—2

452 +9s—28
(s—1)(s—2)(s+4)
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Logo,

1 4s% 4 9s — 28 P 1
£ {<s—1><s—2><s+4>}“ {s—ﬁs—z

=3¢’ + e
n

Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugio desta equagdo, observe que

L{y +3y -4y} = L{6*} &
L{y"Y+3L{y'}y —4L{y} = 6L {e*}
Considerando

Y =L{y},

a equagdo anterior pode ser reescrita como

Y —sy(0) —y/'(0) +3 [sY —y(0)] —4Y = 6L {*'}

Ou seja,
6
2 —4)Y 4517 =
(s +3s—4) s p—
2 _
(544)(s—1)Y = 452 495 — 28
s—2
Y — 452 495 — 28
 (s—=1)(s—2)(s+4)
Logo,
y=L{y}

_ 452 + 95 — 28
=t 1{<s—1><s—z><s+4>}

e, de acordo com o Exercicio 4, tem-se

y =3¢ + e
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Problema 1 Resolva a equagio
xydy = <y2 + x) dx

Problema 2 Encontre uma solugdo particular para a equagio
y//_zy/_i_y:ex\/}

Problema 3 Resolva a equagio

Xy’ +5xy’ 4+ 8y =0

e (sZiZ)Si; =

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

Problema 4 Calcule

]/” +3yl —4]/ — 62t
y(0) =4
y'(0)=5

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagdo diferencial Tomando c1 = 1, segue-se que
_ (2
wydy = (i +x) dx 1) = [r(x)gxex
pode ser reescrita como
_ [2dx
1 1 X2
! -1 ! 2 J X
——y = Sy — -y =1
y—3Y¥=Y vy =Y
que é uma equagdo de Bernoulli.Considere a sequinte =z +c, 0 €R
mudanga de varidvel
e
u=1y
q(x)
disto segue-se, u(x) = u(x)
u' = 2yy’
Substituindo na equagdo anterior, tem-se 2 to
__x
u — gu =2, 1
x 2
5 3o Ii
que é uma equagdo linear com — px®  2x
2
p(x) = X Ou seja,
g(x) =2 y? = cox® —2x =
Considere portanto,
¥y = Vex? —2x
x) = x)dx
1) = [p) .

X

= —2In|x|+¢p, co €R

plx) = et

_ elen\x|+c0

Exercicio 2 Observe que a equacdo auxiliar da
equacdo homogénia associada é dada por

m?—2m+1=0& (m—1)>%=0

ou sejam

my =mpy =1

e o conjunto fundamental de solugoes é

y1 — emlx
= EX

Yo=X1
= xe*



Usando o

tem-se que

Ou seja

método da variacdo de pardmetros,

i Y2
Vi oY

ex

xe*
e* (14x)e

€2x

0 Y2
f v
0 xe*

Vx (1+x)e

 f=ex

= —xe*\/x

W,

er ﬁ

e2x
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comcy,c1 € R. Considerando co = cy = 0ex > 0,
segue-se que, uma solugdo particular da equagio é

Yp = Y1t + Yotz
2 2
= —gxzﬁe" + gxzﬁex

4 2 X
T Vxe

Exercicio 3 Sendo esta um equagdo de Euler, segue-se
ue sua equagdo auxiliar é dada por

m2+4m+8=0

cujas raizes sido

my = —2+42i
my = —2—2i
Ou seja,
0= -2
= 2

e, 0 conjunto fundamental de solucdes é
y1 = x"cos (Blnx)

= x"2cos (2Inx)

Y2 = x"sen (Blnx)

= x %sen (2Inx)

Portanto, a solugdo geral é,

Yg = C1y1 + c2Y2

2 2

=1x “cos (2Inx) 4+ cox “sen (2Inx)

1
=2 [c1cos (2Inx) + cpsen (2In x)]
comcy, cp € R |

Exercicio 4 Usando  fracdes parciais,  observe
inicialmente que

24541 23 1 1 s
(s2+4)(s2—9) 13s2+4 13s2+4

7 1 1 1

T 78513 65-3




Logo,

1 s2+s+1 _ 3
(s24+4)(s2—9)J 13

1
1 .
£ {524—4}

1.4 1
+8£ {5—3}

3 1
= %senZt— EcosZt
7 3, 13
788 + 66

Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugdo desta equagdo, observe que

Ly +3y —4y} = L{6e*} &
LAy} +3CL{y'} —4L{y} = 6L {e¥}

Considerando
Y =LA{y},

a equagdo anterior pode ser reescrita como
s2Y—sy(0) —y'(0)+3 [sY —y(0)] —4Y = 6L {e*}

Ou seja,

6
2 _ _ _ — -
(s> +3s—4)Y —4s —17 p—
2 _
(s+4)(s—1)Y = 4" +95 - 28 :
s—2
452 + 95 — 28

Y:

(s—=1)(s—=2)(s+4)
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Logo,

y=L"1{Y}

A 452 +9s — 28
=t {<s—1><s—2><s+4>}

Usando fragdes parciais, tem-se que

452 +9s—28  4s—7
(s—=1)(s=2)(s+4) (s—1)(s—2)
3 1
-1 52

ou seja,

_ 452 + 95 — 28 _ 3 1
£ 1{<s—1><s—z><s+4>}:‘ 1{5_1+s_2

_ -1 1
=3L {S_l +
L1
w {5_2

=3¢+

Portanto,
y =3¢ + e
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Problema 1 Resolva o problema de valor inicial
{y' +ytgx = secx
y(m) =1

Problema 2 Resolva a equagdo diferencial

<2+%>dx+<y—%) dy =0

Problema 3 Resolva a equagio diferencial
ydx + <2xy - e*2y> dy =0

Problema 4 Resolva a equagio

xy' —y=xtg (2)

X

Problema 5 Resolva a equagio

dy _
x%—(lth)y—xy

2

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio segue-se que,
¥ +ytgx =secx q(x) :/y(x)f(x)dx
pode ser reescrita da seguinte forma = / secx secxdx
/
+ (tgx) y = secx,
y+tex)y :/sec2xdx

0 que a caracteriza como uma equagdo diferencial

linear, em que =tgx+c, 00 €R

e, finalmente,
pix) =tgx tgx+c1
y(x) = Teecx
f(x) =secx
= cosx (tgx +cq)
Desta forma, considere
=senx + 1 COSX
n(x) = /p(x)dx Sabe-se que
y(m) =1
= / tg x dx e disto seque-se que
sent+cjcos =1 =
= —In|cos x|+ ¢y, ¢o € R e =1 N
cg =-—1

Tomando cq = 0, tem-se
e, portanto

u(x) = el y(x) = senx — cos x
|
—In|cos x| L. . B
¢ Exercicio 2 Deseja-se resolver a equagio
_ 1
1 Para isso, considere
cos x
os Mixy) =2+ %
N(xy) =y
Escolhendo e observe que,
1
1 My(x,y) = 5
px) = COS X x

=secx Nx(x,y) = =




Ou seja,
My(x,y) = Nx(x,y),Y(x,y) € R?,

0 que permite afirmar que a equagdo em questdo é exata
e, portanto existe uma fungio ¢ : R?> — R tal que

dg _
ox M(x,y)
=

dg _

@ = N(x,y)
d¢ y
ax 2T
2¢ 1
Tk

Ou seja,
2

p(x,y) = y?—%+2x+cl, (1 €R

e a solugdo da equagio em questio é
o(x,y) =cz, 2 €R
Ou seja

yZ
?— +2x=¢, ceR

R

Exercicio 3 Para a resolugio da equagio
ydx + <2xy - e*Zy) dy =0,
considere
M(x,y) =y
N(x,y) =2xy —e %

e observe que
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Assim,
n(x) = /P(x)dx
;)
= 2—=|d
f(z-5)
=2y—In|y|+co, co €R

Tomando cq = 0, tem-se

‘u(y) = e"/(y)
— 2ypnly ™!

lyl

Escolhendo

e multiplicando a equagdo dada por y, tem-se

[ezydx + <2xezy — ;) dy} =0

que, agora é exata. Logo, existe uma fungdo ¢ : Q0 C
R? — R tal que

¢ 5

T — 4V

ox ¢

¢ 5
b Y _
3y 2xe

Ou seja,
p(x,y) = xe? —In|y| +c3, 2 €R
e a solugio da equagdo em questdo é, portanto
¢(x,y) =c3 3 €R

Ou seja

xe¥ —Inly| =¢, c€R



Exercicio 4 Observe que a equagio
Iy = y
xy —y=xtg (x)
pode ser reescrita da seguinte maneira
dy AR
xﬁ—y—xtg<§) =0=
_ ¥ _
xdy [erxtg (x)} dx=0=
[y +xtg (%)} dx —xdy=0
Perceba que trata-se de uma equagdo homogénea, e
colocando x em evidécia tem-se

x{[%—k tg(%)}dx— dy} =0=
£ e ar—
Considere a seguinte mudanga de varidvel

Y -
u==_ey=ux

disto segue-se,
dy = xdu +udx

Substituindo na equagdo anterior, tem-se

[+ tg(u))dx — (xdu+udx) =0=
(u+ tgu —u)dx —xdu =0=

tgudx — xdu =0

que é uma equagdo separdvel, e disto segue-se que

dx  du

x  tgu

dx cos u
— = du
X senu

JZ = [

Ou seja
In|x| =1In|senu|+cy =
Injx|—In|sen (£)| =co =
In ad =c =
sen (L)| 0
il =eh0 =
sen (%)
x—cysen () =0
ondeci =e0ecy € R. [ |
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Exercicio 5 Observe que a equagio diferencial

dy

27 _ 1 — 12
x o~ (+x)y =y
pode ser reescrita cono
dy 1+4x > ldy 1+x 4
— = _—— = = 1
dx x y? dx x

que é uma equagdo de Bernoulli. Considere a seguinte
mudanga de varidvel

u=y

disto segue-se,
du  1dy

dx y? dx

Substituindo na equagdo anterior, tem-se

du 1+x
+

= =1,
dx x "

que é uma equagdo linear com

pl) =112
gx) = —1

Considere portanto,

1) = [plx

—/(11_x)dx

=x+1In|x|+co, o €R

e, tomando cy = 0, tem-se

plx) = et

Escolhendo



Segque-se que

1(x) = [n()g(x)dx

Ou seja,

-1
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X (1 _
e (1—x)+c N
x e

xe*

e (l-x)+
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2x 4

Problema 1 Sabendo que a fungio y, = e=* é uma solugdo da equagio

2x+1)y" —4(x+1)y +4y =0,
encontre outra solugdo desta edo, que seja linearmente independente de y.

Problema 2 Resolva a equagio
y® —5y" 44y =0
Problema 3 Encontre a solugdo geral da equagio
X —X
y'+4y +3y = %

Problema 4 Resolva o problema de valor inicial

2y

y" 4+ vy = sen
y(0) =1
y'(0) =0

Problema 5 Encontre uma solugdo particular para a equagio

1 1 1
/! /

— —y=—,x>0
y+xy+x2y < X

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio Logo,
x
2x+1)y" —4(x+1)y +4y =0, u(x) Z/ngz)dx
1
pode ser reescrita em sua forma padrdo da sequinte (2x 4+ 1) e* J
forma, = / e x
4(x+1) 4 (2x+1)
1! !
_ =0 _
A T A TR / o
onde = P(x+1)+c,c1 €R
P(x) = C4(x+1) Tomando ¢, = 0, tem-se,
2x +1
ya(x) = u(x)y1(x)
Deseja-se encontrar uma outra solucio desta equagdo R ox
sabendo que = (x+1)e
vy =¥ =—(x+1)
|

4(x+1)
2x +1

2
_/<2+2x+1>d"

=2x+In]2x +1]4+¢cp, co €R

Tomando co = 0, segue-se que

p(x) =

_ 62x+ln|2x+1\

— 2 pIn|2x+1]
=+ (2x+1)e¥

Escolhendo

ulx) = (2x+1) e

Exercicio 2 Perceba que a equagdo dada,

y@ 5y 44y =0

possui equagio auxiliar dada por

Considerando

m* —5m?+4 =0

w = m?,

a equagdo anterior torna-se

cuja solugdessdo

w?—5w+4=0

w1:1

wy =4

Voltando a equagio em m, tem-se para wq = 1,

ou seja

m

2:(1.)1:1

1’}11:1

mZ:—l



e para wy = 4 tem-se

ou seja,
msz = 2
my — -2

Assim, o conjunto fundamental de solucdes da
equagio diferencial em questdo é

v = elMx
= ex
vy = PULES

—e
y3 = oM
— er
Yy = olMax

_ e—?.x

Logo, a solugdo geral da equagio é
Y = C1y1 + C2y2 + C3Y3 + C4Y4
_ X —Xx 2x —2x
=c1e +cpe T+ cze + cye
com cq, ¢y, ¢3,¢4 € R. |

Exercicio 3 Observe inicialmente que a edo em questio,

eX+e ¥

V'+ 4y +3y = —5

possui equagio homogénea associada
v’ +4y' +3y =0,
cuja equagdo caracteristica é
m? +4m +3 =0,

cujas solugdes sdo
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Ou seja, o conjunto fundamental de solugées da
equagio homogénea em questio é
v = My — =X

Yo = emX — ef3x

Logo, a solu¢cdo complementar da equagio é

Ye = C1Y1 + C2Y2

=cre ¥ 4 e

comcy, ¢ € R

E necessirio agora, encontrar uma solugdo
particular da edo original. Para isto considere a seguinte
proposta de solugdo

yp = Ae* + Bxe™ "
Observe que
Y, =Ae* +B(1—-x)e "
Yy = Ae* +B(-2+x)e*
Substituindo na equagdo, tem-se

Ae* + B (=24 x)e " +4Ae*+

X —X
+4B (1 — x)e ™ + 3Ae* + 3Bxe " = % =
1 1
X —X _ X T L—X
8Ae* +2Be™* = 5¢ +2€
Portanto,
1
8A = -
2
1
2B = -
2
Ou seja
1
A=—
16
1
B=-
4
e

1 1
yp:Eex+ixe *

e a solugdo geral que deseja-se encontrar é dada por
Yg=Yet+Vp

1 1
—Xx —3x X | T, X
=c1e " +cpe + 166 + 4xe

— —3x E) —Xx ix
cpe +(cl+4 e —|—16e



Exercicio 4 Observe inicialmente que a
homogénea associada ao PVI dado é

equagao

v +y=0
cuja equagio associada é dada por
m+1=0=m=+i
ou seja

a=0

p=1

Y1 = cosx
Y2 = senx
e a solugio complementar é
Ye = C1Y1Y2
= (1COSX + Ccosenx

Usando agora o método da variacdo dos pardmetros
para encontrar uma solucio particular, segue-se que

V1 Y2
W = ! !
V1 Y2
CoSs x sen x
—senx Cosx
=1
0 2
Wy = | fx) = senx
f v
0 sen x
sen?x cosx
= —sen’x
vi 0
Wy = .
vi f
COoS X 0
—senx sen®x
_ 2
= cosxsen-x
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= —senx
/ WZ
27y
2

= cosxsen x

Ou seja

Uq :/—seandx

= —/senzx sen x dx

—/ (1 — cos? x) sen x dx

0s3 x

= COS X —

Uy = /u’de

= /cosxsenzxdx

+C

ser13x

3
comcy,cp € R. Considerando ¢cq = c3 = 0, segue-se

que, uma solu¢do particular da equacio é

Yp = Y1u1 + yauz

2 costx  sen*x

= cos“ x — 3 + 3

Assim, a solugdo geral da equagdo é dada por

Yy=Yctlyp
2 cos*x  sen*x
= (1COSX + cpsenx + cos” x — 3 3

Uma vez que, y(0) = 1 ey’ (0) = 0, seque-se que

c 1
'3
Cr — 0
e por fim, temos
_1 cos x 4 cos? x — cos’x | sen's
Y73 3 3



Exercicio 5 Observe que a equagio dada
1 1 1
1 /
l == 0
VY Gy = x>

pode ser reescrita como

x2y“+xy’+y:x

Perceba que a equagiio homogénea associada é

x2y”+xy’+y:0

que é uma Equacdo de Cauchy-Euler, cuja equacdo
caracteristica é

m?4+1=0=m=+i

ou seja

cujas solugdes sdo
y1 = cos (Inx)
y2 = sen (Inx)
Logo, a solugdo complementar da equagio dada é
Ye = C1y1 t 212
=cycos (Inx) +cpsen (Inx), c1,c0 € R

Usando o método dos coeficientes a determinar, para
encontrar uma solugdo particular, considere a sequinte
proposta

Yp=Ax+B
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Observe que
I
yp,=A
7
Yy, =0
Substituindo na edo original, tem-se

XYy Xy, Fyp =x =

0+Ax+Ax+B=x=

2Ax+B=x
Ou seja
1
A=3
B=0
e
x
Yr=73

Por fim, a solugio geral do problema é dada por
Yy=Yct+up

= c¢1 cos (Inx) + cpsen (Inx) + %
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Problema 1 Determine o intervalo de convergéncia da série

00 n 4
—2x)"
1;11—!—1( )

Problema 2 Encontre a solugdo geral da equagio
(x* +1)y" —6y =0

Problema 3 Encontre uma solug¢do da equagio

1
4xy” + Ey'—l—y =0

-1 25 —1
s2(s+1)°

Problema 5 Resolva o problema de valor inicial

Problema 4 Calcule

y// _ 4}// 4 4]/ — 32t
y(0)=0
y'(0)=0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o termo geral desta série é dado
por

n —1
= —2x)"
fin n—i—l( %)
Assim,
n+1 n
= — (=2
an+1 n+2( X)
e,
Ap41 n+1 n n4+1
= —2 _—
Ay n+2( %) n(—2x)r-1
(n+1)2
=|—Z(-2
n(n—|—2)( %)
_2(n+1)2 1]
n(n+2)

Usando o teste da razdo, tem-se que,

L = lim An+1
n——+o0o Ay
2(n+1)2

= lim |x]

n-teo n(n+2)

2
n—>+oo 11(1’1 +2)

=2|x|
e a série serd convergente quando L < 1, ou seja
2)x| <1 =

-1<2x <1 =

2 2

Ou seja, o intervalo de convergéncia da série é

3 -

Exercicio 2 Observe que x = 0 é um ponto ordindrio da
edo

(2 4+1)y" —6y=0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugdo

Seque-se disto, que

y

[ee]
=) aux"
n=0

[e9)
v =Y nax"!
n=1

o0
2 (n—1)a,x" 2

Substituindo na equagdo dada, obtem-se

(x>2+1)y" —6y=0

x+12 (n—1)ayx"2 —

X

2

i M% zMS

[e9)

n(n—1)a

-6 Zanx” =0
n=0

n(n —1)ayx" 2 +

:

-2 _

—6 Zanx” =0
n=0

Y n(n—1)ax" +

n=2

+Yon(

n=2

n—1)ax"2—

—6) a,x" =0
n=0

=



o
Y n(n—1)ax" +
n=2

2ay + 6azx + Y (n+2)(n+ 1)ay2x" —
n=2

[ee]
—6ag —6a1x —6) a,x" = 0=
n=2

(2112 — 661()) + (6&13 — 6&1) X+

Y |(n* —n—6)ay+ (n+2)(n+1)au|x" =0

Logo,
a :3110
as = aq =
b (n?> —n—6) .
T T+ 2)(nt1) "
a :3610
as = aq
n+2 — (n+1) n

Supondo agora ag = 1 e a; = 0, tem-se,

a =3
a3 =0
ag =1
as =0
1
a6 = —¢

Ou seja,

Y1 = a0+a1x+a2x2+a3x3 +a4x4+a5x5 + -

1
:1+3x2—x4+5x6+~-
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Supondo agora ag = 0 e a; = 1, tem-se,

a =0
a3 =1
ag =0
a5 =0
ag =0

Ou seja,

Yo = a0+a1x+a2x2+a3x3 +a4x4+a5x5 + -

=x+x°
e a solugdo geral da equagdo é

Y =C1y1 + 22

comcy,cp € R [ |

Exercicio 3 Observe que x = 0 é um ponto singular
regular da edo

1
4xy//+§y/+y:0

Portanto, considere a sequinte proposta de solugio

e8]
y = Zananrr
n=0
Seque-se disto, que
(n 4 r)a,x™tr1

(n47)(n+r—1)ax"2



Substituindo na equagdo dada, obtem-se

4xy" + 3y +y =0

[e0]
4xY (n+r)(n+r—1)ax" 2+

n=0
+3Y (n+r)axt T
n=0 -
4 Eanxwrr =0
o n=0
Y 4(n+r)(n+r—1ax" 14
n=0 o
+3 Y (4 a4
n=0
(e}
+) a7 =0
n=0
XY A +r)(n4r—1)agx" 1+
=0
" [ee] [e¢]
+3Y (n+r)apx 1+ Y anx"| =0
n=0 n=0
[ee]
Y d(n+r)(n+r—1)ax"1 +
n=0 -
—i—% Z (n+r)a,x" 1+
n=0 I,
+ Zanx” =0
n=0
Y an+r)(n+r—1ax"1 +
n=0

+3 Y (n+r)anx™ !+
n=0

(e}
+Y a,x" =0

n=1
4r(r — 1)agx 1+
[ee]
+Y 4(n+r)(n+r—1)ax" 1+

n=1

+iragx 1+ 1Y (n+r)aant +

(agh

1
+) ayx" =0

n=1

n

(47— 3 rax1 +

Y [(4n+4r—%) (n+r)an+a_1]x"1=0

n=1

Portanto, a equacdo indicial é dada por

=
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(47—Z>ra0:0

7
:O = —
r our 3

ou seja,

Além disto, tem-se também que
7
(411 +4r — 2) (n+r)ay+a,—1 =0

donde segue-se a sequinte relagcdo de recorréncia

An—1
(4n+4r—3) (n+r)

an:_

Para r = 0, tal relagdo torna-se

g = — Zan_l

"7 n(8n-7)
Supondo ay = 1, tem-se

a| = -2

an = g
279

- 4
37 7459

a — L
YT 11475
- 4
" 1893375

e, uma solugdo da equagio dada é

2 4 2

N S v S ST S

s YTV Tt Tiians”

.
1893375
[ |

Exercicio 4 Usando fragdes parciais, tem-se que

25-1  _a £+ c . d L
2(s+1)°% s 52 s+l (5412 (s+1)°

B (114—c)s4+(3a+b+2c+d)53+
s2(s+1)°

(3a+3b+c+d+e)s>+ (a+3b)s+b

+
2(s+1)°




Ou seja

a=
b=-1
c=-5

=—4
e=—3

Donde segue-se que

2s—1 5 1

a+c=0

3a+b+2c+d=0
3a+3b+c+d+e=0

a+3b=2
b=-1
5 4

3

2(35+1)° s 2 s+l (5412 (s+1)]

Logo,

o) e ) e fh)-

—5E1{ L

s+1

}_

_ap-1 1 _
e {(s+1)2}

_ 3, 2
2 {(s+1>3}

=5_—t—5et—4tet — %tze*t
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Exercicio 5 Utilizando a Transformada de Laplace
para a resolugio desta equagdo, observe que

L{y —4y +4y} = L{} &
Ly —4L{yy+4L{y} = L{P}], >

Considerando

Y=L{y},
a equagdo anterior pode ser reescrita como
6
s2Y—sy(0) —y'(0) —4[sY —y(0)] +4Y = - 2)4
Ou seja,
5 6
(s> —4s+4)Y = =
s—2)
(s-2Py= —° =
(5-2)
Y = 6 G
(s-2)
Logo,
y=L7{Y}
_ 6
=L£1 .
{(s—2> }
_ éﬁ*l 5!
5! (s —2)°
_ 650
= ﬁt e
ou seja,
= 15
y= 2Ot e
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Problema 1 Resolva o problema de valor inicial
¥ +ytgx =secx
{ﬂm=1
Problema 2 Encontre a solugdo geral da equagio

X efx

W+W+W:iz

Problema 3 Encontre uma solugdo particular para a equagio

,,+1 ,+1 _1
¥y T2V =3

1 25 —1
£ {52(5—1—1)3}

Problema 5 Encontre uma solug¢do da equagio

sendo x > 0.

Problema 4 Calcule

1
dxy" + 35y +y =0

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagio segue-se que,
¥ +ytgx =secx q(x) :/y(x)f(x)dx
pode ser reescrita da seguinte forma - / sec x sec x dx
¥ + (tgx) y = secx, _/ )
= [ sec” xdx
0 que a caracteriza como uma equagdo diferencial
linear, em que =tgx+c, 0 €R
e, finalmente,
plx) = tgx
(x) = tgx +cq
f(x) = secx 4 secx
= t
Desta forma, considere cosx (tgx+c1)
=senx + €1 COS X
n(x) = /p(x)dx Sabe-se que
y(m) =1
= / tgxdx e disto segue-se que
sent+cjcosTm =1 =
= -1 x| +cg, co € R
n |cos x| + ¢q, o =1 =
Tomando co = 0, tem-se g =—1
T e, portanto
plx)=e y(x) = senx — cos x
e In|cos x| u
Exercicio 2 Observe inicialmente que a edo em questdo,
— eln|cos x|t N s
y//+4y/+3y: i
1 2
- |cos x| possui equacio homogénea associada
1 y”+4yl+3y =0,
~ Tcosx cuja equagdo caracteristica é
2 —
Escolhendo m”+4m+3 =0,
1 cujas solugdes sido
px) = Cos x m = —1
=secx my = —3




Ou seja, o conjunto fundamental de solugbes da
equagio homogénea em questio é
v = MY — =X

Yo = eMaX — ef3x

Logo, a solugdo complementar da equagio é
Ye = C1y1 + 242

=cre ¥ +cpe

comcy, ¢ € R.

E necessirio agora, encontrar uma solugdo
particular da edo original. Para isto considere a seguinte
proposta de solugdo

yp = Ae* 4 Bxe™”
Observe que
Y, =Ae* +B(1—x)e "
Yy = Ae* +B(-2+x)e "
Substituindo na equagdo, tem-se

Ae* + B (=24 x)e " +4Ae*+

X —X
+4B (1 — x) e +3Ae* +3Bxe " = % =
1 1
X —X _ X - L,—X
8Ae* +2Be™* = 5¢ —I—Ze
Portanto,
1
8A ==
2
1
2B = -
2
Ou seja
1
A=—
16
1
B=—
4
¢

1 1
yp:Beerzxe x

e a solugdo geral que deseja-se encontrar é dada por
Y =YctUp

1 1
—Xx —3x X S X
=c1e " +cpe + 166 —|—4xe

_ —3x f) —Xx ix
cpe +(cl+4 e —|—16e

Gabarito Prova

Exercicio 3 Observe que a equagio dada
1 1 1
1 /
— —y = -, 0
y + x]/ + xzy p x >

pode ser reescrita como

xzy”+xy’+y:x

Perceba que a equagiio homogénea associada é

xzy//+xy/+y:0

que é uma Equacdo de Cauchy-Euler, cuja equacdo
caracteristica é

mr4+1=0=m=+i

ou seja

cujas solugdes sdo
y1 = cos (Inx)
y2 = sen (Inx)
Logo, a solugio complementar da equagio dada é
Ye = C1y1 +C2Y2
=cjcos (Inx) +cosen (Inx), c1,c0 € R

Usando o método dos coeficientes a determinar, para
encontrar uma solugio particular, considere a seguinte
proposta

yp = Ax+B
Observe que
yp=A
Yy =0

Substituindo na edo original, tem-se

xzy;,’+xy;,+yp=x:>

0+Ax+Ax+B=x=

2Ax +B=x
Ou seja
1
A==
2
B=0



x
Yr=75
Por fim, a solugio geral do problema é dada por

Yy=YctYyp

= ¢y cos (Inx) + cpsen (Inx) + g

|
Exercicio 4 Usando fragdes parciais, tem-se que
2s5—1  _a n b 4 _° n d " e
2(s+1)P° s 52 s+l (541 (s+1)°

(a+c)s4+(3a+b+26+d)s3+

2 (s+1)°
+(3a+3b+c+d+e)sz+(u+3b)s+b
2 (s+1)°
Ou seja
a+c=0
3a4+b+2c+d=0
3a+3b+c+d+e=0 =
a+3b=2
b=-1
a=>5
b=-1
c=-5
=—4
e=—3
Donde seguie-se que
2-1 5 1 5 4 3
2(s+17° s & s+1 2 3
s2(s+1) (s+1) (s+1)

Gabarito Prova

Exercicio 5 Observe que x = 0 é um ponto singular
regular da edo

1
axy” + Ey’ +y=0
Portanto, considere a sequinte proposta de solugio
y=Y apx"tr
n=0
Segue-se disto, que

(n 4 r)a,x™tr1

Q\
I
agh

0

3
i

(n47)(n+r—1)ax"2

Q\
Il
[7e

0

3
Il



Substituindo na equagdo dada, obtem-se
dxy’ + 3y +y =

4xY (n+r)(n+r—1)ax" 2+
n=0

[ee)
1 n+r—1
—I—ZZ n—+r)agx +
n=0
[ee)
+Zanxn+r:0
n=0

[0
Y d(n+r)(n+r—1)ax" 4
n=0

(Tl—l—i’)ananrr*l—i—

agk

-

n=0

(e}
4 Zanxn+r =0
n=0
[ee]

dn+r)(n+r—1a" 1+

n=0
X" 1+Za x| =0

MS

—i—% (n+r

[e9)

Y 4(n+r)(n+r—1)ay,
+3 io(n +r)ay

[ee]
+) apx" =
n=0

xi’l*l +

x?l*l _|_

Y d(n+r)(n+r—1)ax" 1+

n=0
(e )

+3Y (n+r)an

n=0

xi’l—l +

[e9)
—i—Zan,lx”*l =0 =
P

4r(r — 1)agx 1+

+Y 4(n+r)(n+r—1)ax"1 +
n=1 o
+3rapx L+ 1Y (n+r)ax" 1+

n=1

(e )
+Zan,1x”*1 =0 =
n=1
(4r — 2) ragx~1 +

Y [(4n+4r—%) (n+r)an+ay_1]x"1=0

n=1

Gabarito

Portanto, a equacgdo indicial é dada por

(41’—;)1’510—0

ou seja,

7
= 0 = —
r our =g
Além disto, tem-se também que
7
<4n +4r — 2) (n+r)ay+a,—1=0

donde segue-se a sequinte relagdo de recorréncia

An-1
(4n+4r—3) (n+r)

ay = —

Parar = 0, tal relagdo torna-se

a4 — — 2a,1
" n(8n-7)
Supondo ay = 1, tem-se
a; = -2
a —g
279
g 2
37 7459
_ 2
7 11475
a — _L
" 1893375

e, uma solugio da equagio dada é

2 4 2,4
Y1 =120 G = e e
_Lxs_}_
1893375

Prova



