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Exercı́cio 1 O volume que deseja-se calcular é dado pela
integral ∫∫∫

Ω
dx dy dz

sendo Ω a região do espaço dado por

Ω :


0 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤ 1 − x

1
2 (1 − x − y) ≤ z ≤ 1 − x − y

Ou seja,∫∫∫
Ω

dx dy dz =
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

1
2 (1−x−y)

dz dy dx

=
∫ 1

0

∫ 1−x

0
z
∣∣∣∣1−x−y

1
2 (1−x−y)

dy dx

=
1
2

∫ 1

0

∫ 1−x

0
(1 − x − y) dy dx

=
1
2

∫ 1

0

(
y − xy − 1

2
y2
) ∣∣∣∣1−x

0
dx

=
1
4

∫ 1

0
(1 − x)2dx

= − 1
12

(1 − x)3
∣∣∣∣1
0

=
1
12

■

Exercı́cio 2 Usando coordenadas cilı́ndricas, ou seja
x = r cos θ

y = r sen θ

z = z

cujo jacobiano é

|J| =
∥∥∥∥∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, z)

∥∥∥∥ = r,

o conjunto Ω neste referencial, torna-se

Ω2 :


0 ≤ r ≤

√
2

0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ z ≤ r

Ou seja∫∫∫
Ω

(
x2 + y2

)
dx dy dz =

∫∫∫
Ω2

r2 |J| dr dθ dz

=
∫ √

2

0

∫ 2π

0

∫ r

0
r3dz dθ dr

=
∫ √

2

0

∫ 2π

0
r3z

∣∣∣∣r
0

dθ dr

=
∫ √

2

0

∫ 2π

0
r4dθ dr

=
∫ √

2

0
r4θ

∣∣∣∣2π

0
dr

= 2π
∫ √

2

0
r4dr

= 2π
r5

5

∣∣∣∣
√

2

0

=
8
√

2
5

π

■

Exercı́cio 3 Usando coordenadas esféricas, ou seja
x = ρ sen φ cos θ

y = ρ sen φ sen θ

z = ρ cos φ

cujo jacobiano é

|J| =
∥∥∥∥ ∂ (x, y, z)

∂ (ρ, θ, φ)

∥∥∥∥ = ρ2sen φ,
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o conjunto Ω neste referencial, torna-se

Ω2 :


0 ≤ φ ≤ π

4
0 ≤ ρ ≤ 4 cos φ

0 ≤ θ ≤ 2π

Portanto,

∫∫∫
Ω

dx dy dz =
∫∫∫

Ω2

|J| dρ dθ dφ

=
∫ π

4

0

∫ 2π

0

∫ 4 cos φ

0
ρ2sen φ dρ dθ dφ

=
∫ π

4

0

∫ 2π

0

1
3

ρ3sen φ

∣∣∣∣4 cos φ

0
dθ dφ

=
64
3

∫ π
4

0

∫ 2π

0
cos3 φ sen φ dθ dφ

=
64
3

∫ π
4

0
cos3 φ sen φ θ

∣∣∣∣2π

0
dφ

=
128π

3

∫ π
4

0
cos3 φ sen φdφ

= −32π

3
cos4 φ

∣∣∣∣ π
4

0

= 8π

■

Exercı́cio 4 O momento de inércia da caixa em questão
em torno do eixo z é dado por

I =
∫∫∫

Ω
r2δ dx dy dz

sendo

r (x, y, z) =
√

x2 + y2

δ (x, y, z) = k, k ∈ R

e

Ω :


−a ≤ x ≤ a

−a ≤ y ≤ a

0 ≤ z ≤ h

Portanto,

I =
∫ a

−a

∫ a

−a

∫ h

0
k
(

x2 + y2
)

dz dx dy

= k
∫ a

−a

∫ a

−a

(
x2 + y2

)
z
∣∣∣∣h
0

dx dy

= kh
∫ a

−a

∫ a

−a

(
x2 + y2

)
dx dy

= kh
∫ a

−a

(
1
3

x3 + y2x
) ∣∣∣∣a

−a
dy

= kh
∫ a

−a

(
2
3

a3 + 2y2a
)

dy

= kh
(

2
3

a3y +
2
3

y3a
) ∣∣∣∣a

−a

=
8
3

kha4

Observe que

M = δ V(Ω)

= k · 2a · 2a · h

= 4ka2h,

Ou seja

I =
8
3

kha4

=
2
3

a2 · M

■

Exercı́cio 5 ∫∫∫
Ω

(
x2y + 3xyz

)
dx dy dz

Considere a seguinte mudança de variáveis

φ−1 :


u = x

v = xy

w = z

ou seja,

φ :


x = u

y =
v
u

z = w
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cujo jacobiano é dado por

|J| =
∥∥∥∥ ∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)

∥∥∥∥ =
1
u

Neste referencial, o conjunto Ω torna-se

Ω2 :


1 ≤ u ≤ 2

0 ≤ v ≤ 2

0 ≤ w ≤ 1

Assim,

A =
∫∫∫

Ω

(
x2y + 3xyz

)
dx dy dz

=
∫∫∫

Ω2

(uv + 3vw) |J| du dv dw

=
∫ 2

1

∫ 2

0

∫ 1

0
(uv + 3vw)

1
u

dw dv du

=
∫ 2

1

∫ 2

0

(
vw +

3vw2

2u

) ∣∣∣∣1
0

dv du

=
∫ 2

1

∫ 2

0

(
v +

3v
2u

)
dv du

=
∫ 2

1

(
v2

2
+

3v2

4u

) ∣∣∣∣2
0

du

=
∫ 2

1

(
2 +

3
u

)
du

= (2u + 3 ln |u|)
∣∣∣∣2
1

= 2 + 3 ln 2

■


