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Exercı́cio 1 O sólido em questão pode ser expresso como

Ω :


0 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤ 1 − x2

0 ≤ z ≤ 1 − y − x2

Ou seja,

V(Ω) =
∫∫∫

Ω
dx dy dz

=
∫ 1

0

∫ 1−x2

0

∫ 1−y−x2

0
dz dy dx

=
∫ 1

0

∫ 1−x2

0

(
1 − y − x2

)
dy dx

=
∫ 1

0

(
y − y2

2
− x2y

) ∣∣∣∣1−x2

0
dx

=
∫ 1

0

(
1
2
− x2 +

x4

2

)
dx

=

(
1
2

x − x3

3
+

x5

10

) ∣∣∣∣1
0

=
4

15

■

Exercı́cio 2 Considere a seguinte mudança de
variáveis

φ−1 :


u = x + 2y

v = x − z

w = 2y − z

Ou seja,

φ :



x =
u + v − w

2

y =
u − v + w

4

z =
u − v − w

2

cujo jacobiano é dado por

|J| =
∣∣∣∣ ∂(x, y, z)
∂(u, v, w)

∣∣∣∣ = 1
4

e neste referencial o conjunto Ω torna-se

Ω2 :


0 ≤ u ≤ 2

0 ≤ v ≤ 2

0 ≤ w ≤ 4

Portanto,

I =
∫∫∫

Ω
yz dx dy dz

=
∫∫∫

Ω2

(
u − v + w

4

)(
u − v − w

2

)
|J| du dv dw

=
1

32

∫ 2

0

∫ 2

0

∫ 4

0
(u − v + w) (u − v − w) dw dv du

= −7
3

■

Exercı́cio 3 A massa do sólido em questão é dada por∫ 2

0

∫ 2

0

∫ 2

0
δdx dy dz =

∫ 2

0

∫ 2

0

∫ 2

0
(x+y+z+2) dx dy dz

=
∫ 2

0

∫ 2

0
(2y + 2z + 6) dy dz

=
∫ 2

0
(4z + 16) dz

= 40

■

Exercı́cio 4 Sendo a superfı́cie em questão fechada e

F(x, y, z) = yi + xj + zk

segue-se, que
div F = 1



2 Gabarito Prova Final

e, pelo teorema da divergência de Gauss, tem-se que∫∫
σ

F · n ds =
∫∫∫

Ω
div F dx dy dz

=
∫∫∫

Ω
dx dy dz

= Vol(Ω)

=
1
3

π · 9 · 3

= 9π

Uma vez que Ω é um cone circular reto de altura 3 e raio
3. ■

Exercı́cio 5 Uma parametrização possı́vel para a
superfı́cie em questão, é dada por

σ :


x = u

y = v

z = u2 + v2

; (u, v) ∈ Ω

sendo

Ω =
{
(u, v) ∈ R2

∣∣∣ u2 + v2 ≤ 2
}

Donde segue-se que

∥σu × σv∥ =
√

4u2 + 4v2 + 1

Assim

∫∫
σ

(
x2 + y2

)
ds =

∫∫
Ω

(
u2 + v2

)
∥σu × σv∥ du dv

=
∫∫

Ω

(
u2 + v2

)√
4(u2 + v2) + 1du dv

=
∫ 2π

0

∫ √
2

0
r3
√

4r4 + 1drdθ

=
π

12

(
17
√

17 − 1
)

■


