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Exercı́cio 1 Desejamos calcular a integral

A =
∫ 1

−1

∫ √1−x2

0

∫ √1−x2−y2

0
e(x2+y2+z2)

3
2

dz dy dx

Observe que, neste caso, o domı́nio de integração é o
conjunto

Ω :


−1 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤
√

1− x2

0 ≤ z ≤
√

1− x2 − y2

cujo esboço é dado na figura abaixo

Assim, usando coordenadas esféricas,
x = ρ sen ϕ cos θ

y = ρ sen ϕ sen θ

z = ρ cos θ

cujo jacobiano é dado por

|J| =
∣∣∣∣ ∂(x, y, z)
∂(ρ, θ, ϕ)

∣∣∣∣ = ρ2sen ϕ

O conjunto Ω torna-se

Ω2 :


0 ≤ ϕ ≤ π

2

0 ≤ ρ ≤ 1

0 ≤ θ ≤ π

Portanto,

A =
∫∫∫

Ω2

e−(ρ2)
3
2 |J| dρ dϕ dθ

=
∫ 1

0

∫ π
2

0

∫ π

0
e−ρ3

ρ2sen ϕdθ dϕ dρ

=
∫ 1

0

∫ π
2

0
e−ρ3

ρ2sen ϕ θ

∣∣∣∣π
0

dϕ dρ

= π
∫ 1

0

∫ π
2

0
e−ρ3

ρ2sen ϕ dϕ dρ

= −π
∫ 1

0
e−ρ3

ρ2 cos ϕ

∣∣∣∣ π
2

0
dρ

= π
∫ 1

0
e−ρ3

ρ2dρ

= −π

3
e−ρ3

∣∣∣∣1
0

=
π

3

(
1− 1

e

)
�

Exercı́cio 2 Realizando um esboço do sólido em questão
obtem-se a seguinte figura:

Ou seja, este sólido pode expresso da seguinte forma{ √
x2 + y2 ≤ z ≤ 2 +

√
4− x2 − y2

x2 + y2 ≤ 4
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Usando coordenadas cilı́ndricas,
x = r cos θ

y = r sen θ

z = z

,

cujo jacobiano é

|J| =
∣∣∣∣∂(x, y)

∂(r, θ)

∣∣∣∣ = r

o conjunto Ω neste referencial torna-se

Ω2 :


0 ≤ r ≤ 2

0 ≤ θ ≤ 2π

r ≤ z ≤ 2 +
√

4− r2

Portanto, o volume deste sólido é dado por

V =
∫∫∫

Ω
dx dy dz

=
∫∫∫

Ω2

|J| dr dθ dz

=
∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 2+
√

4−r2

r
r dz dr dθ

=
∫ 2π

0

∫ 2

0
rz
∣∣∣∣2+
√

4−r2

r
dr dθ

=
∫ 2π

0

∫ 2

0
r
(

2 +
√

4− r2 − r
)

dr dθ

=
∫ 2π

0

∫ 2

0

(
2r + r

√
4− r2 − r2

)
dr dθ

=
∫ 2π

0

r2 −

√
(4− r2)

3

3
− r3

3

 ∣∣∣∣∣∣
2

0

dθ

= 4
∫ 2π

0
dθ

= 8π

(Outro modo:) Observe que o sólido consiste da
composição de uma meia esfera de raio 2 e um cone de
base circular de raio 2 e altura 2. Ou seja, o volume deste
sólido pode ser obtido da seguinte maneira

V =
1
2

Vol(esfera) + Vol(cone)

=
1
2

4
3

π · 23 +
1
3

π · 22 · 2

=
24π

3

= 8π

�

Exercı́cio 3 Um esboço possı́vel para o sólido em questão
é dado na figura abaixo

Usando coordenadas cilı́ndricas


x = ρ cos θ

y = ρ sen θ

z = z

cujo jacobiano é

|J| = ρ

o conjunto Ω torna-se

Ω2 :


0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ ρ ≤ 4

r ≤ z ≤ 4

A distância de um ponto qualquer (x, y, z) ∈ R3 ao eixo
z, é dada por

d =
√

x2 + y2

e, como a densidade neste mesmo ponto é proporcional à
distância ao eixo z, segue-se que

δ(x, y, z) = kd = k
√

x2 + y2

onde k ∈ R. Assim, o momento de inércia procurado será
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então

I =
∫∫∫

Ω
d2δdx dy dz

=
∫∫∫

Ω
k
(

x2 + y2
)√

x2 + y2dx dy dz

= k
∫∫∫

Ω

(
x2 + y2

) 3
2 dx dy dz

= k
∫∫∫

Ω2

(ρ2)
3
2 |J| dρ dθ dz

= k
∫ 4

0

∫ 2π

0

∫ 4

ρ
ρ3ρ dz dθ dρ

= k
∫ 4

0

∫ 2π

0
ρ4 (4− ρ) dθ dρ

= 2kπ
∫ 4

0

(
4ρ4 − ρ5

)
dρ

=
4096

15
kπ

�

Exercı́cio 4 Uma parametrização possı́vel para a curva
γ é dada por

γ :

{
x = a cos t

y = a sen t
, 0 ≤ t ≤ 2π

Assim,∫
−γ

xdy− ydx
x2 + y2 = −

∫
γ

xdy− ydx
x2 + y2

= −
∫ 2π

0

a2 cos2 t + a2 sen2 t
a2 dt

= −
∫ 2π

0
dt

= −2π

�

Exercı́cio 5 Sendo γ a metade direita do cı́rculo

x2 + y2 = 16,

podemos parametrizar a curva γ da seguinte forma x(t) = 4 cos t

y(t) = 4 sen t
, − π

2
≤ t ≤ π

2

De onde segue-se que

ds =
√

x′(t)2 + y′(t)2dt

=
√

16cos2t + 16sen2tdt

= 4dt

Logo,

∫
γ

xy4ds =
∫ π

2

− π
2

4 cos t(4 sen t)44dt

= 46
∫ π

2

− π
2

cos t sen4 tdt

Tome
u = sen t

e observe que

du = cos t dt

t = −π
2 ⇒ u = −1

t = π
2 ⇒ u = 1

Então ∫
γ

xy4ds = 46
∫ π

2

− π
2

cos t sen4 tdt

= 46
∫ 1

−1
u4du

=
46

5
u5
∣∣∣∣1
−1

=
2 · 46

5

�


