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Exerćıcio 1 Uma parametrização posśıvel para a
superf́ıcie em questão é dada por

σ :


x = u

y = v

z =
v − u2

4

, (u, v) ∈ K

sendo

K :

{
0 ≤ u ≤ 2

0 ≤ v ≤ 2

Disto segue-se que

∂σ

∂u
=
(

1, 0,−u
2

)
∂σ

∂v
=

(
0, 1,

1

4

)
∂σ

∂u
× ∂σ

∂v
=

(
u

2
,−1

4
, 1

)
∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ =

√
u2

4
+

1

16
+ 1

=

√
4u2 + 17

16

=
1

4

√
4u2 + 17

Portanto,

Ω2 :


0 ≤ u ≤ 1

2 ≤ v ≤ 4

1 ≤ w ≤ 3

Portanto,∫∫
σ

x dS =

∫∫
K

u

∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ du dv
=

∫∫
K

u
1

4

√
4u2 + 17 du dv

=
1

4

∫ 2

0

∫ 2

0

u
√

4u2 + 17 dv du

=
1

4

∫ 2

0

u
√

4u2 + 17v

∣∣∣∣2
0

du

=
1

2

∫ 2

0

u
√

4u2 + 17 du

Considere

ω = 4u2 + 17

e observe que

dω = 8u du

e

u = 0⇒ ω = 17

u = 2⇒ ω = 33

Ou seja ∫∫
σ

x dS =
1

2

∫ 2

0

u
√

4u2 + 17 du

=
1

16

∫ 33

17

√
ωdω

=
1

16

2

3

√
ω3

∣∣∣∣33

17

=
1

24

(√
333 −

√
173
)

=
33
√

33− 17
√

17

24
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Exerćıcio 2 A distância de um ponto de
coordenadas (x, y, z) ao plano xy é dado por sua
coordenada z, ou seja, a densidade da lâmina em
questão é

δ(x, y, z) = z

Além disto, a superf́ıcie dada pode ser parametrizada
da seguinte forma

σ :


x = 2 senu cos v

y = 2senu sen v

z = 2 cosu

, (u, v) ∈ K

sendo

K :

{
0 ≤ u ≤ π

0 ≤ v ≤ 2π

Desta escolha de parametrização segue-se que∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ = 4 senu

Assim,

M(σ) =

∫∫
σ

δ(x, y, z) dS

=

∫∫
K

δ(σ(u, v)) du dv

=

∫ π

0

∫ 2π

0

2 cosu

∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ dv du
=

∫ π

0

∫ 2π

0

8 cosu senu dv du

=

∫ π

0

8 cosu senu v

∣∣∣∣2π
0

du

= 16π

∫ π

0

cosu senu du

= 16π
cos2 u

2

∣∣∣∣π
0

= 8π (1 + 1)

= 16π

�

Exerćıcio 3 Realizando um esboço da superf́ıcie em

questão, obtêm-se

Uma parametrização posśıvel para esta superf́ıcie
é dada por

σ :


x = cosu

y = v

z = senu

, (u, v) ∈ K

com

K :

{
0 ≤ u ≤ 2π

−2 ≤ v ≤ 1

Assim, tem-se que

∂σ

∂u
= (−senu, 0, cosu)

∂σ

∂v
= (0, 1, 0)

∂σ

∂u
× ∂σ

∂v
= (− cosu, 0,−senu)

n = −

∂σ

∂u
× ∂σ

∂v∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥
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E o fluxo de F através de σ, é dado por

τ =

∫∫
σ

F · n dS

=

∫∫
σ

F(σ(u, v)) ·

−
∂σ

∂u
× ∂σ

∂v∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥
 dS

=

∫∫
K

F (cosu, v, senu) · (cosu, 0, senu) du dv

=

∫ 1

−2

∫ 2π

0

(cosu, v, senu) · (cosu, 0, senu) du dv

=

∫ 1

−2

∫ 2π

0

du dv

= Área(K)

= 6π

�

Exerćıcio 4 Um esboço do tetraedro em questão é
dado na seguinte figura

Observe que

div F =
∂

∂x

(
x2 + y

)
+

∂

∂y
(xy) +

∂

∂z
(−2xz − y)

= 2x+ x− 2x

= x

Assim, como a fronteira do tetraedro é fechada e o
div F existe em todo seu interior, vale o teorema da

divergência de Gauss. Logo

τ =

∫∫
σ

F · n dS

=

∫∫∫
Ω

div F dx dy dy

Sendo Ω o objeto sólido que corresponde ao tetraedro,
ou seja

Ω :


0 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤ 1− x

0 ≤ z ≤ 1− x− y
Portanto,

τ =

∫∫∫
Ω

div F dx dy dz

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

x dz dy dx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

xz

∣∣∣∣1−x−y
0

dy dx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

x (1− x− y) dy dx

=

∫ 1

0

(
xy − x2y − 1

2
y2x

) ∣∣∣∣1−x
0

dx

=

∫ 1

0

(
1

2
x3 − x2 +

1

2
x

)
dx

=

(
1

8
x4 − 1

3
x3 +

1

4
x2

) ∣∣∣∣1
0

=
1

8
− 1

3
+

1

4

=
1

24

�

Exerćıcio 5 Um esboço da curva em questão é dado
por
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Observe que

rot F = (−4,−6, 6y)

e o plano que contém os três pontos que formam o
triângulo dado, possui equação

z =
y

2

Assim, uma parametrização da superf́ıcie que
representa o interior da curva Γ fronteira do
triângulo em questão, pode ser dada por

σ :


x = u

y = v

z =
v

2

, (u, v) ∈ K

sendo

K :

{
0 ≤ u ≤ 2

0 ≤ v ≤ 2− u
Disto segue-se que

∂σ

∂u
= (1, 0, 0)

∂σ

∂v
=

(
0, 1,

1

2

)
∂σ

∂u
× ∂σ

∂v
=

(
0,−1

2
, 1

)

n =

∂σ

∂u
× ∂σ

∂v∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥

Como a curva Γ é fechada e o rot F existe na porção
de superf́ıcie que representa o interior de Γ, é válido
o teorema de Stokes, ou seja

∫
Γ

F dΓ =

∫∫
σ

rot F · n dS

=

∫∫
σ

rot F(σ(u, v)) ·


∂σ

∂u
× ∂σ

∂v∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥
 dS

=

∫∫
σ

rot F(u, v,
v

2
) ·


∂σ

∂u
× ∂σ

∂v∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥
 dS

=

∫∫
K

(−4,−6, 6v) ·
(

0,−1

2
, 1

)
du dv

=

∫ 2

0

∫ 2−u−

0

(3 + 6v) dv du

=

∫ 2

0

(
3v + 3v2

) ∣∣∣∣2−u
0

du

= 3

∫ 2

0

(
6− 5u+ u2

)
du

= 3

(
6u− 5

2
u2 +

1

3
u3

) ∣∣∣∣2
0

= 14

�


