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Exerćıcio 1 Considere a seguinte mudança de
variáveis

ϕ−1 :


u = z − y

v = xy

w = x

Observe que

ϕ :


x = w

y =
v

w

z = u+
v

w

e seu jacobiano é dado por

|J | =
∣∣∣∣ ∂(x, y, z)

∂(u, v, w)

∣∣∣∣

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 1

0
1

w
− v

w2

1
1

w
− v

w2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

1

w

Neste referencial o conjunto Ω dado no problema,
torna-se

x = 1 ⇔ w = 1

x = 3 ⇔ w = 3

z = y ⇔ z − y = 0 ⇔ u = 0

z = y + 1 ⇔ z − y = 1 ⇔ u = 1

xy = 2 ⇔ v = 2

xy = 4 ⇔ v = 4

Ou seja,

Ω2 :


0 ≤ u ≤ 1

2 ≤ v ≤ 4

1 ≤ w ≤ 3

Portanto,

A =

∫∫∫
Ω

(z − y)
2
dx dy dz

=

∫∫∫
Ω2

u2 |J | du dv dw

=

∫∫∫
Ω2

u2

w
dudv dw

=

∫ 4

2

∫ 3

1

∫ 1

0

u2

w
dudw dv

=

∫ 4

2

∫ 3

1

u3

3w

∣∣∣∣1
0

dw dv

=

∫ 4

2

∫ 3

1

1

3w
dw dv

=

∫ 4

2

1

3
lnw

∣∣∣∣3
1

dv

=

∫ 4

2

1

3
ln 3 dv

=
2

3
ln 3
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Exerćıcio 2 Realizando um esboço da região Ω em
questão, obtem-se
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Tal região pode ser descrita como

Ω :

{
0 ≤ z ≤ 1−

√
x2 + y2

(x, y) ∈ K

Sendo K o ćırculo x2 + y2 ≤ 1. Usando coordenadas
ciĺındricas, ou seja

x = r cos θ

y = r sen θ

z = z

,

cujo jacobiano é dado por

|J | =
∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)

∣∣∣∣ = r

O conjunto Ω neste referencial torna-se

Ω2 :


0 ≤ r ≤ 1

0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ z ≤ 1− r

Portanto

V (Ω) =

∫∫∫
Ω

1 dx dy dz

=

∫∫∫
Ω2

|J | dr dθ dz

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1−r

0

r dz dr dθ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

rz

∣∣∣∣1−r
0

dr dθ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r (1− r) dr dθ

=

∫ 2π

0

(
1

2
r2 − 1

3
r3

) ∣∣∣∣1
0

dθ

=
1

6

∫ 2π

0

dθ

=
1

6
θ

∣∣∣∣2π
0

=
π

3
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Exerćıcio 3 O domı́nio de integração na integral
dada é o conjunto

Ω :


0 ≤ y ≤ 3

0 ≤ x ≤
√

9− y2√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
18− x2 − y2

Realizando um esboço deste conjunto, obtem-se a
seguinte figura

Usando coordenadas esféricas, ou seja


x = ρ senϕ cos θ

y = ρ senϕ sen θ

z = ρ cosϕ

,

cujo jacobiano é dado por

|J | = ρ2senϕ,

segue-se que, neste referencial o conjunto Ω torna-se

Ω2 :


0 ≤ ϕ ≤ π

4

0 ≤ ρ ≤ 3
√

2

0 ≤ θ ≤ π

2
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Logo,

A =

∫∫∫
Ω

(
x2 + y2 + z2

)
dx dy dz

=

∫∫∫
Ω2

ρ2 |J | dρ dθ dϕ

=

∫ π
2

0

∫ 3
√

2

0

∫ π
4

0

ρ4senϕdϕdρ dθ

=

∫ π
2

0

∫ 3
√

2

0

−ρ4 cosϕ

∣∣∣∣π4
0

dρ dθ

=

(
1−
√

2

2

)∫ π
2

0

∫ 3
√

2

0

ρ4dρ dθ

=

(
1−
√

2

2

)∫ π
2

0

1

5
ρ5

∣∣∣∣3
√

2

0

dθ

= 4
√

2

(
1−
√

2

2

)
243

5

∫ π
2

0

dθ

=
486π

5

(√
2− 1

)
�

Exerćıcio 4 Uma parametrização posśıvel para a
curva γ é dada por

γ :

{
x = a cos t

y = a sen t
, 0 ≤ t ≤ 2π

Assim,∫
−γ

xdy − ydx
x2 + y2

= −
∫
γ

xdy − ydx
x2 + y2

= −
∫ 2π

0

a2 cos2 t+ a2 sen2 t

a2
dt

= −
∫ 2π

0

dt

= −2π

�

Exerćıcio 5 Observe que

Rot F =
∂

∂x

(
x2 + cos y

)
− ∂

∂y
(2xy)

= 2x− 2x

= 0

e

DomF = R2 (simplesmente conexo)

Logo, F é um campo conservativo, ou seja a
integral de linha sobre F não depende do caminho,
importando apenas os pontos inicial e final da curva
γ. Perceba, portanto que

γ(0) = (0, 0)

γ(π) =
(
π,
π

2

)
Considere a curva α = γ1 ∪ γ2, sendo

γ1 :

{
x = t

y = 0
, 0 ≤ t ≤ π

γ2 :

{
x = π

y = t
, 0 ≤ t ≤ π

2

A curva α possui os mesmos pontos inicial e final da
curva γ. Trocando γ por α e calculando a integral
dada, tem-se

∫
γ

F dγ =

∫
α

F dα

=

∫
γ1

F dγ +

∫
γ2

F dγ

=

∫ π

0

F (γ1(t)) · γ′1(t)dt+

∫ π
2

0

F (γ2(t)) · γ′2(t)dt

=

∫ π

0

(
0, t2 + 1

)
· (1, 0)dt+

+

∫ π
2

0

(
2πt, π2 + cos t

)
· (0, 1)dt

=

∫ π
2

0

(π2 + cos t)dt

=
(
π2t+ sen t

) ∣∣∣∣π2
0

=
π3

2
+ 1

�


