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Exerćıcio 1 Desejamos calcular a integral

I =

∫
γ

2x cos y dx− x2sen y dy

onde γ é o trecho da parábola y = (x− 1)2 do ponto
(1, 0) ao ponto (0, 1). Considere

F(x, y) = P (x, y)i +Q(x, y)j

onde

P (x, y) = 2x cos y

Q(x, y) = −x2sen y

Observe que

rot F =
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0

e
DomF = R2

que é um conjunto simplesmente conexo. Podemos
afirmar, portanto que F é um campo conservativo, ou
seja a integral que desejamos calcular é independente
do caminho escolhido.

Sendo assim, considere o caminho

γ̄ = γ1 ∪ γ2

γ1 :

{
x(t) = 1− t

y(t) = 0
0 ≤ t ≤ 1

γ2 :

{
x(t) = 0

y(t) = t
0 ≤ t ≤ 1

e teremos

I =

∫
γ

2x cos y dx− x2sen y dy

=

∫
γ̄

2x cos y dx− x2sen y dy

=

∫
γ1

2x cos y dx− x2sen y dy+∫
γ2

2x cos y dx− x2sen y dy

=

∫ 1

0

2(1− t)cos 0 (−dt) +

∫ 1

0

0dt

= −2

∫ 1

0

(1− t)dt

= −1

�

Exerćıcio 2 Realizando um esboço da região dada
no problema obtemos a seguinte figura

Como a curva em questão é fechada e seu interior
Ω obedece os requisitos necessários, podemos aplicar
o Teorema de Green para calcular o trabalho
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realizado pela força, ou seja

τ =

∫
γ

F · dγ

=

∫∫
Ω

rot F dx dy

Sendo

F(x, y) = 2xy3i + 4x2y2j

teremos

rot F(x, y) = 8xy2 − 6xy2

= 2xy2

Além disto, observe que

Ω :

 0 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤ x3

Portanto

τ =

∫∫
Ω

rot F dx dy

=

∫ 1

0

∫ x3

0

2xy2dy dx

=

∫ 1

0

2

3
xy3

∣∣∣∣x3

0

dx

=
2

3

∫ 1

0

x10dx

=
2

33
x11

∣∣∣∣1
0

=
2

33

�

Exerćıcio 3 Um esboço posśıvel para o sólido em

questão é dado na figura abaixo

Uma parametrização posśıvel para esta superf́ıcie é
dada por

σ :


x(u, v) = u

y(u, v) = v

z(u, v) = u2 + v2

, 0 ≤ u2 + v2 ≤ 1︸ ︷︷ ︸
K

Observe que

∂σ

∂u
= (1, 0, 2u)

∂σ

∂v
= (0, 1, 2v)

e
∂σ

∂u
× ∂σ

∂v
= (−2u,−2v, 1)

Como desejamos calcular o fluxo exterior,
escolheremos

n = −
∂σ
∂u ×

∂σ
∂v∥∥∂σ

∂u ×
∂σ
∂v

∥∥
e, tal fluxo é dado por∫∫

σ

F · ndS =

∫∫
K

− F(σ(u, v)) ·
∂σ
∂u ×

∂σ
∂v∥∥∂σ

∂u ×
∂σ
∂v

∥∥∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ du dv
=

∫∫
K

F(u, v, u2 + v2) · (2u, 2v,−1)du dv

=

∫∫
K

(4u, 4v, 2) · (2u, 2v,−1)du dv

=

∫∫
K

(
8u2 + 8v2 − 2

)
du dv
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Usando coordenadas polares, ou seja u = r cos θ

v = r sen θ

cujo jacobiano é

|J | =
∣∣∣∣∂(u, v)

∂ (r, θ)

∣∣∣∣ = r

o conjunto K torna-se

K2 :

 0 ≤ r ≤ 1

0 ≤ θ ≤ 2π

e ∫∫
σ

F · ndS =

∫∫
K

(
8u2 + 8v2 − 2

)
du dv

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
8r2 − 2

)
rdθ dr

= 2π

∫ 1

0

(
8r3 − 2r

)
dr

= 2π

�

Exerćıcio 4 Um esboço para a região em questão é
dada abaixo

Observe que o vetor normal unitário apontando para
cima do plano

x+ y + z = 1

é dado por

n =
1√
3

(1, 1, 1)

Assim, considere e Γ uma parametrização qualquer
para a fronteira desta região e σ uma parametrizado
da região dada. Pelo Teorema de Stokes podemos
afirma que o fluxo exterior é∫

Γ

F · dΓ =

∫∫
σ

rot F · ndS

Perceba, entretanto que

rot F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2 + z2 x2 + z2 x2 + y2

∣∣∣∣∣∣
= 2(y − z, z − x, x− y)

e

rot F (x, y, z) · n = 2(y − z, z − x, x− y) · 1√
3

(1, 1, 1)

=
2√
3

(y − z + z − x+ x− y)

= 0

para ∀(x, y, z) ∈ R3, ou seja∫
Γ

F · dΓ =

∫∫
σ

rot F · ndS

=

∫∫
σ

0 dS

= 0

�

Exerćıcio 5 Um esboço para a superf́ıcie em questão
é dado abaixo
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Uma parametrização posśıvel para esta superf́ıcie é

σ :


x(u, v) =

u2 + v2

3

y(u, v) = u

z(y, v) = v

, 0 ≤ u2 + v2 ≤ 3︸ ︷︷ ︸
K

Observe que

∂σ

∂u
=

(
2

3
u, 1, 0

)

∂σ

∂v
=

(
2

3
v, 0, 1

)
e

∂σ

∂u
× ∂σ

∂v
=

(
1,−2

3
u,−2

3
v

)
∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ =

√
1 +

4

9
(u2 + v2)

Por fim, a área pedida é dada por

A =

∫∫
σ

dS

=

∫∫
K

∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ du dv
=

∫∫
K

√
1 +

4

9
(u2 + v2)du dv

Usando coordenadas polares, ou seja u = r cos θ

v = r sen θ

cujo jacobiano é

|J | =
∣∣∣∣∂(u, v)

∂ (r, θ)

∣∣∣∣ = r

o conjunto K torna-se

K2 :

 0 ≤ r ≤
√

3

0 ≤ θ ≤ 2π

Teremos

A =

∫ 2π

0

∫ √
3

0

r

√
1 +

4

9
r2dr dθ

=
3π

2

(
7

9

√
21− 1

)
�


