
Universidade Federal do Vale do São Francisco
Engenharia Civil

Cálculo Diferencial e Integral III

Profo. Edson

2o Semestre
Gabarito 2a Prova 2013
Data: Domingo, 9 de Setembro Turma 13

Exerćıcio 1 Desejamos calcular a integral

I =

∫∫∫
Ω

√
x+ y 3

√
x+ 2y − zdx dy dz

Para isto, considere a seguinte mudança de variáveis

ϕ−1 :


u = x+ y

v = x+ 2y − z

w = z

Observe que

ϕ :


x = 2u− v − w

y = −u+ v + w

z = w

cujo jacobiano é dado por

|J | =
∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ = 1

e, neste referencial, o conjunto

Ω :


1 ≤ x+ y ≤ 2

0 ≤ x+ 2y − z ≤ 1

0 ≤ z ≤ 1

torna-se

Ω2 :


1 ≤ u ≤ 2

0 ≤ v ≤ 1

0 ≤ w ≤ 1

Portanto, segue-se que

I =

∫∫∫
Ω2

√
u 3
√
v |J | du dv dw

=

∫ 2

1

∫ 1

0

∫ 1

0

√
u 3
√
vdw dv du

=

∫ 2

1

∫ 1

0

√
u 3
√
vw

∣∣∣∣1
0

dv du

=

∫ 2

1

∫ 1

0

√
u 3
√
vdv du

=

∫ 2

1

3

4

√
uv

4
3

∣∣∣∣1
0

du

=

∫ 2

1

3

4

√
u du

=
1

2
u

3
2

∣∣∣∣2
1

=
1

2

(√
8− 1

)
=
√

2− 1

2

�

Exerćıcio 2

a). Desejamos calcular a integral

A =

∫ 1

−1

∫ √1−x2

0

∫ √1−x2−y2

0

e−(x2+y2+z2)
3
2
dz dy dx

Para isto, observe que o domı́nio de integração é

Ω :


−1 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤
√

1− x2

0 ≤ z ≤
√

1− x2 − y2

cujo gráfico pode ser esboçado da seguinte maneira
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Usando coordenadas esféricas, ou seja
x = ρ senϕ cos θ

y = ρ senϕ sen θ

z = ρ cosϕ

cujo jacobiano é dado por

|J | =
∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, ϕ)

∣∣∣∣ = ρ2senϕ

O conjunto Ω torna-se

Ω2 :


0 ≤ r ≤ 1

0 ≤ ϕ ≤ π

2

0 ≤ θ ≤ π

e disto, segue-se que

A =

∫ 1

0

∫ π

0

∫ π
2

0

e−(ρ2)
3
2 |J | dϕ dθ dρ

=

∫ 1

0

∫ π

0

∫ π
2

0

e−ρ
3

ρ2senϕdϕdθ dρ

=

∫ 1

0

∫ π

0

−e−ρ
3

ρ2 cosϕ

∣∣∣∣π2
0

dθ dρ

=

∫ 1

0

∫ π

0

e−ρ
3

ρ2dθ dρ

=

∫ 1

0

e−ρ
3

ρ2θ

∣∣∣∣π
0

dρ

= π

∫ 1

0

e−ρ
3

ρ2dρ

=
π

3

(
1− 1

e

)
�

b). Desejamos agora, calcular a seguinte integral

B =

∫ 2

0

∫ √4−y2

0

∫ √8−x2−y2

√
x2+y2

z2dz dx dy

e, o domı́nio de integração, neste caso é o conjunto

Ω :


0 ≤ x ≤

√
4− y2

0 ≤ y ≤ 2√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
8− x2 − y2

cujo esboço é dado pela seguinte figura

Usando coordenadas esféricas, ou seja


x = ρ senϕ cos θ

y = ρ senϕ sen θ

z = ρ cosϕ

cujo jacobiano é dado por

|J | =
∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, ϕ)

∣∣∣∣ = ρ2senϕ

o conjunto Ω, neste referencial, torna-se

Ω2 :


0 ≤ ϕ ≤ π

4

0 ≤ ρ ≤
√

8

0 ≤ θ ≤ π

2

Assim, segue-se que

B =

∫ π
4

0

∫ π
2

0

∫ √8

0

ρ2 cos2 ϕ | J | dρ dθ dϕ
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=

∫ π
4

0

∫ π
2

0

∫ √8

0

ρ4 cos2 ϕ senϕdρ dθ dϕ

=

∫ π
4

0

∫ π
2

0

cos2 ϕ senϕ
ρ5

5

∣∣∣∣
√

8

0

dθ dϕ

=
128
√

2

5

∫ π
4

0

∫ π
2

0

cos2 ϕ senϕdθ dϕ

=
128
√

2π

10

∫ π
4

0

cos2 ϕ senϕθ

∣∣∣∣π2
0

dϕ

=
64π
√

2

5

∫ π
4

0

cos2 ϕ senϕdϕ

= −64π
√

2

15
cos3 ϕ

∣∣∣∣π4
0

= −64π
√

2

15

(
1− 2

√
2

2
√

2

)

=
32π

15

(
2
√

2− 1
)

�

Exerćıcio 3 Um esboço posśıvel para o sólido em
questão é dado na figura abaixo

A distância de um ponto qualquer (x, y, z) ∈ R3 à
reta x = a, y = 0, é dada por

r =
√

(x− a) + y2

e, o momento de inércia procurado é então

I =

∫∫∫
Ω

r2δdx dy dz

onde δ(x, y, z) = k, k ∈ R, é a densidade do sólido
dado.

Usando coordenadas ciĺındricas com centro no
ponto (a, 0, 0), ou seja

x = a+ ρ cos θ

y = ρ sen θ

z = z

cujo jacobiano é

|J | = r

o conjunto Ω torna-se

Ω2 :


0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ ρ ≤ a

0 ≤ z ≤ h

Portanto

I =

∫∫
Ω2

ρ2 k |J | dr dθ dz

=

∫ 2π

0

∫ h

0

∫ a

0

kρ3dρ dz dθ

=

∫ 2π

0

∫ h

0

k
ρ4

4

∣∣∣∣a
0

dz dθ

=
ka4

4

∫ 2π

0

∫ h

0

dz dθ

=
ka4

4

∫ 2π

0

z

∣∣∣∣h
0

dθ

=
ka4h

4

∫ 2π

0

dθ

=
kπa4h

2

�

Exerćıcio 4 O trecho da parábola x = y2 + 1 do
ponto (1, 0) ao ponto (2, 1) pode ser parametrizado
da seguinte forma

γ :

{
x(t) = t2 + 1

y(t) = t
, 0 ≤ t ≤ 1
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e o trabalho em questão, é dado por

τ =

∫
γ

F · dγ

onde
F(x, y) = x2i + yexj

ou seja,

τ =

∫ 1

0

F(γ(t)) · γ′(t)dt

=

∫ 1

0

F(t2 + 1, t) · (2t, 1) dt

=

∫ 1

0

((
t2 + 1

)2
, tet

2+1
)
· (2t, 1) dt

=

∫ 1

0

[
2t
(
t2 + 1

)2
+ tet

2+1
]
dt

=
e2

2
− e

2
+

7

3

�

Exerćıcio 5 Sendo a parametrização da hélice, dada
por

γ :


x(t) = t

y(t) = cos t

z(t) = sen t

, 0 ≤ t ≤ 2π

e, a densidade em qualquer ponto deste arame o
quadrado da distância do ponto à origem, ou seja de
densidade homogênea

δ(x, y, z) = x2 + y2 + z2

teremos, que sua massa, é

M =

∫
γ

δ(x, y)ds

=

∫ 2π

0

δ(γ(t)) ‖γ′(t)‖ dt

=

∫ 2π

0

(
t2 + 1

)√
2dt

=
√

2

(
t3

3
+ t

) ∣∣∣∣2π
0

=
√

2

(
8π3

3
+ 2π

)
�


