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Exerćıcio 1 Observe que

∫∫

B

3

√

y2 − x2dxdy =

∫∫

B

3

√

(y − x)(y + x)dxdy

e o conjunto B possui a seguinte representação gráfica

y = −x + 1

y = xy = −x

y = x + 1

x

y

B

Fazendo a mudança de variáveis
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v = −x + y
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cujo jacobiano é
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e, neste novo sistema de variáveis o conjunto B será

transformado no conjunto A que possui o seguinte

gráfico
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Ou seja
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Exerćıcio 2 Sendo B a região do espaço delimitada

pelas esferas x2 + y2 + z2 = 1 e x2 + y2 + z2 = 4
no primeiro octante, teremos o seguinte esboço da

mesma

Usando coordenadas esféricas, ou seja, tomando























x = r sen ϕ cos θ

y = r sen ϕ sen θ

z = r cosϕ
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o conjunto B torna-se

B :































1 ≤ r ≤ 2

0 ≤ θ ≤
π

2

0 ≤ ϕ ≤
π

2

e, o jacobiano desta mudança de variáveis é
∣

∣

∣

∣

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)

∣

∣

∣

∣

= r2sen ϕ

Donde segue-se que

∫∫∫

B

zdxdydz =

∫ π

2

0

∫ π

2

0

∫

2

1

r cosϕr2sen ϕdrdθdϕ

=

∫ π

2

0

∫ π

2

0

∫ 2

1

r3cosϕ sen ϕdrdθdϕ

=

∫ π

2

0

∫ π

2

0

r4

4
cosϕ sen ϕ

∣

∣
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∣

2

1

dθdϕ

=
15

4

∫ π

2

0

∫ π

2

0

cosϕ sen ϕdθdϕ

=
15
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cosϕ sen ϕθ
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0

dϕ

=
15π
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∫ π

2

0

cosϕ sen ϕdϕ

Tomando

u = sen ϕ

e observando que

du = cosϕdϕ

ϕ = 0 ⇒ u = 0

ϕ =
π

2
⇒ u = 1

Segue-se que

∫∫∫

B

zdxdydz =
15π

8

∫ π

2

0

cosϕ sen ϕdϕ

=
15π

8
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=
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Exerćıcio 3 Sendo γ a metade direita do ćırculo

x2 + y2 = 16,

podemos parametrizar a curva γ da seguinte forma







x(t) = 4 cos t

y(t) = 4 sen t

, −
π

2
≤ t ≤

π

2

De onde segue-se que

ds =
√

x′(t)2 + y′(t)2dt

=
√

16cos2t + 16sen2tdt

= 4dt

Logo,

∫

γ

xy4ds =

∫ π

2

−
π

2

4 cos t(4 sen t)44dt

= 46

∫ π

2

−
π

2

cos t sen4 tdt

Tome

u = sen t

e observe que

du = cos t dt

t = −π
2
⇒ u = −1

t = π
2
⇒ u = 1

Então

∫

γ

xy4ds = 46

∫ π

2

−
π

2

cos t sen4 tdt

= 46

∫

1

−1

u4du

=
46

5
u5

∣

∣

∣

∣

1

−1

=
2 · 46

5
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Exerćıcio 4 Sabemos que o fluxo do campo vetorial

F(x, y, z) = e−yi − yj + xsenzk

através da superf́ıcie

ϕ :























x(u, v) = 2cos v

y(u, v) = sen v

z(u, v) = u

onde (u, v) ∈ K, com

K :







0 ≤ u ≤ 5

0 ≤ v ≤ 2π

na direção do vetor normal n, é dado por

∫∫

ϕ

F · ndS

Para resolvermos esta integral de superf́ıcie, pre-

cisamos antes calcular:

∂ϕ

∂u
(u, v) = (0, 0, 1)

∂ϕ

∂v
(u, v) = (−2sen v, cos v, 0)

donde segue-se que

∂ϕ

∂u
(u, v) ×

∂ϕ

∂v
(u, v) = (−cos v,−2senv, 0)

Com isto, temos então, que

∫∫

ϕ

F · ndS =

∫∫

K

F(ϕ(u, v)).

(

∂ϕ

∂u
(u, v) ×

∂ϕ

∂v

)

dudv

=

∫∫

K

F(2cos v, sen v, u)·

(−cos v,−2 senv, 0) dudv

=

∫∫

K

(e−sen v,−sen v, 2cos v sen u)·

(−cos v,−2 senv, 0) dudv

=

∫∫

K

(

−cos ve−sen v + 2 sen2v
)

dudv

=

∫ 2π

0

∫ 5

0

(

−cos ve−sen v + 2 sen2v
)

dudv

=

∫ 2π

0

(

−cos ve−sen v + 2 sen2v
)

u

∣

∣

∣

∣

5

0

dv

= 5

∫ 2π

0

(

−cos ve−sen v + 2 sen2v
)

dv

= 5

(

e−sen v + v −
sen 2v

2

)∣

∣

∣

∣

2π

0

= 10π
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Exerćıcio 5 A superf́ıcie dada no problema possui a

seguinte parametrização

ϕ :























x(u, v) = u

y(u, v) = v

z(u, v) = 1 − u − v

com (u, v) ∈ K, onde

K :







0 ≤ u ≤ 1

0 ≤ v ≤ 1 − u

O Teorema de Stokes afirma que

∮

Γ

F · dΓ =

∫∫

ϕ

rotF · ndS
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Observe porém que

rotF = (−y,−z,−x)

e, além disto temos que

∂ϕ

∂u
(u, v) = (1, 0,−1)

∂ϕ

∂v
(u, v) = (0, 1,−1)

donde segue-se que

∂ϕ

∂u
(u, v) ×

∂ϕ

∂v
(u, v) = (1, 1, 1)

Portanto,

∮

Γ

F · dΓ =

∫∫

ϕ

rotF · ndS

=

∫

1

0

∫

1−u

0

rotF(ϕ(u, v)) · (1, 1, 1)dvdu

=

∫ 1

0

∫ 1−u

0

rotF(u, v, 1 − u − v) · (1, 1, 1)dvdu

=

∫ 1

0

∫ 1−u

0

(−v, u + v − 1,−u) · (1, 1, 1)dvdu

=

∫

1

0

∫

1−u

0

(−1)dvdu

= −
1

2
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