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Exerćıcio 1 Chamemos de γ a curva dada no pro-
blema. Fazendo um esboço de γ vamos descobrir que
o interior desta curva é o conjunto

K = { (x, y) ∈ R2
∣∣ 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x3

4
}

Sabemos que o trabalho τ realizado pelo campo de
forças

F(x, y) =
√
yi +

√
xj

para deslocar uma part́ıcula, uma vez, ao longo da
curva γ no sentido anti-horário, é dado por

τ =
∫
γ

F · dγ

e o Teorema de Green nos garante que∫
γ

F · dγ =
∫∫

K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

onde, estamos considerando

P (x, y) =
√
y

Q(x, y) =
√
x

Logo,

τ =
∫∫

K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=
∫ 2

0

∫ x3
4

0

(
1

2
√
x
− 1

2
√
y

)
dydx

=
∫ 2

0

(
y

2
√
x
−√y

)∣∣∣∣ x3
4

0

dydx

=
∫ 2

0

(
1
8x

5
2 − 1

2x
3
2

)
dx

=
(

1
28x

7
2 − 1

5x
5
2

)∣∣∣2
0

= − 18
35

√
2

�

Exerćıcio 2 Parametrizando a superf́ıcie dada no
problema, obtemos

ϕ :


x(u, v) = u

y(u, v) = v

z(u, v) =
√
u2 + v2

onde (u, v) ∈ K, com

K =
{

(u, v) ∈ R2
∣∣ 1 ≤ u2 + v2 ≤ 4

}
Sabemos que a massa desta superf́ıcie é dada por

M =
∫∫

ϕ

δdS

onde
δ(x, y, z) = x2z

é a densidade da mesma. Para calcularmos esta
massa, observemos antes que

∂ϕ

∂u
(u, v) =

(
1, 0,

u√
u2 + v2

)
∂ϕ

∂v
(u, v) =

(
0, 1,

v√
u2 + v2

)
donde segue-se que

∂ϕ

∂u
(u, v)× ∂ϕ

∂v
(u, v) =

(
− u√

u2 + v2
,− v√

u2 + v2
, 1
)

e ∥∥∥∥∂ϕ∂u (u, v)× ∂ϕ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ =
√

2

Agora, calculando a massa, teremos

M =
∫∫

ϕ

δdS

=
∫∫

K

δ(ϕ(u, v))
∥∥∥∥∂ϕ∂u (u, v)× ∂ϕ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ dudv
=
∫∫

K

√
2δ(u, v

√
u2 + v2)dudv

=
√

2
∫∫

K

u2
√
u2 + v2dudv
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Usando coordenadas polares, ou seja u = rcos θ

v = rsen θ

e, neste sistema de coordenadas, o conjunto K torna-
se

K :

 0 ≤ r ≤ 4

0 ≤ θ ≤ 2π

e o jacobiano desta mudança de variáveis é dado por∣∣∣∣∂(u, v)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ = r

Portanto,

M =
√

2
∫∫

K

u2
√
u2 + v2dudv

=
√

2
∫ 2π

0

∫ 4

1

r2cos2θr · r · drdθ

=
√

2
∫ 2π

0

∫ 4

1

r4cos2θdrdθ

=
√

2
∫ 2π

0

r5

5 cos2θ
∣∣∣4
1
dθ

=
√

2 · 1023
5

∫ 2π

0

cos2θdθ

=
1023
√

2π
5
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Exerćıcio 3 Sabemos que o fluxo do campo vetorial

F(x, y, z) = e−yi− yj + xsenzk

através da superf́ıcie

ϕ :


x(u, v) = 2cos v

y(u, v) = sen v

z(u, v) = u

onde (u, v) ∈ K, com

K :

 0 ≤ u ≤ 5

0 ≤ v ≤ 2π

na direção do vetor normal n, é dado por∫∫
ϕ

F · ndS

Para resolvermos esta integral de superf́ıcie, pre-
cisamos antes calcular:

∂ϕ

∂u
(u, v) = (0, 0, 1)

∂ϕ

∂v
(u, v) = (−2sen v, cos v, 0)

donde segue-se que

∂ϕ

∂u
(u, v)× ∂ϕ

∂v
(u, v) = (−cos v,−2sen v, 0)

Com isto, temos então, que

∫∫
ϕ

F · ndS =
∫∫

K

F(ϕ(u, v)).
(
∂ϕ

∂u
(u, v)× ∂ϕ

∂v

)
dudv

=
∫∫

K

F(2cos v, sen v, u)·

(−cos v,−2 sen v, 0) dudv

=
∫∫

K

(e−sen v,−sen v, 2cos v senu)·

(−cos v,−2 sen v, 0) dudv

=
∫∫

K

(
−cos ve−sen v + 2 sen2v

)
dudv

=
∫ 2π

0

∫ 5

0

(
−cos ve−sen v + 2 sen2v

)
dudv

=
∫ 2π

0

(
−cos ve−sen v + 2 sen2v

)
u

∣∣∣∣5
0

dv

= 5
∫ 2π

0

(
−cos ve−sen v + 2 sen2v

)
dv

= 5
(
e−sen v + v − sen 2v

2

)∣∣∣∣2π
0

= 10π

�
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Exerćıcio 4 Chamemos de ϕ a superf́ıcie do tetrae-
dro em questão. Sabemos que o fluxo ψ do campo
vetorial

F(x, y, z) = (x2 + y)i + xyj− (2xz + y)k

através da superf́ıcie ϕ é dado por∫∫
ϕ

F · ndS

onde n é o vetor unitário normal à superficie ϕ. O
Teorema da Divergência nos diz que∫∫

ϕ

F · ndS =
∫∫∫

B

div Fdxdydz

onde B é interior da superf́ıcie ϕ, ou seja

B :

 0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ 1− x
0 ≤ z ≤ 1− x− y

Portanto, segue-se que

ψ =
∫∫∫

B

div Fdxdydz

=
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

(2x+ x− 2x)dzdydx

=
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

xdzdydx

=
∫ 1

0

∫ 1−x

0

xz

∣∣∣∣1−x−y
0

dydx

=
∫ 1

0

∫ 1−x

0

x(1− x− y)dydx

=
∫ 1

0

x

(
y − xy − y2

2

)∣∣∣∣1−x
0

dx

=
1
2

∫ 1

0

(x3 − 2x2 + x)dx

=
1
24

�

Exerćıcio 5 A superf́ıcie dada no problema possui a
seguinte parametrização

ϕ :


x(u, v) = u

y(u, v) = v

z(u, v) = 1− u− v

com (u, v) ∈ K, onde

K :

 0 ≤ u ≤ 1

0 ≤ v ≤ 1− u

O Teorema de Stokes afirma que∮
Γ

F · dΓ =
∫∫

ϕ

rot F · ndS

Observe porém que

rot F = (−y,−z,−x)

e, além disto temos que

∂ϕ

∂u
(u, v) = (1, 0,−1)

∂ϕ

∂v
(u, v) = (0, 1,−1)

donde segue-se que

∂ϕ

∂u
(u, v)× ∂ϕ

∂v
(u, v) = (1, 1, 1)

Portanto,∮
Γ

F · dΓ =
∫∫

ϕ

rot F · ndS

=
∫ 1

0

∫ 1−u

0

rot F(ϕ(u, v)) · (1, 1, 1)dvdu

=
∫ 1

0

∫ 1−u

0

rot F(u, v, 1− u− v) · (1, 1, 1)dvdu

=
∫ 1

0

∫ 1−u

0

(−v, u+ v − 1,−u) · (1, 1, 1)dvdu

=
∫ 1

0

∫ 1−u

0

(−1)dvdu

= −1
2

�


