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Exerćıcio 1 Sendo

A =
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ 0 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 1
}

Usando o Teorema de Fubini, temos que

∫∫

A

1

(x + y)2
dxdy =

∫ 1

0

∫ 2

0

1

(x+ y)2
dxdy

Fazendo uma mudança de variáveis na integral in-

terna, tome u = x+ y e observe que

du = dx

e,

x = 0 ⇒ u = y

x = 2 ⇒ u = y + 2

de modo que,

∫ 1

0

∫ 2

0

1

(x+ y)2
dxdy =

∫ 1

0

∫ y+2

y

1

u2
dudy

=

∫ 1

0

− 1

u

∣

∣

∣

∣

y+2

y

dy

=

∫ 1

0

1

y
dy −

∫ 1

0

1

y + 2
dy

=

∫ 1

0

1

y
dy − ln |y + 2||1

0

=

∫ 1

0

1

y
dy + ln 2

3

Observe que a integral

∫ 1

0

1

y
dy

é uma integral imprópria, onde

∫ 1

0

1

y
dy = lim

a→0+

∫ 1

a

1

y
dy

= lim
a→0+

ln |y||1a

= lim
a→0+

ln 1− ln a

= lim
a→0+

−ln a

= +∞
Assim, temos que

∫∫

A

1

(x+ y)2
dxdy =

∫ 1

0

∫ 2

0

1

(x+ y)2
dxdy

=

∫ 1

0

1

y
dy + ln 2

3

= +∞+ ln 2

3

= +∞
�

Exerćıcio 2 Dada a integral
∫ e

1

∫ x

ln x

f(x, y)dydx

temos que o domı́nio de integração é o conjunto

B :







1 ≤ x ≤ e

ln x ≤ y ≤ x

Cujo gráfico é

y = x

y = ln x

e1

e

1

x

y

B
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O conjunto B pode ser escrito como

B = B1 ∪B2

onde

B1 :







1 ≤ x ≤ ey

0 ≤ y ≤ 1

e

B2 :







y ≤ x ≤ e

1 ≤ y ≤ e

De modo que

∫ e

1

∫ x

ln x

f(x, y)dydx =

∫∫

B

f(x, y)dxdy

=

∫∫

B1

f(x, y)dxdy+

+

∫∫

B2

f(x, y)dxdy

=

∫ 1

0

∫ ey

1

f(x, y)dxdy+

+

∫ e

1

∫ e

y

f(x, y)dxdy

�

Exerćıcio 3 Observe que

∫∫

B

3
√

y2 − x2dxdy =

∫∫

B

3
√

(y − x)(y + x)dxdy

e o conjunto B possui a seguinte representação gráfica

y = −x+ 1

y = xy = −x

y = x+ 1

x

y

B

Fazendo a mudança de variáveis







u = x+ y

v = −x+ y

teremos














x =
u− v

2

u =
u+ v

2

cujo jacobiano é
∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

2
− 1

2
1

2

1

2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

4
+

1

4

∣

∣

∣

∣

=
1

2

e, neste novo sistema de variáveis o conjunto B será

transformado no conjunto A que possui o seguinte

gráfico

0

1

1 u

v

A

Ou seja
∫∫

B

3
√

y2 − x2dxdy =

∫∫

A

1

2
3
√
uvdudv

=
1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

3
√
u 3
√
vdudv

=
1

2

∫ 1

0

3

4
3
√
v

3
√
u4

∣

∣

∣

∣

1

0

dv

=
1

2

3

4

∫ 1

0

3
√
vdv

=
9

32

�

Exerćıcio 4 Pelo que foi enunciado no problema, o

conjunto dado pode ser descrito como

B = { (x, y, z) ∈ R
3
∣

∣x2 + y2 ≤ z ≤ 1− x2}
Esboçando asdasdasdasdasda um gráfico teremos a

seguinte figura

O volume do conjunto B é dado pela seguinte integral

tripla

V =

∫∫∫

B

dxdydz =

∫∫

K

[

∫ 1−x2

x2+y2

dz

]

dxdy
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onde o conjunto K é o domı́nio de integração das

variáveis x e y. Tal conjunto pode ser encontrado

calculando-se a intersecção superf́ıcies z = x2 + y2 e

z = 1− x2. Calculando esta intersecção obtemos

K = { (x, y) ∈ R
2
∣

∣ 2x2 + y2 = 1}

Usando coordenadas polares, o conjunto K pode ser

reparametrizado da seguinte forma

K :







x = 1√
2
rcos θ

y = rsen θ

onde

0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ r ≤ 1

e
∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(r, θ)

∣

∣

∣

∣

=
r√
2

Donde segue-se que

V =

∫∫

K

[

∫ 1−x2

x2+y2

dz

]

dxdy

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1− r
2

2
cos

2 θ

r2

2
cos2 θ+r2sen2θ

r√
2
dzdθdr

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(

1− r2cos2θ − r2sen2θ
)

r√
2
dθdr

= 1√
2

∫ 1

0

∫ 2π

0

(

r − r3
)

dθdr

= 1√
2

∫ 1

0

(

r − r3
)

θ
∣

∣

2π

0
dr

= 2π√
2

∫ 1

0

(

r − r3
)

dr

= 2π√
2

(

1

2
r2 − 1

4
r4
)∣

∣

1

0

= π

2
√
2

�

Exerćıcio 5 Pelo exposto no problema, temos que

B = { (x, y) ∈ R
2
∣

∣ 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0}

cujo gráfico é

0

1

2

1 2 x

y

B

Também é dado que a densidade do conjunto B no

ponto (x, y) é
δ(x, y) = xy

Assim, a massa do conjunto B será:

M =

∫∫

B

δ(x, y)dxdy

=

∫∫

B

xydxdy

Usando coordenadas polares, o conjunto B pode ser

reparametrizado da seguinte forma

B :







x = rcos θ

y = rsen θ

com
0 ≤ θ ≤ π

2

1 ≤ r ≤ 2

e
∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(r, θ)

∣

∣

∣

∣

= r

Ou seja

M =

∫∫

B

xydxdy

=

∫ 2

1

∫ π

2

0

r2sen θcos θrdθdr

=

∫ 2

1

∫ π

2

0

r3sen θcos θdθdr

=

∫ 2

1

1

2
r3sen2θ

∣

∣

∣

∣

π

2

0

dr

=

∫ 2

1

1

2
r3dr

=
1

8
r4
∣

∣

∣

∣

2

1

=
15

8
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Do mesmo modo, calculando o centro de massa

(xc, yc) teremos

xc =
1

M

∫∫

B

xδ(x, y)dxdy

=
8

15

∫∫

B

x2ydxdy

=
8

15

∫ 2

1

∫ π

2

0

r2sen2θrcos θrdθdr

=
8

15

∫ 2

1

∫ π

2

0

r4sen2θcos θdθdr

=
8

15

∫ 2

1

1

3
r4sen3θ

∣

∣

∣

∣

π

2

0

dr

=

∫ 2

1

1

3
r4dr

=
8

15

1

15
r5
∣

∣

∣

∣

2

1

=
248

225

e

yc =
1

M

∫∫

B

yδ(x, y)dxdy

=
8

15

∫∫

B

xy2dxdy

=
8

15

∫ 2

1

∫ π

2

0

rsen θr2cos2θrdθdr

=
8

15

∫ 2

1

∫ π

2

0

r4sen θcos2θdθdr

=
8

15

∫ 2

1

−1

3
r4cos3θ

∣

∣

∣

∣

π

2

0

dr

=
8

15

∫ 2

1

1

3
r4dr

=
8

15

1

15
r5
∣

∣

∣

∣

2

1

=
248

225

Então, o centro de massa do conjunto B é o ponto
(

248

225
,
248

225

)

�


