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Exerćıcio 1 Inicialmente, calculemos a intersecção
entre o cone e a esfera. Isto nos dará uma idéia do
que será o nosso domı́nio de integração:

 z2 = x2 + y2

x2 + y2 + z2 = 1

Resolvendo este sistema, obtemos como solução o
conjunto

x2 + y2 =
1

2
, (x, y) ∈ R2

Assim, o volume V do sólido dado será

V =

∫∫
K

(√
1− x2 − y2 −

√
x2 + y2

)
dxdy

onde

K =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ≤ 1

2

}

Usando coordenadas polares

 x = rcos θ

y = rsen θ

o conjunto K pode ser reescrito da seguinte forma

K :


0 ≤ r ≤

√
1
2

0 ≤ θ ≤ 2π

Então

V =

∫ √ 1
2

0

∫ 2π

0

(√
1− r2 − r

)
rdθ dr

=

∫ √ 1
2

0

(√
1− r2 − r

)
rθ
∣∣2π
0
dr

= 2π

∫ √ 1
2

0

(√
1− r2 − r

)
rdr

= − 2π
3

(√
(1− r2)

3
+ r3

)∣∣∣∣
√

1
2

0

= − 2π
3

(
1
2

√
2− 1

)
= −π3

(√
2− 2

)
= π

3

(
2−
√

2
)

�

Exerćıcio 2 Pelo enunciado do problema temos que
o conjunto B é dado por

B =


x2 + y2 + z2 ≤ 9

x ≥ 0, y ≥ 0, y ≥ 0

(x, y, z) ∈ R3

Usando coordenadas esféricas
x = ρ sen θ sen ϕ

y = ρ cos θ sen ϕ

z = ρ cos ϕ

O conjunto B pode ser reescrito da seguinte maneira

B =


0 ≤ ρ ≤ 3

0 ≤ θ ≤ π
2

0 ≤ ϕ ≤ π
2
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Considerando

A =

∫∫∫
B

e
√
x2+y2+z2dxdydz

De modo que,

A =

∫ 3

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0

eρρ2sen ϕ dϕ dθ dρ

= −
∫ 3

0

∫ π
2

0

eρρ2 cos ϕ|
π
2
0 dθ dρ

=

∫ 3

0

∫ π
2

0

eρρ2dθ dρ

=

∫ 3

0

eρρ2θ
∣∣π2
0
dρ

= π
2

∫ 3

0

eρρ2dρ

= π
2 e
ρ
(
ρ2 − 2ρ+ 2

)∣∣3
0

= π
2 (5e3 − 2)

�

Exerćıcio 3 Sendo f : R3 → R e g : R3 → R, temos
que

∇f = (fx, fy, fz)

∇g = (gx, gy, gz)

onde, estamos supondo que f e g são funções das
variáveis x, y e z. Donde segue-se que

∇f ×∇g =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
fx fy fz
gx gy gz

∣∣∣∣∣∣
= (fygz − fzgy, fzgx − fxgz, fxgy − fygx)

Portanto

div(∇f ×∇g) = px + qy +mz

onde
p = fygz − fzgy

q = fzgx − fxgz

m = fxgy − fygx
Observe que

px = fxygz + fygxz − fxzgy − fzgxy

qy = fyzgx + fzgxy − fxygz − fxgyz

mz = fxzgy + fxgyz − fyzgx − fygxz

Logo

div(∇f ×∇g) = 0

�

Exerćıcio 4 A porção de superf́ıce descrita no pro-
blema pode ser representada da seguinte forma

B =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣x2 + y2 + z2 = a2 com (x, y) ∈ K

}
onde

K =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣x2 + y2 ≤ ax

}
Dada a simetria da esfera, o conjunto B é composto
por duas partes iguais, de modo que a área que dese-
jamos calcular será o dobro da área de uma delas. A
parte superior da região B pode ser parametrizada da
seguinte maneira:

σ :


x = u

y = v

z =
√
a2 − u2 − v2

, (u, v) ∈ K

Portanto,

AB = 2

∫∫
σ

dS

= 2

∫∫
K

∥∥∂σ
∂u ×

∂σ
∂v

∥∥ dudv
onde

∂σ
∂u =

(
1, 0,

−u√
a2 − u2 − v2

)
∂σ
∂v =

(
1, 0,

−v√
a2 − u2 − v2

)
e

∂σ
∂u ×

∂σ
∂v =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 0 −u√

a2−u2−v2
0 1 −v√

a2−u2−v2

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
u√

a2 − u2 − v2
,

v√
a2 − u2 − v2

, 1

)
com ∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ =

√
a2

a2 − u2 − v2

Então

AB = 2

∫∫
K

√
a2

a2 − u2 − v2
dudv
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Usando coordenadas polares x = rcos θ

y = rsen θ

o conjunto K pode ser reescrito da seguinte forma

K :

 0 ≤ r ≤ acos θ

−π2 ≤ θ ≤
π
2

De modo que

AB = 2

∫ π
2

−π
2

∫ acos θ

0

√
a2

a2 − r2
rdrdθ

Para resolvermos esta integral faremos uma mudança
de variável. Tome

w = a2 − r2

e observe que
dw = −2rdr

e
r = 0⇒ w = a2

r = acos θ ⇒ w = a2(1− cos2θ)

Assim,

AB = −
∫ π

2

−π
2

∫ a2(1−cos2θ)

a2

√
a2

w dwdθ

= −a
∫ π

2

−π
2

∫ a2(1−cos2θ)

a2

1√
w
dwdθ

= −2a

∫ π
2

−π
2

√
w|a

2(1−cos2θ)
a2 dθ

= −2a2

∫ π
2

−π
2

(√
1− cos2θ − 1

)
dθ

= −2a2

∫ π
2

−π
2

(|sen θ| − 1) dθ

= −2a2

(∫ π
2

−π
2

|sen θ| dθ −
∫ π

2

−π
2

dθ

)

= −2a2

(
2

∫ π
2

0

sen θ dθ − π

)

= −2a2
(
−2 cos θ|

π
2
0 − π

)
= 2a2 (π − 2)

�

Exerćıcio 5 Considere a seguinte superf́ıcie

σ :


x = rcos θ

y = rsen θ

z = 5

onde

K :

 0 ≤ r ≤ 4

0 ≤ θ ≤ 2π

Observe que a fronteira da superf́ıcie σ é a circun-
ferência

Γ :

 x2 + y2 = 16

z = 5

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que∫
Γ

F · dΓ =

∫∫
σ

rot F · ndS

=

∫∫
K

rot F ·
(
∂σ
∂r ×

∂σ
∂θ

)
drdθ

Onde
∂σ

∂r
× ∂σ

∂θ
= (0, 0, r)

e

rot F =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

yz 2xz exy

∣∣∣∣∣∣
= (xexy − 2x)~i− (yexy − y)~j + (2z − z)~k

= (xexy − 2x, yexy − y, z)

E, finalmente temos,∫
Γ

F · dΓ =

∫∫
K

rot F ·
(
∂σ
∂r ×

∂σ
∂θ

)
drdθ

=

∫∫
K

rzdrdθ

=

∫ 4

0

∫ 2π

0

5rdθdr

= 10π

∫ 4

0

rdr

5πr2
∣∣4
0

= 80π

�


