Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral III

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito Prova Final 2008
Data: Julho Turma 31
Exercicio 1 Inicialmente, calculemos a intersec¢do Entao
entre o cone e a esfera. Isto mos dard uma idéia do ;
que serd o nosso dominio de integra¢do: v o / 2/27r (m B 7") df) dr
0 0
2 2 2 1
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22 + y2 +22=1 0
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Resolvendo este sistema, obtemos como solucdo o 0
conjunto JT
— 2 ( (1-7r2)° +r3)
2 2 _ 1 2 0
ity =5, (zy R
2 _ _2n (1
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Assim, o volume V do sélido dado serd
-3(2-v)
|

V://K(\/l—acz—yQ—\/x2+y2)dxdy

onde

K:{(x7y)€R2|x2+y2§

N =
—

Usando coordenadas polares

x = rcos 0

y = rsen 0

o conjunto K pode ser reescrito da sequinte forma

Exercicio 2 Pelo enunciado do problema temos que
o conjunto B é dado por

2+ y? +22<9
B=<¢ z>0,y>0,y >0
(r,y,2) € R3
Usando coordenadas esféricas
T = psen § sen ¢
y = p cos 0 sen ¢
Z=p cos ¢
O conjunto B pode ser reescrito da sequinte maneira
0<p<3

B=4¢ 0<46
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Considerando Logo

2 2 2 d. = O
A= /// eV TV T dardyd (VS xVg)
B

|
De modo que,
3 I T Exercicio 4 A por¢do de superfice descrita no pro-
A = / / / e?p’sen ¢ do db dp blema pode ser representada da segquinte forma
0o Jo Jo
3 .z ) B:{(x,y,z)€R3|x2+y2+z2:a2com(m,y)eK}
= —/ / ePp? cos p|¢ db dp
o Jo onde
3 .z K ={(z,y) e R*|2” +y* < az}
= P2
/0 /0 e?p=df dp Dada a simetria da esfera, o conjunto B € composto
por duas partes iguais, de modo que a drea que dese-
3 PUNE jamos calcular serd o dobro da drea de uma delas. A
= | erp®lg dp or da regido B pod vada d
0 parte superior da regido B pode ser parametrizada da
sequinte maneira:
3
=32 / e’ p*dp z=u
0
Z%ep(p2—2p+2)|(3) o:q Y=v ,(u,v) € K
— a2 2 2
— %(563 _ 2) zZ=vVa (7 v

| Portanto,

Exercicio 3 Sendo f :R3> =R e g:R3 = R, temos
b =2 f[as
VI = (far fy 1) ’
_ do o]
Vg = (92, 9y, 9-) —2//1(’%><a*‘5||d“dv
onde, estamos supondo que f e g sdo funcoes das
varidvets x,y e z. Donde seque-se que onde
2o o 90 _ S
1 ] k ou (170’ a2u2v2>
VfxVg = fx fy Iz
9z Gy 9=z do _ v
i 2 — 02 _ 2
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Portanto .
. i ] k
le(Vf X Vg) =Dz t+qy+m; 9o 9 _ |1 0 —u
ou X v T Va2 —u2—v2
onde 01 Vo=

P = fy9. — f29y
q:fzgz_fxgz = ( Y Y 1)

\/a27u27v2’ \/a27u27v27

m = fzgy - fygac com
CI,2
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Observe que

— x
ou  Ov a? —u2 —v?

‘30 3£

Pz = ffcygz + fygzz - fzzgy - fzg.ry
FEntao
qy = fyzgz + fzgzy - fzygz - fmgyz

a2
A =2 \| 55—z dudv
m, = flzgy + f.Lgyz - fyzgl - fyng B //K a2 _ U2 _ 1)2




Usando coordenadas polares
x = rcos 6

y = rsen 6
o conjunto K pode ser reescrito da sequinte forma

0<r<acosf
K

i < 0 < s
De modo que

5 acos 0 | a2
AB = 2/ / Wrdrdﬁ
-z.Jo -

Para resolvermos esta integral faremos uma mudanca
de varidvel. Tome

e observe que

r = acos 6 = w = a*(1 — cos®0)
Assim,

z a?(1—cos?0) 5
Ap =-— / / < dudf
_z Ja2
z a?(1—cos?0)
1
= —=dwdf
AV

% 2 2
—2a [ | ap

[ME)

= —2a2/5 (\/1 — cos26 — 1) dé

(M)

™

= —2a2/2 (|sen 6] — 1) do

jus
2

= —2a? (/Z |sen9|d9—/2d6‘>
= —2¢? (2/zsen9d07r>
0

= —2a? (—2 cos 9|0% — 77)

242 (m — 2)
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Exercicio 5 Considere a sequinte superficie

T = rcos 6

o:¢ y=rsen
z=5
onde
0<r<4
K :
0<0<2m

Observe que a fronteira da superficie o € a circun-
feréncia

2?2 +y% =16
I:
z=25

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

/F~df ://rotF-ndS
r o

://rotF~(‘?)—‘;x%)drd9
K

Onde 5 5
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— x — =1(0,0
ar < a9~ (07
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_ 9 o 9
rot i = % By oz
yz 2xz €e*Y

= (ze™ — 22)i — (ye™ — y)j + (22 — 2)k

= (ze® — 2x,ye™ —y, 2)

E, finalmente temos,

/F~dF ://rotF~(‘g—‘:><%)drd9
r K
:// rzdrdd
K
4 P27
:// 5rdldr
o Jo
4
:107r/ rdr
0

512 |3

= 807




