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Exerćıcio 1 Uma parametrização posśıvel para a su-
perf́ıcie em questão, pode ser dada da seguinte forma:

σ :

 x = u
y = v
z = u2 + 2v2

, onde 4u2 + 16v2 ≤ 1

Segue-se disto, que

∂σ

∂u
(u, v) = (1, 0, 2u)

∂σ

∂v
(u, v) = (0, 1, 4v)

e

∂σ

∂u
(u, v)× ∂σ

∂v
(u, v) = (−2u,−4v, 1)

∥∥∥∥∂σ∂u (u, v)× ∂σ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ =
√

4u2 + 16v2 + 1

Porntanto, a área da superf́ıcie em questão, é

A =
∫∫

σ

ds

=
∫∫

Ω

∥∥∥∥∂σ∂u (u, v)× ∂σ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ du dv
=
∫∫

Ω

√
4u2 + 16v2 + 1du dv

onde

Ω =
{

(u, v) ∈ R2
∣∣ 4u2 + 16v2 ≤ 1

}
Recorrendo a uma mudança de variáveis, considere 2u = rcos θ

4v = rsin θ

onde

|J | =
∣∣∣∣∂(u, v)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ =
1
8
r

e, sob esta mudança, o conjunto Ω, é transformado
no conjunto

Ω′ :
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π

Logo,

A =
∫∫

Ω

√
4u2 + 16v2 + 1du dv

=
∫∫

Ω′

√
r2cos2θ + r2sin2θ + 1

1
8
rdθ dr

=
∫ 1

0

∫ 2π

0

√
r2cos2θ + r2sin2θ + 1

1
8
rdθ dr

=
π

12

(
2
√

2− 1
)

�

Exerćıcio 2 De modo análogo ao que foi no pro-
blema anterior, uma parametrização para a superf́ıcie
σ é dada por

σ :


x = u
y = v

z =
√
u2 + v2

, com 1 ≤ u2 + v2 ≤ 9

e, portanto, segue-se que

∂σ

∂u
(u, v) =

(
1, 0,

u√
u2 + v2

)

∂σ

∂v
(u, v) =

(
0, 1,

v√
u2 + v2

)
e

∂σ

∂u
(u, v)× ∂σ

∂v
(u, v) =

(
−u√
u2 + v2

,
−v√
u2 + v2

, 1
)

∥∥∥∥∂σ∂u (u, v)× ∂σ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ =
√

2
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Logo,∫∫
σ

f(x, y, z)ds =
∫∫

σ

xds

=
∫∫

Ω

u

∥∥∥∥∂σ∂u (u, v)× ∂σ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ du dv
=
√

2
∫∫

Ω

u du dv

onde

Ω =
{

(u, v) ∈ R2
∣∣ 1 ≤ u2 + v2 ≤ 9

}
Usando coordenadas polares, ou seja u = rcos θ

v = rsin θ

onde

|J | =
∣∣∣∣∂(u, v)
∂(r, θ)

∣∣∣∣ = r

o conjunto Ω, é transformado no conjunto

Ω′ :
{

1 ≤ r ≤ 3
0 ≤ θ ≤ 2π

e disto, segue-se que∫∫
σ

f(x, y, z)ds =
√

2
∫∫

Ω

u du dv

=
√

2
∫∫

Ω′
r cos θ rdθ dr

=
√

2
∫ 3

1

∫ 2π

0

r2cos θ dθ dr

= 0

�

Exerćıcio 3 Uma parametrização para a superf́ıcie
em questão é dada por

σ :


x = u
y = v

z =
√
u2 + v2

, com 1 ≤ u2 + v2 ≤ 4

Assim, segue-se que∥∥∥∥∂σ∂u (u, v)× ∂σ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ =
√

2

e, sendo constante a densidade desta superf́ıcie,
segue-se que sua massa é,

M =
∫∫

σ

δds

=
∫∫

σ

kds

= k

∫∫
σ

ds

= k

∫∫
Ω

∥∥∥∥∂σ∂u (u, v)× ∂σ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ du dv
= k
√

2
∫∫

Ω

du dv

= k
√

2 · Área(Ω)

onde

Ω =
{

(u, v) ∈ R2
∣∣ 1 ≤ u2 + v2 ≤ 4

}
Ou seja,

M = 3kπ
√

2

Agora, continuando com o centro de massa, temos

xc =

∫∫
σ

xδds

M

=
k

∫∫
σ

xds

M

= 0

yc =

∫∫
σ

yδds

M

=
k

∫∫
σ

yds

M

= 0
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zc =

∫∫
σ

zδds

M

=
k

M

∫∫
σ

zds

=
k

3kπ
√

2

∫∫
Ω

√
u2 + v2

∥∥∥∥∂σ∂u × ∂σ

∂v

∥∥∥∥ du dv
=

k
√

2
3kπ
√

2

∫∫
Ω

√
u2 + v2du dv

=
1

3π

∫∫
Ω

√
u2 + v2du dv

=
1

3π

∫ 2

1

∫ 2π

0

r2dθ dr

=
14
9

Portanto, o centro de massa da superf́ıcie dada é

C =
(

0, 0,
14
9

)
�

Exerćıcio 4 A integral dada no problema corres-
ponde, na verdade, ao cálculo do fluxo do campo veto-
rial ~u através da superf́ıcie σ na direção de ~n. Usando
o teorema da divergência de Gauss, segue-se que∫∫

σ

~u · ~n ds =
∫∫∫

B

div ~u dx dy dz

=
∫∫∫

B

(2 + 2z)dx dy dz

Usando coordenadas esféricas, ou seja x = ρ senϕ sen θ
y = ρ senϕ cos θ
z = ρ cosϕ

onde

|J | =
∣∣∣∣∂(x, y, z)
∂(ρ, ϕ, θ)

∣∣∣∣ = ρ2senϕ,

o conjunto B é transformado no conjunto

B′ :

 0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ ϕ ≤ π
0 ≤ ρ ≤ 1

e, segue-se disto que∫∫
σ

~u · ~n ds =
∫∫∫

B

(2 + 2z)dx dy dz

=
∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0

(2 + 2ρ cosϕ)ρ2senϕdθ dϕ dρ

=
8
3
π

�

Exerćıcio 5 Observe que a fronteira da superf́ıcie
dada corresponde à interseção da superf́ıcie

x2 +
1
4
y2 + z2 = 2

com o plano

z = 1

ou seja

x2 +
1
4
y2 = 1

que pode ser parametrizada da seguinte maneira

Γ :


x = cos t

y = 2sen t

z = 1

, 0 ≤ t ≤ 2π

Assim, usando o teorema de Stokes, teremos que∫∫
σ

(rot F) · ~n ds =
∫

Γ

F · dr

=
∫ 2π

0

F(Γ(t)) · Γ′(t)dt

=
∫ 2π

0

F(cos t, 2 sen t, 1) · (−sen t, 2cos t, 0)dt

=
∫ 2π

0

(
4 sen3t+ 2 cos3t

)
dt

= 0

�


