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Exercicio 1 Da definicao de derivada direcional Como
seque-se que ||V<p||2 =
¢
on Ve-n div(pVp) = 10¢
Assim, seque-se que
%dS = \Y dS
o' = o u 10p = 4 + pdiv(Ve) & div(Vy) = 6
s s
Usando a definicao de integral de superficie, teremos Voltando para a equagdo (1) teremos
/ Ve -ndS = //Vap- I In|| dudv //Vga ‘ndS = ///div(Vgp)dxdydz
s S S s
/‘vw %o gﬂdww 0 :G/XﬁmmMz
S
= // div(V)dzdydz =8
s ]

Observe agora que
dp dp ¢
VCP = a9 9
dr’ Oy’ 0z

e disto, temos que

o 0% 0%

div(Vp) = + +

a2 T oy? 922
Por outro lado temos também que
Vo (2% 3@ &p
PV = ‘pax oy’ 32

donde

2 ) 2
div(eVe) = (%) +v5s+ (%)
2
- (Z—f) + 0%

- [(%:)2+ (%)2+ (%fﬂ '

= [|Vel? + pdiv(Ve)

Exercicio 2

a).

99 4 .
j{a 7{Vg ndry

como a curva vy e a 1egido R satisfazem todas as
condigoes do Teorema de Green, seque-se entdo

que
j{g—fbd'y :%VgWLd'y
gl ¥
= // div (Vg) dzdy
R
// dw d—g a—g dxdy
WACE
ox
z// V2gdxdy
R

dxdy



b).
7{ F 9%y = 7{ 1V - ndy

como a curva 7y e a regido R satisfazem todas as
condigoes do Teorema de Green, seque-se entao

ffgfidv = fng-ndv
Yy Y

gigz )d:z:dy

// (5 + 30) +
Jra )} dxdy

// [(550) - (3. 0) +
g-i—g—)}dxdy

:/ (V- Vg + fV3g) dudy
R
u

Exercicio 3 Sejam hi e ho as alturas em que os
planos cortam a esfera.

A drea A do cilindro que estd entre os planos €
AC = 27T7’(h2 — hl)

Podemos parametrizar a por¢do o da superficie da
esfera que estd entre os planos, da sequinte forma:

x = rsen fsen ¢
o:<¢ y=rcos fsen ¢ onde
Z =TCos ¢

0<6<2rm
P1 < p < w2
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onde

h

ha 1
COS (p] = — € Cos Y9 = —
T T

Assim, temos que

do
20— (rcos fsen @, rsen fsen ,0)
do
Ere (rsen Ocos @, rcos Gcos @, —rsen @)
donde
— — -
i J k
Gox 82 = 0 0 0
o0 X 95 = | rcos fsen ¢ rsen fsen ¢
rsen fcos  rcos fcos p —rsen @
= (r%sen fsen?p, r2cos fsen?p, r?sen @cos @)
e
d o0 || 4eon? 4 402 4
g o —
‘WX% = r*sen“fsen*y + r*cos“fsen*p+

+ r*sen?pcos?

= r4sen4<p + 7’4(:0824,0

= risen?yp

Logo, a drea A, da superficie de o €
A
©1
2m Y2
= / / r2sen @dpdd
0 P1

27
= —/ 7 cos |72 df
0

60

2
= 7/ r2(cos o — cos p1)df
0

27

=7r2(cos 1 — cos apg)/ de
0

que € exatamente igual a drea do cilindro que estd
entre os planos que cortam a esfera. |



Exercicio 4 Observemos incialmente que

OF (2 +y?+22)7 —322(a? + 2 + 2%)3

O (22 + y2 + 22)3

OF (22412 +22)7 — 3222 4 % + 22)2

aiy (m2+y2+z2)3

OF (2?42 +22)2 — 322(22 + 2 + 22)2

9z (2 +y2 +22)3

Assim, temos que

OF OF OF

divF =— 4+ —+—=
ivF(z,y,z2) o + oy oz 0

para (x,y,z) # (0,0,0).

Seja o a esfera unitdria de centro na origem, com
parametrizacao

x = sen fsen ¢
o:<¢ y=cos fsen ¢
Z =Cos ¢

Perceba que o estd dentro da regigo limitada pelo
elipsdide 4% + 9y? + 622 = 36 e além disto

0

a—g = (cos fsen ¢, —sen fsen @, 0)

0

é = (sen Ocos ¢, cos Ocos p, —sen )

donde temos que, a normal n exterior a o é dada por

— 90 y 9o
n =355 X 5¢
- s =
1 g k
= cos fsen ¢ —sen fsen ¢ 0
sen fcos ¢ cos fcos p  —sen

= (sen fsen?p, cos fsen?yp, sen pcos @)

O fluzo de F, para fora, através de o é

[[Fonis = [P0 ) dod

_ //F(a(ﬂ,cp)) - ndfdy

= F(sen fOsen ¢, cos fsen @, cos ¢)

- —
=sen fsen ¢ i + cos fsen ¢ j +
—
+cos ¢ k
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F(o(0,9)) -n = sen?fsensp + cos?fsenp+
+ sen @cos?p
= senggo + sen gocos2g0
=sen
ou seja,

//F~ndS ://sengodOdgo

27 pm
= / / sen pdpdf
o Jo
2
=2 / do
0

47

Assim, considerando ¢ a regido externa a o e interna
ao elipsdide 1, seque-se que o fluro de F, através
deste pode se dado por

é/F-ndS:[/F-ndSvLé/F-ndS

mas,
divF(z,y,z) = 0 quando (z,y,2) € ¢

donde, pelo Teorema de Stokes, temos

//F~ndS:///didexdydz:0
¢
]
Portanto
//F~ndS://F~ndS:47r
P

o

Exercicio 5 O plano que passa pelos pontos
(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) possui equagao dada por

r+y+z=1

e o tridngulo de wvértices (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1)
pode ser parametrizado da sequinte forma:

T=1u
o: y=v com
z=1—u—vw

0<u<l1
0<v<1l-—u



donde seque-se que

g% = (170371)
g% = (Oala_l)
g% X ?TZ =(1,1,1)

Por outro lado, observe que

F(o(u,v)) = F(u,v,1—u—0)
:uv?—l—v(l—u—v)_')—I—u(l—u—v)_k9
e
P 7k
— 1é) 1%} o)
rotF =\ = &

Y
Ty Yz 2x
- = -
=—yi —z2j —xk
e

0o Oo

rotF (o(u,v))- <8u X 87}) = —v—1l4+utv—u= -1
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Usando o teorema de Stokes, temos que

fF~dr ://rotFodS
C o

- //UrotF(a(u, 0)) - (22 x 22 dudy

1 1—u
— / dvdu
o Jo



