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Exerćıcio 1 Da definição de derivada direcional
segue-se que

∂ϕ

∂n
= ∇ϕ · n

Assim, ∫∫
S

∂ϕ

∂n
dS =

∫∫
S

∇ϕ · ndS

Usando a definição de integral de superf́ıcie, teremos∫∫
S

∇ϕ · ndS =
∫∫
S

∇ϕ · n
‖n‖ ‖n‖ dudv

=
∫∫
S

∇ϕ ·
(
∂ϕ
∂u ×

∂ϕ
∂v

)
dudv

=
∫∫∫
Ṡ

div(∇ϕ)dxdydz

(1)

Observe agora que

∇ϕ =
(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
e disto, temos que

div(∇ϕ) =
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2

Por outro lado temos também que

ϕ∇ϕ =
(
ϕ
∂ϕ

∂x
, ϕ
∂ϕ

∂y
, ϕ
∂ϕ

∂z

)
donde

div(ϕ∇ϕ) =
(
∂ϕ
∂x

)2

+ ϕ∂
2ϕ
∂x2 +

(
∂ϕ
∂y

)2

+ ϕ∂
2ϕ
∂y2 +

+
(
∂ϕ
∂z

)2

+ ϕ∂
2ϕ
∂z2

=
[(

∂ϕ
∂x

)2

+
(
∂ϕ
∂y

)2

+
(
∂ϕ
∂z

)2
]

+

+ ϕ
[
∂2ϕ
∂x2 + ∂2ϕ

∂y2 + ∂2ϕ
∂z2

]
= ‖∇ϕ‖2 + ϕdiv(∇ϕ)

Como
‖∇ϕ‖2 = 4ϕ

div(ϕ∇ϕ) = 10ϕ

segue-se que

10ϕ = 4ϕ+ ϕdiv(∇ϕ) ⇔ div(∇ϕ) = 6

Voltando para a equação (1) teremos∫∫
S

∇ϕ · ndS =
∫∫∫
Ṡ

div(∇ϕ)dxdydz

= 6
∫∫∫
Ṡ

dxdydz

= 8π

�

Exerćıcio 2

a). ∮
γ

∂g

∂n
dγ =

∮
γ

∇g · ndγ

como a curva γ e a região R satisfazem todas as
condições do Teorema de Green, segue-se então
que ∮

γ

∂g
∂ndγ =

∮
γ

∇g · ndγ

=
∫∫

R

div (∇g) dxdy

=
∫∫

R

div
(
∂g
∂x ,

∂g
∂y

)
dxdy

=
∫∫

R

(
∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2

)
dxdy

=
∫∫

R

∇2gdxdy

�
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b). ∮
γ

f
∂g

∂n
dγ =

∮
γ

f∇g · ndγ

como a curva γ e a região R satisfazem todas as
condições do Teorema de Green, segue-se então
que∮

γ

f ∂g∂ndγ =
∮
γ

f∇g · ndγ

=
∫∫

R

div (f∇g) dxdy

=
∫∫

R

div
(
f ∂g∂x , f

∂g
∂y

)
dxdy

=
∫∫

R

(
∂f
∂x

∂g
∂x + f ∂

2g
∂x2 +

+∂f
∂y

∂g
∂y + f ∂

2g
∂y2

)
dxdy

=
∫∫

R

[(
∂f
∂x

∂g
∂x + ∂f

∂y
∂g
∂y

)
+

+f
(
∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2

)]
dxdy

=
∫∫

R

[(
∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
·
(
∂g
∂x ,

∂g
∂y

)
+

+f
(
∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2

)]
dxdy

=
∫∫

R

(
∇f · ∇g + f∇2g

)
dxdy

�

Exerćıcio 3 Sejam h1 e h2 as alturas em que os
planos cortam a esfera.

A área Ac do cilindro que está entre os planos é

Ac = 2πr(h2 − h1)

Podemos parametrizar a porção σ da superf́ıcie da
esfera que está entre os planos, da seguinte forma:

σ :

 x = rsen θsen ϕ
y = rcos θsen ϕ
z = rcos ϕ

onde
0 ≤ θ ≤ 2π
ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2

onde

cos ϕ1 =
h2

r
e cos ϕ2 =

h1

r

Assim, temos que

∂σ

∂θ
= (rcos θsen ϕ, rsen θsen ϕ, 0)

∂σ

∂ϕ
= (rsen θcos ϕ, rcos θcos ϕ,−rsen ϕ)

donde

∂σ
∂θ ×

∂σ
∂ϕ =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

rcos θsen ϕ rsen θsen ϕ 0
rsen θcos ϕ rcos θcos ϕ −rsen ϕ

∣∣∣∣∣∣
= (r2sen θsen2ϕ, r2cos θsen2ϕ, r2sen ϕcos ϕ)

e ∥∥∥∂σ∂θ × ∂σ
∂ϕ

∥∥∥2

= r4sen2θsen4ϕ+ r4cos2θsen4ϕ+
+ r4sen2ϕcos2ϕ

= r4sen4ϕ+ r4cos2ϕ

= r4sen2ϕ

Logo, a área Aσ da superf́ıcie de σ é

Aσ =
∫ 2π

0

∫ ϕ2

ϕ1

∥∥∥∂σ∂θ × ∂σ
∂ϕ

∥∥∥ dϕdθ
=

∫ 2π

0

∫ ϕ2

ϕ1

r2sen ϕdϕdθ

= −
∫ 2π

0

r2 cos ϕ|ϕ2
ϕ1
dθ

= −
∫ 2π

0

r2(cos ϕ2 − cos ϕ1)dθ

= r2(cos ϕ1 − cos ϕ2)
∫ 2π

0

dθ

= 2πr2(h2
r −

h1
r )

= 2πr(h2 − h1)

que é exatamente igual a área do cilindro que está
entre os planos que cortam a esfera. �
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Exerćıcio 4 Observemos incialmente que

∂F

∂x
=

(x2 + y2 + z2)
3
2 − 3x2(x2 + y2 + z2)

1
2

(x2 + y2 + z2)3

∂F

∂y
=

(x2 + y2 + z2)
3
2 − 3y2(x2 + y2 + z2)

1
2

(x2 + y2 + z2)3

∂F

∂z
=

(x2 + y2 + z2)
3
2 − 3z2(x2 + y2 + z2)

1
2

(x2 + y2 + z2)3

Assim, temos que

divF (x, y, z) =
∂F

∂x
+
∂F

∂y
+
∂F

∂z
= 0

para (x, y, z) 6= (0, 0, 0).
Seja σ a esfera unitária de centro na origem, com
parametrização

σ :

 x = sen θsen ϕ
y = cos θsen ϕ
z = cos ϕ

Perceba que σ está dentro da região limitada pelo
elipsóide 4x2 + 9y2 + 6z2 = 36 e além disto

∂σ

∂θ
= (cos θsen ϕ,−sen θsen ϕ, 0)

∂σ

∂ϕ
= (sen θcos ϕ, cos θcos ϕ,−sen ϕ)

donde temos que, a normal n exterior a σ é dada por

n = ∂σ
∂θ ×

∂σ
∂ϕ

=

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

cos θsen ϕ −sen θsen ϕ 0
sen θcos ϕ cos θcos ϕ −sen ϕ

∣∣∣∣∣∣
= (sen θsen2ϕ, cos θsen2ϕ, sen ϕcos ϕ)

O fluxo de F , para fora, através de σ é∫∫
σ

F · ndS =
∫∫
σ

F (σ(θ, ϕ)) n
‖n‖ ‖n‖ dθdϕ

=
∫∫
σ

F (σ(θ, ϕ)) · ndθdϕ

mas,

F (σ(θ, ϕ)) = F (sen θsen ϕ, cos θsen ϕ, cos ϕ)

= sen θsen ϕ
−→
i + cos θsen ϕ

−→
j +

+ cos ϕ
−→
k

e

F (σ(θ, ϕ)) · n = sen2θsen3ϕ+ cos2θsen3ϕ+
+ sen ϕcos2ϕ

= sen3ϕ+ sen ϕcos2ϕ

= sen ϕ

ou seja, ∫∫
σ

F · ndS =
∫∫
σ

sen ϕdθdϕ

=
∫ 2π

0

∫ π

0

sen ϕdϕdθ

= 2
∫ 2π

0

dθ

4π

Assim, considerando φ a região externa a σ e interna
ao elipsóide ψ, segue-se que o fluxo de F , através
deste pode se dado por∫∫

ψ

F · ndS =
∫∫
σ

F · ndS +
∫∫
φ

F · ndS

mas,

divF (x, y, z) = 0 quando (x, y, z) ∈ φ

donde, pelo Teorema de Stokes, temos∫∫
φ

F · ndS =
∫∫∫

φ

divFdxdydz = 0

Portanto ∫∫
ψ

F · ndS =
∫∫
σ

F · ndS = 4π

�

Exerćıcio 5 O plano que passa pelos pontos
(1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) possui equação dada por

x+ y + z = 1

e o triângulo de vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1)
pode ser parametrizado da seguinte forma:

σ :

 x = u
y = v
z = 1− u− v

com
0 ≤ u ≤ 1

0 ≤ v ≤ 1− u
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donde segue-se que
∂σ
∂u = (1, 0,−1)

∂σ
∂v = (0, 1,−1)

∂σ
∂u ×

∂σ
∂v = (1, 1, 1)

Por outro lado, observe que

F (σ(u, v)) = F (u, v, 1− u− v)

= uv
−→
i + v(1− u− v)

−→
j + u(1− u− v)

−→
k

rotF =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xy yz zx

∣∣∣∣∣∣
= −y−→i − z

−→
j − x

−→
k

e

rotF (σ(u, v))·
(
∂σ

∂u
× ∂σ

∂v

)
= −v−1+u+v−u = −1

Usando o teorema de Stokes, temos que∮
C

F · dr =
∫∫

σ

rotF · dS

=
∫∫

σ

rotF (σ(u, v)) ·
(
∂σ
∂u ×

∂σ
∂v

)
dudv

= −
∫ 1

0

∫ 1−u

0

dvdu

=
∫ 1

0

(u− 1)du

= 1
2u

2 − u
∣∣1
0

= − 1
2

�


