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Problema 1 Sejam F e G dois campos vetoriais definidos no aberto @ C R3, cujas compo-
nentes admitem derivadas parciais em §2. Prove que

—

div(Fx G)=G-(Vx F)—F-(V xG)

Problema 2 Calcule as integrais:

eV’
a). // sdzdy onde B € o conjunto de todos os (z,y) € R? tais que 142> <y < 2417,
—x
5 )
y>z+a22ex>0.

b). //xdedy onde B € o conjunto de todos os (x,y) € R? tais que 42> +y* <1 ey > 0.
B

Problema 3 Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos v +2y+z =2, v = 2y,
r=0,ez=0.

Problema 4 Usando integral dupla, calcule a drea da regigo limitada pela elipse

ZEZ yQ
¥+b—2:1,a>0,b>0

Problema 5 Usando coordenadas polares, resolva a sequinte integral

1 V2—x2
/ / Va2 + yidydx
0 Ja2

Boa sorte!
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Exercicio 1 Considere teremos com isto
F(x,y,2) = (F'(2,y,2), F*(z,y,2), F*(,y, 2)) r=v
_ 2
G(x,y,2) = (G'(2,y,2),G*(2,y,2), G*(x,y, 2)) y=u-—v
Ob e o0 jacobiano desta mudanca serd
serve que
dx,y)| [0 1 1
V x F = (F}— F2, F! — F3,F? — F}) duv)| |1 —2v |~
e além disso
Vx G = (GGG -G8 G2 - GL)
=0 = v=0
Teremos entao y=14+2> = wu=1
- = 7 2
S vt k y=x+2a° = u=v
div (F X G) —div| F' F? F3 .
Gl G2 G3 ou seja,
yfa:z 2 u u
= div (F?G® — G?F3, G'F* — F'\G3, // VT dedy = //idvdu
12 1772 - U
FG--G'F ) 5 Y 10
= 9 (rer - rr) ¢ »
aat = /% ]y du
@ (G'F3 — F1G3) + )
. Fl 2 1F2
0z ( -G ) i
= /e"du
=F2G3 + F?’G2 — G2F3 - G?F3+ 1
G;F?’ + Gle - FylG3 — F'G3+
FIG? + F'G? - GLF? — GlFZg = e
=G (F}-F2)+G? (F! - F2) + =e?—e
G (P2 — F) - F1 (63— G7) -
O
Gi) — F3 (G2 — Gl

F? (G} -

v)
=G (VxF)-F-(vxd)

x

Exercicio 2
a). Considere a sequinte mudan¢a de varidvel
2

u=y—2x

V=2

b).

Observe que
4t +yf=1e (2x)2+y2 =1

entao, usando coordenadas polares, podemos
representar a regiao

B={(z,y) € R2’4m2—|—y2 =1,y >0}
da seguinte maneira

22 = rcos 0

y = rsen 0



com

Exercicio 3 FEsbo¢cando

sequinte desenho:

0<r<i1
0<o<nr
fcos O —irsen 6 | 17"
sen 0 rcos 0 | 2
1 =
= //%r%os?&%rd@dr
00

1 x
= %//r%os%d@dr
00

1
- %/7‘3 (16 + 1 sin26)[7
0

1

_x [.3
—16/rdr

a regiao dada obtemos o

z
!
/
\ lf
2 s
,f:- 2y+z=2
At
=2/
T “:; - x+2y=2
! \ L /T =
T | T L] _—
/1 \,/ 1\ y
Jl -
2/ 4~ H
x=2y
~ X!
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Desta forma, o tetraedro em questao pode ser repre-
sentado pelo conjunto

2—x

R= {(z,y,2) eR}0<z<1,2<y< 32

0<z<2—2z—2y}

e seu volume pode ser obtido da segquinte forma

/// dxdydz
R
1 2352 p2-2-2y
:// / dzdydx
0oJz 0
1o
:// (2 — 2 —2y)dydz
0 /3

2—x

1
=/ (2y —zy —y?)],? do
0 2

V =

1
:/ (1—2x+m2)dm
0

.2, 1,31
— ot Lt

1
3

Exercicio 4 Observe o seguinte

2 2

Do () () -

Usando coordenadas polares podemos representar esta
equacdo da sequinte forma

— =rcos 0
% = rsen 6
onde
0<r<i1
0<0<2rm
e
O(x,y)| | acos § —arsen 6 | abr
o(r,0)| | bsen 6  brecos @ |

Assim, a drea A da regigo R delimitada pelo grdfico



desta equagao € dado por

A ://dxdy
R
127

_//‘a(w,y)
- a(r,0)

00

dfdr

127w
://abrdOdr
00

1

:/abr0|gﬂ dr

0

1
= 27rab/rdr
0

= mabr? ’é

= mab
|

Exercicio 5 A regiao onde esta integral deve ser cal-
culada, estd limitada pelas retas t =0, © = 1 e pelas
curvas y = x2 ey = V2 — 22, cujo grdfico pode ser
representado pela regido escura no grdfico abaizo

s sl i

Usando coordenadas polares, ou seja

x = rcos 0

y = rsen 0

cujo jacobiano é

‘3@ww
o (r,0)

Dividindo o dominio de integrag¢ao nas regioes Ry e
Ry conforme aparece na figura acima, podemos de-
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screvé-las em coordenadas polares da sequinte forma

0<r<v2
R1:
s s
150<3
0<py < sen [
— ' = cos26
RQI
0<h<T

Desta forma, seque-se que

1 vV2—x2
/ / v x2 +yidydr = //r2drd9 + //T2de9
0 a2 Ry R2

I
M:‘\NH
wl%

Usando mudanca de varidveis, tome

u = cos 0
e observe que
du = —sen 0df
f=0=u=1
_ _ V2

e além disso, perceba que

sen30df = sen?@sen df
= (1 — cos?f)sen d0
= —(1—u?)du

= (u? — 1)du




Logo,

O\M:

W=

W=

e consequentemente

’1‘2

1v2-—2%
/ / Va? + y2dydx
0

x2
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sen®0 do

3cosb6

_
Tt

SY— .

V2r + 2v2+42
6 45
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Problema 1 Cualcule

2 pr/4—y? p2—y
/ / / zdxdzdy
0o Jo 0

Problema 2 Calcule a massa do cone \/x? +y?> < z < 1 sendo a densidade no ponto
(x,y, z) proporcional ao quadrado da distincia do ponto ao eizo 2.

Problema 3 Calcule
———dr + ———dy
/74172 + y2 41-2 + y2
onde v tem por imagem a elipse 42 +y* =9 e o sentido de percurso é o anti-hordrio.

Problema 4 Calcule
/(m —y)dx + " dy
.

onde 7y € a fronteira do triangulo de vértices (0,0),(0,1) e (1,2), orientada no sentido anti-
hordrio.

Problema 5 Mostre que existem naturais m e n para os quais a forma diferencial
3xm+1yn+1d$ + 2$m+2yndy

¢ exata.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Considere e
i ‘3(%1/,2)
2 4—y2 p2—y | =
A :/ / / zdxdzdy o(r,0,2)
0 Jo 0 Desta forma, a massa do cone serd
Temos entao, que om a1 el
M= k(x? + y*)rdzdrdd
2 py/4—y? /0 A //1:2+ 2
A :/ / 2|27V dzdy !
0 /0 Resolvendo esta integral, teremos
2 p/4-y? 27 1l pl
= / / (2 — y)zdzdy M = k/ / / (22 + y?)rdzdrdd
0 JO 0 0 Jy/x2+y2
2
- 1 ﬁ 2 pl pl
7/ 32 —-y)22|} d :k;/ / / r3dzdrdf
0 o Jo Jr
21 2 ol
= | 32—y —-y)dy :k/ / r3z| drdf
0 o Jo "
_ 1 2 8 4 ) 2 3 d 2m ol
=5 [ B—4dy—2y"+y’)dy :k:/ /(r3—r4)drd9
0 o Jo
= (dy — 2 — Ly 4 Lyt 2 2
(dy 3Y sy)|o :k/ %r”‘—%rﬂéd@
—8—4-542 0
27
_k
_ % =135 /O do
u km
= 10
Exercicio 2 A massa do cone em questao pode ser -

obtida através da sequinte integal

M

= ///C(S(m,y,z)dxdzdy

onde 0(x,y,z) ¢é a densidade do cone C' no ponto de
coordenadas (x,y, z).

Como a densidade no ponto (x,y, z) € proporcional ao
quadrado da distancia deste ponto ao eiro z, seque-se

que

Assim, usando coordenadas cilindricas, ou seja
T =rcosf 0<60<2rm
y=rsen 0 onde 0<r<1
z=2z Vrz+y2<z<1

Exercicio 3 Observe que

2 2 22\ ? y\?
4’ 4y’ =0 (T +(Q =1

Entao, a curva v pode ser parametrizada da sequinte
forma

2r
7:{ = cosd com 0<0 <27

Desta forma, se considerarmos

—y x
A= / dr + dy
o 4a? 4 y? 4x? 4y




teremos que

27
_ —3sen 6 —3sen 6 3cosf 3cosb
A _A en 0 =3sen 0,4 4 30s03cos0 gy

27
= %/0 (sen? 6 + cos? ) d

2
1
0

=T
]

Exercicio 4 Considere A = (0,1),B = (0,0),C =
(1,2) e Cy 0 caminho que percorre o segmento AB, Co
o caminho que percorre o segmento BC' e por fim, Cs
o caminho que percorre o segmento C A. Procurando
as parametrizacoes destes caminhos encontramos

Cll{ .IZO,

<t<
y—1_1 0=t<1

r=t
: ’ <t <
Cy {y=2t,70t1

r=1-—1
: ’ <t <
C’g.{ y=2-t ,0<t <1

FEntao, seque-se que

— — — — — —
/Fuwymfz/Fuw»m+/fwwwm+
v Cl C2

— —

+ / F(z,y) - dy

Cs

onde 7y € a fronteira do triangulo ABC' e
= —

Fa,y)=(@—y) 7 +e"

Observe que, sobre Cy temos dv = 0 e dy = —dt e
disto seque-se que

— —
F(z,y)-dy 5/m—ww+www
Ch

1
= —/ el~tdt
0

=

C

=1-—e¢

do mesmo modo, sobre Cy temos dx = dt e dy = 2dt,
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donde

j/ F(z,y) - dy ::J/ (x —y)dz + e"HVdy
CQ CQ
1
= / (t — 2t)dt + 2! T2 dt
0

1
:/ (=t +2e3)dt
0

_ 142, 2 3t1
= —3t" + 3e |o

63—

win

7
6
e, sobre C3 temos dr = —dt e dy = —dt, donde

— —
/ F(z,y)-dy :/ (z — y)dz + e ¥dy
03 CB

1
:/ (1—e372)dt
0

1
e
=1+ %e - %e?’
Voltando para a equagao (1) temos

/?(Ji,y)'ﬂ =l-e+2e®—I4+1+4e—1c®
ol

— 1.3 _ 5
= ze€ e+6

N|—=

Exercicio 5 Para que a forma diferencial
3xm Ly iy 4 22m T2y dy

seja exata, € necessario que

ﬁ (2xm+2yn) _ 2

m+1, n+1
ox dy (337 Y )

ou seja,
2(m + 2)x™ My = 3(n 4 1)2™ T y"

Para que esta equagao seja verdadeira, é necessdrio
que
2(m+2)=3(n+1)
isto €,
2m —3n = -1
Logo, se tomarmos m =1 en =1 teremos a equag¢do
satisfeita e portanto, seque que existem numeros

naturais para os quais a forma diferencial dada €
ezxata. |
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Problema 1 Um campo escalar ¢ que nunca € zero possui as sequintes propriedades

IVl = 4¢ e div(pVp) = 10¢

fli

onde S € a superficie de uma esfera unitdria com centro na oriegem e g—i ¢ a derivada
direcional de @ na direcao do vetor n normal unitdrio exterior a S.

Calcule a integral de superficie

Problema 2 Sejam f e g campos escalares de classe C* sobre um conjunto aberto S do
plano. Seja R uma regido contida em S, cuja fronteira é uma curva v continua por partes.
Prove as sequintes identidades

a). j{ Ly = //Vdi:Udy, onde V?qg = 29 + giyé’.

b). ff gy = / (fV2 + Vf - Vg) drdy.

Problema 3 Uma esfera estd inscrita num cilindro circular reto. A esfera € cortada por
dois planos paralelos perpendiculares ao eixo do cilindro. Mostre que a porcao da esfera e
do cilindro que estd entre os planos possuem dreas iguais.

Problema 4 Calcule o fluxo para fora, do campo vetorial
xi+yj + 2k

F(z,y,2) = (x2 +y? + 22)%

através do elipsdide 4% + 9y? + 622 = 36.

Problema 5 Calcule j[F ~dr onde F(x,y,z) = :vyZJr yzj'+ zzk e C € o triangulo com

vértices (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) orientado no sentido anti-hordrio quando visto de cima.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Da definicao de derivada direcional Como
seque-se que ||V<p||2 =
¢
on Ve-n div(pVp) = 10¢
Assim, seque-se que
%dS = \Y dS
o'’ = o u 10p = 4 + pdiv(Ve) & div(Vy) = 6
s s
Usando a definicao de integral de superficie, teremos Voltando para a equagdo (1) teremos
/ Ve -ndS = //Vap- I In|| dudv //Vga ‘ndS = ///div(Vgp)dxdydz
s S S s
/‘vw %o gﬂdww 0 :G/XﬁmmMz
S
= // div(V)dzdydz =8
s ]

Observe agora que
dp 9 ¢
VCP = a9 9
dr’ Oy’ 0z

e disto, temos que

o 0%  9%p

div(Vy) = + +

a2 T 9y? 922
Por outro lado temos também que
Vo - (2% 3@ &p
PV = ‘pax oy’ 32

donde

2 ) 2
div(eVe) = (%) +v5s+ (%)
2
- (Z—f) + 0%

- [(%:)2+ (%)2+ (%fﬂ '

= [|Vel? + ediv(Ve)

Exercicio 2

a).

99 4 .
j{a 7{Vg ndry

como a curva vy e a 1egidGo R satisfazem todas as
condigoes do Teorema de Green, seque-se entdo

que
j{g—fbd'y :%VgWLd'y
gl 2l
= // div (Vg) dzdy
R
// dw d—g a—g dxdy
WACE
ox
z// V2gdxdy
R

dxdy



b).
7{ F 9%y = 7{ 1V - ndy

como a curva 7y e a regido R satisfazem todas as
condigoes do Teorema de Green, seque-se entao

ffgfidv = fng-ndv
Y Y

gigz )d:z:dy

// (5 + 550) +
Jra )} dxdy

// (550 - (3. 0) +
g-i—g—)}dxdy

:/ (Vf-Vg+ fVig) dudy
R
u

Exercicio 3 Sejam hi e ho as alturas em que os
planos cortam a esfera.

A drea A, do cilindro que estd entre os planos €
AC = 27T7’(h2 — hl)

Podemos parametrizar a por¢do o da superficie da
esfera que estd entre os planos, da sequinte forma:

x = rsen fsen ¢
o:<¢ y=rcos fsen ¢ onde
Z =TCos ¢

0<6<2rm
P1 < p < w2
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onde

h

ha 1
COS (p] = — € Cos Y9 = —
T T

Assim, temos que

do
20— (rcos fsen @, rsen fsen ,0)
do
Fre (rsen Ocos @, rcos Gcos p, —rsen @)
donde
— — -
i J k
Gox g2 = 0 0 0
o0 X 9, = | rcos fsen ¢ rsen fsen ¢
rsen fcos  rcos fcos ¢ —rsen @
= (r%sen fsen?p, r2cos fsen?p, r?sen @cos @)
e
d o0 || 4eon? 4 402 4
g o —
‘WX% = r*sen“fsen*y + r*cos“fsen*p+

+ r*sen?pcos?

= r4sen4<p + 7’4(:0824,0

= risen?yp

Logo, a drea A, da superficie de o €
A
©1
2m Y2
= / / r2sen @dpdd
0 P1

27
= —/ 7 cos |72 df
0

60

2
= 7/ r2(cos g — cos p1)df
0

27

=7r2(cos 1 — cos apg)/ de
0

que € exatamente igual a drea do cilindro que estd
entre os planos que cortam a esfera. |



Exercicio 4 Observemos incialmente que

OF (2 +y2+22)7 — 322(a? +y? + 2%)3

O (22 + y% + 22)3

OF (22412 +22)7 — 3y2(a2 4 % + 22)2

aiy (m2+y2+z2)3

OF (2?4 y? +22)2 — 322(22 + 2 + 22)2

9z (2 +y2 +22)3

Assim, temos que

OF OF OF

divF =— 4+ —+—=
ivF(z,y,2) o + oy oz 0

para (x,y,z) # (0,0,0).

Seja o a esfera unitdria de centro na origem, com
parametrizagao

x = sen fsen ¢
0:<¢ y=cos fsen ¢
Z =Cos ¢

Perceba que o estd dentro da regigo limitada pelo
elipsdide 4% + 9y? + 622 = 36 ¢ além disto

0

a—g = (cos fsen ¢, —sen fsen @, 0)

0

é = (sen Ocos ¢, cos Bcos p, —sen )

donde temos que, a normal n exterior a o é dada por

— 90 y 9o
n =355 X 5¢
- s =
1 Ji k
= cos fsen ¢ —sen fsen ¢ 0
sen fcos ¢ cos fcos p  —sen

= (sen fsen?p, cos fsen®p, sen pcos @)

O fluzo de F, para fora, através de o é

[[Fonis = [P0 ) dods

_ //F(a(ﬂ,cp)) - ndfdy

= F(sen fOsen ¢, cos fsen @, cos ¢)

- —
=sen fsen ¢ i + cos fsen ¢ j +
—
+cos ¢ k
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F(o(0,9)) -n = sen?fsensp + cos?fsenp+
+ sen @cos?p
= senggo + sen gocos2g0
=sen
ou seja,

//F~ndS ://sengodOdgo

27 pm
= / / sen pdpdf
o Jo
2
=2 / do
0

4r

Assim, considerando ¢ a regido externa a o e interna
ao elipsdide 1, seque-se que o fluro de F, através
deste pode se dado por

é/F-ndS:[/F-ndSvLé/F-ndS

mas,
divF(z,y,2) = 0 quando (z,y,2) € ¢

donde, pelo Teorema de Stokes, temos

//F~ndS:///didexdydz:0
¢
@
Portanto
//F~ndS://F~ndS:47r
P

o

Exercicio 5 O plano que passa pelos pontos
(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) possui equagao dada por

r+y+z=1

e o tridngulo de wvértices (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1)
pode ser parametrizado da sequinte forma:

T=1u
o: y=v com
z=1—u—vw

0<u<l1
0<v<1l-—u



donde seque-se que

g% = (170371)
g% = (Oala_l)
g% X ?TZ =(1,1,1)

Por outro lado, observe que

F(o(u,v)) = F(u,v,1—u—0)
:uv?—l—v(l—u—v)_')—I—u(l—u—v)_k9
e
P 7k
— 0 1%} o)
rotF =\ = &

Y
Ty Yz 2x
- = -
=—yi —z2j —xk
e

0o Oo

rotF(o(u,v))- <8u X 87}) = —v—14+utv—u= -1
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Usando o teorema de Stokes, temos que

fF~dr ://rotFodS
C o

- //UrotF(a(u, 0)) - (22 x 22 dudv

1 1—u
— / dvdu
o Jo
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Problema 1 Calcule as integrais:

y—a?
a). //;_ = dxdy onde B é o conjunto de todos os (z,y) € R? tais que 1+2% < y < 2+a2,
B

y>x+a22ex>0.

b). //xdedy onde B € o conjunto de todos os (z,y) € R? tais que 42> +y>* <1 ey > 0.
B

Problema 2 Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos x +2y—+z = 2, x = 2y,
r=0,ez=0.

Problema 3 Calcule a massa do cone /x> +y?> < z < 1 sendo a densidade no ponto
(x,y, z) proporcional ao quadrado da distancia do ponto ao eizo 2.

Problema 4 Calcule
———dr + ———=dy
/74w2 + y? 422 + 2
onde v tem por imagem a elipse 4z +y* =9 e o sentido de percurso é o anti-hordrio.

Problema 5 Sejam f e g campos escalares de classe C? sobre um conjunto aberto S do
plano. Seja R uma regiao contida em S, cuja fronteira é uma curva vy continua por partes.
Prove as sequintes identidades

a). %%Ch = // V2gdxdy; onde Vg = % + giyg.
o7 R

b). fﬁfg—gdy://R(fv2g+Vf-vg)dxdy.

Boa sorte!
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Exercicio 1 entao, usando coordenadas polares, podemos

representar a regiao
a). Considere a seguinte mudan¢a de varidvel

u=y— x> B:{(I,y)ER2’4x2+y2§1,y20}

V=T da sequinte maneira

teremos com 1sto
2x = rcos 0

T=v
y = rsen 6
y=u—v?
com
e o jacobiano desta mudanga serd
0<r<i
oz, y)| 10 1 1 0<o<nn
o(u,v)| |1 —2v |
e
e além disso
0 0 z,y)| | dcos @ —ZIrsen6 | lr
5;1—1—302 z Z: o(r,0)| | send rcos 0 |
y=1+22 = u=2
y::r+:c2 = UuU=v Logo
ou seja, 17

ya? 2u //szzdy ://ir%osQG%rdﬁdr
//e ~dady ://e—dvdu 8 00

y— u
B

1w
2 = %//T‘SCOSQQde’F
u 00

1
- g/rf’» (360 + L sin20)|"
0

1
_ o [,3
= eu)? = 16/r dr
=¢h
0
2
=e“—e 1
N
=16 4
O 0
-
b). Observe que 64

4x2+y2:1<:)(2x)2—|—y2:1 [ ]



Exercicio 2 Esbocando a regiao dada obtemos o
sequinte desenho:

z
I}
!
\ lf
!
2 s
,f:- 2y+z=2
At
= [
T “:; - x+2y=2
/ v, 2 =
T T ¥, T —
‘1 i,// \ y
! T
2/ 4 H
x=2y
“Al

Desta forma, o tetraedro em questao pode ser repre-
sentado pelo conjunto

R= {(z,y,2) eR}0<a<1,%<y<3E,
0<z<2-—z-2y}

e seu volume pode ser obtido da segquinte forma

VvV = / / dxdydz
R
1 02352 p2-2-2y
= / / / dzdydx
0oJz 0

1 25.7:
:/ / (2 — 2z —2y)dydz
0 /3

2—x

/01 (2y — 2y — ?)|.7 do

(NG

1
:/ (1—2x+x2)dx
0

.2, 1,31
=z x+3:z:|0

Wl

Exercicio 3 A massa do cone em questao pode ser
obtida através da sequinte integal

M = ///Cé(x,y,z)dmdzdy

Gabarito Prova Final

onde 6(x,y,z) € a densidade do cone C no ponto de
coordenadas (x,y, z).
Como a densidade no ponto (x,y, z) € proporcional ao
quadrado da distancia deste ponto ao eiro z, seque-se
que

§(z,y,2) = k(2* +9°),k € R

Assim, usando coordenadas cilindricas, ou seja

T =1rcosf 0<6<2r
y=rsen 6 onde 0<r<1
2=z vz +y2<2<1
e
Oz,y,2)| _
‘a(r,ﬂ,z) B

Desta forma, a massa do cone serd

2 1 1
M= / / / k(2?4 y?)rdzdrd
0 0 Jy/x2+y2

Resolvendo esta integral, teremos

27 1 1
M = k/ / / (22 + y?)rdzdrdd
0o Jo Jy/a2yy?
2r p1 pl
= k/ / / r3dzdrdf
0 0 Jr
2m 1 1
= k/ / r3z|r drdf
o Jo
27 1
= k/ / (r® —r)drdf
o Jo
27

_ 1,4 _ 1,51
—k:/o ar 5r|0d9

. 27
0

Exercicio 4 Observe que

9 9 22\ ? Y\ 2
4o +y* =9 < 5 +(§) =1

Entao, a curva v pode ser parametrizada da sequinte
forma

com 0 <6 <27



Desta forma, se considerarmos

—y x
A= / dx + dy
5 4x? 4 y? 4a? + y?

teremos que

2m
_ —3sen § —3sen O 3cosf 3cosfH
A = /0 on 0 —3sen 0 4 Scosf 3c0s0 g

27
= %/ (sen2 0 + cos? 9) do
0

27
— 1 ab
0

Il
3

Exercicio 5

a).

]{a—g %Vg-ndv

como a curva vy e a regido R satisfazem todas as
wndigées do Teorema de Green, seque-se entdo

j{ 9 dry %Vg ndy

:/ div (Vg) dzdy
R

//dw ig,g—g dxdy
/ / gig dmdy

= / V2gdxdy
R

Gabarito Prova Final

b).

0
ffafgd“y:ffw’ndv
vy OT 2

como a curva vy e a regido R satisfazem todas as
condigoes do Teorema de Green, seque-se entao
que

jl{fg“’dv =j£ng'nd7
://Rdiv (fVyg)dxdy
//dw faw )dxdy

1) ()«

—|—f( giyg)} dxdy
= [ ¥+ rorg) doy
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Problema 1 Usando a integral dupla, calcule a drea do conjunto
B={(z,y) eR*|ay<2,2<y<z+1lz>0}

Problema 2 Calcule a integral a integral dupla

1 plvi—a?
/ / xydydx
0 J1-v1—2z2

Problema 3 Determine a massa e o centro de massa da lamina plana delimitada pelos
pontos (x,y) € R? tais que 0 <z <1 ex <y < x+1 cuja densidade no ponto (x,y) € o
produto entre suas coordenadas.

Problema 4 Calcule as integrais:

o e
b). / arcsen zda.

Problema 5 Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas x = y* ey = x — 2.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Esbocando um grdfico do conjunto B
obtemos

Donde seque-se que

B =By UDBy
onde
0<z<1
Blt
r<y<zx+1
e
1<z<V2
BQI

8
IN
<@
IN

ISERS

Logo

Area(B)

:// dxdy

B

z// dmdy+// dxdy
B Bo

1 patl V2 2
= / / dydzx + / / dydz
0 Jx 1 x

! +1 v2 2
:/m;mw/ Y3 da
0 1

1 V2
:/dx—l—/ (%—x)dx
0 1

V2

;z:|é + (2In|z| — 12?) \

=1+2Inv2-1+3

_ 1
—5+ln2

Exercicio 2 Observe que o dominio de integra¢io é
o conjunto B, conforme estd esbocado na figura abaixo

Assim, considerando

1 pl4vI—22
A= / / zydydx
0 J1-v1—22



teremos que

1
Y v
A */0 379 | i do

_ /01;;5 (G vI=a) (1 - VT2 e

:/1;x[(z+zm_x2)_
70(2 —2V1 — 22 fo)] dx

1
:/ Ly 4 2v/I =22 — a2~
0
—2—}—2\/1—302—}—362} dx

1

- / 20T = dx
0
Considere

e observe que

Assim, seque-se que

1 pl4vi—a? 1
/ / zydydr = / 22V 1 — 22dx
0 J1-v1—22 0

/10\/de

= /01\/5(12

1
- 14,
2
3

Exercicio 3 O conjunto B tem a sequinte represen-
tagdo grifica

Gabarito 12 Prova

Pelo exposto no problema, temos que a densidade no
ponto (x,y) é dada por

6(z,y) = xy

Assim, a massa do conjunto B, € dada por

1 r+1
// 0(x,y)dzdy :// zydydz
B 0 Jzx
1
_ / Loy
0

2 r+1
o

dx

Il
s—
Ay

N[

8
—~

[\

S

+

—
S~—

ISH

)

Além disso, se chamarmos de (x.,y.) o centro de
massa do conjunto B, teremos entdo

// zd(xz,y)dady
., =448
// §(z,y)dzdy

B

= 1—72// x?ydxdy
B
1 x+1
= 1—72/ / 2?ydydx
0 Jx
1 x+1
= g/ x2y2|w dx
0

1
= %/0 (223 + 2?)dx

~on



// yo(z,y)dzdy

Ye = B
// §(x,y)dzdy

B

= 1—72// zy?dady
B
1 x+1
= 1—72/ / xy?dydz
0 Jx
1 .
=7 / |, de
0
1
= %/ z[(r+1)% — 23)dx
0

1
= %/ (323 + 322 + z)dx
0

~l©

Exercicio 4

a). Tome u = \/x e observe que

1
du = ﬁdx < 2udu = dx

Assim

= 2arctg u+ k

= 2arctg \/x + k
onde k € R.
b). Usando integragao por partes, considere

u = arcsen x
dv =dx
e observe que
_ 1
du = mdw

vV=2x

Gabarito 12 Prova

Assim, temos que

T
arcsen xdx = xarcsen r — \/ﬁdw
-

Usando agora integrag¢io por substituicao, con-
sidere z = 1 — z? e observe que dz = —2xdx.
Assim temos que

/ T d /dz

Y g =

1—2a2 2y/z
=—Vz+k
=—V1-22+kkeR

E, finalmente temos,

/arcsen xdx = rarcsen x — /ﬁdm
= zarcsen x ++vV1— 22 +k

onde k € R. [ ]

Exercicio 5 Cualculando a intersec¢io entre as cur-
vas dadas teremos

Yy =x r=1ley=-1
S ou
y =x—2 r=4ey=2

Usando integracao em relagdo a varidvel y temos a
drea da regidgo procurada dada por

2

2 2 1 2 1 3
/ (y+2-9°)dy =sv*+2y— <y
. 2 3
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Problema 1 Calcule a drea da parte do paraboldide eliptico z = x* + 2y* que se encontra
dentro do cilindro 4x* + 16y* < 1.

2

Problema 2 Sejam f(x,y,2) = x e o a parte da superficie z*> = z* + y? situada entre os

planos z =1 e z = 3. Calcule
[[ #2005

Problema 3 Calcule o centro de massa da superficie o de densidade constante onde o € a
parte da superficie 2> = x® + y* compreendida entre os planos z =1 e z = 2.

Problema 4 Calcule //ﬁ ndS onde o € a fronteira de B com normal exterior 1, sendo

B:{(a:,y,z)E]Rg‘x?—i—quLzQSl} el =mzi+yj+ 22k

Problema 5 Sejam F(z,y,z) = —y% + 22 + 22k, 0 a superficie x? + }lyQ +22=2,2>1,
sendo 11 a normal que aponta para cima. Usando o teorema de Stokes, transforme a integral

// (rot ﬁ) -ndS numa integral de linha e calcule-a.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Uma parametrizacao possivel para a su-
perficie em questao, pode ser dada da sequinte forma:

T=u
o: Y=
z = u? 4 202

, onde 2+ 1607 <1

Seque-se disto, que

do
%(u,v) = (1,0, 2u)
do
%(u,v) =(0,1,4v)
e
do do
%(u,v) X %(u,v) = (—2u,—4v, 1)
il il iR 16 1
Hau( , V) X aU(u,v) = V4u? + 1602 + 1

Porntanto, a drea da superficie em questao, é

A= [
-1,

= // vV4u? 4 1602 + 1du dv
Q

du dv

Oo oo
%(u7 v) X 0 (u,v)

onde
Q= {(u,v) € R?*|4u” + 160*> < 1}
Recorrendo a uma mudanc¢a de varidveis, considere
2u = rcos 6
4v = rsinf

onde

e, sob esta mudanca, o conjunto €, € transformado
no conjunto

Logo,

A= // vV A4u? + 1602 4+ 1du dv
Q

1
— / \/T2C0829 + r28in%0 + 1§rd9 dr
Q/

1 27
1
/ / \/r2cos29 + r2sin%0 + 1=rd0 dr
0o Jo 8

-5 i)
]

Exercicio 2 De modo andlogo ao que foi no pro-
blema anterior, uma parametrizacao para a superficie
o ¢ dada por

T=u
o4 Yy=v

z = Vu? + v?

7comlqu—l—vQSQ

e, portanto, seque-se que
Jo U
99 u0) = (1,0, —
ga (V) ( m)

6—U(uv)— 0,1,
oo =\ TEr e

@(u v) X 6—U(u v) = v Y 1
ou o T Vi + 02 Vi + 02

=2

do do
|5 w0 x 5 wo)



Logo,

//Uf(x,y,z)ds://gxds
://Qu
=\/§//Qududv

Q:{(u,v)ER2|1§u2+02§9}

du dv

do do
%(uav) X %(uvv)

onde

Usando coordenadas polares, ou seja

u = rcos 6

v = rsinf

onde

O(u,v)
a(r,0)
o conjunto ), € transformado no conjunto

o 1<r<3
1 0<0<2r

J|—\

e disto, seque-se que

//af(z,y,z)ds = \/i//gududv

= \@// rcos 6 rdf dr

3 27
= \/5/ / r2cos 0 df dr
1 Jo

=0
n

Exercicio 3 Uma parametrizacao para a superficie
em questao ¢ dada por

r=u
o:Q Yy=v

z = Vu? + v?

Assim, seque-se que

, com1§u2+02§4

— V2

Oo do
Hau(U»U) X %(Uav)

Gabarito 32 Prova

e, sendo constante a densidade desta superficie,
seque-se que sua massa €,

a = [[ s
= [/ ras

:k//ads
-],

:k\/i//ﬂdudv

= kV2 - Area(Q)

du dv

do Oo
%(va) X %(Uav)

onde
Q={(u,v) e R}1<u?+0?<4}

Ou seja,

M = 3kmV2

Agora, continuando com o centro de massa, temos

//xéds
o= T



//z5d5
i v
k
ZM//Uzds

/ Vou2 + 02
Q

30

3l<;7r\[

Skﬂ\f /\/u2+v du dv

1
= —// vVu? +v2dudv
371' Q

1 2 27
= 3—/ / r2df dr
T™J1 Jo

14
9

Portanto, o centro de massa da superficie dada €

14
C=1(0,0,—
(0.0.)

Exercicio 4 A integral dada mo problema corres-
ponde, na verdade, ao cdlculo do fluzo do campo veto-
rial U através da superficie o na dire¢do dei. Usando
o teorema da divergéncia de Gauss, seque-se que

//ﬁ~ﬁds:///divﬁdxdydz
o B
:/// (24 22)dxdydz
B

Usando coordenadas esféricas, ou seja
T = psen psenf
y = psenycosf
Z = pcosy
onde o )
x7 y? z
=1 56.0.0)
(ps ¢, 0)

o conjunto B € transformado no conjunto

= p’sen g,

0<60<2m
B:{ 0<p<m
0<p<l1

du dv
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e, seque-se disto que

//ﬁ-ﬁds=///(2+22)dmdydz

o B
1 pm p27

:/// (24 2pcos @) psen p df dp dp
0Jo Jo

Exercicio 5 Observe que a fronteira da superficie
dada corresponde a intersecdo da superficie

com o plano

ou seja

1
m2+1y2+22=2

Lo _

que pode ser parametrizada da seguinte maneira

I':

xr = cost
y=2sent ,0<t<27
z=1

Assim, usando o teorema de Stokes, teremos que

ff s

/F dr

2
:/ F(T(t)) - T'(¢)dt
0
2
:/ F(cost,2sent, 1) - (—sent,2cost,0)dt
0

27
= / (4 sen’t + 2 COS3t) dt
0

=0
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Problema 1 Determine o volume do sélido que estd acima do cone z = \/x% + y? e abaixo
da esfera de raio unitdrio e centro na origem.

Problema 2 Calcule

///e\/ PR Qo dydz
B

onde B € parte da esfera x* +y* + 22 = 9 que se encontra no primeiro octante.

Problema 3 Sejam f : R? — R? e g : R® — R? campos escalares tais que suas derivadas
parciais existem e sao continuas. Mostre que

div (Vf x Vg) =0

Problema 4 Calcule a drea da superficie da esfera x* + y* + 2? = a® que estd dentro do
cilindro z* + y? = ax onde a € R € fizo.

Problema 5 Usando o Teorema de Stokes, calcule /F -dI" onde
r

f‘(x, y,z) = yzi+ 2x2) + ek

e I' € a circunferéncia 2® + y?> = 16 e z = 5 orientada no sentido anti-hordrio.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente, calculemos a intersec¢do Entao
entre o cone e a esfera. Isto mos dard uma idéia do ;
que serd o nosso dominio de integra¢do: v o / 2/27r (m B 7") df) dr
0 0
2 2 2 1
="ty Vi
:/ (\/1—7’277') 7’0|(2)Trd7’
22 + y2 +22=1 0
1
3
:27r/ (\/1—T2—T)Td7“
Resolvendo este sistema, obtemos como solucao o 0
conjunto JT
— 2 ( (1—7r2)° +r3)
2 2 _ 1 2 0
ity =5, (zy R
2 _ _2n (1
- (3v2-1)
| . , =-5(vV2-2)
Assim, o volume V do sélido dado serd
-3(2-v)
|

V://K(\/l—acz—yQ—\/x2+y2)dxdy

onde

K:{(x7y)€R2|x2+y2§

N =
—

Usando coordenadas polares

x = rcos 0

y = rsen 0

o conjunto K pode ser reescrito da sequinte forma

Exercicio 2 Pelo enunciado do problema temos que
o conjunto B é dado por

22+ y? + 22 <9
B=<¢ z>0,y>0,y >0
(r,y,2) € R?
Usando coordenadas esféricas
T = psen § sen ¢
y = p cos 0 sen ¢
Z=p cos ¢
O conjunto B pode ser reescrito da sequinte maneira
0<p<3

B=4¢ 0<46

IN
IN

[SIE

0

IN
IN

B

¥
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Considerando Logo

2 2 2 d. = O
A= /// eV TV daedydz (VS xVg)
B

|
De modo que,
3 I T Exercicio 4 A por¢do de superfice descrita no pro-
A = / / / e?p’sen ¢ dyp db dp blema pode ser representada da segquinte forma
0o Jo Jo
3 .z ) B:{(x,y,z)€R3|x2+y2+z2:a2com(m,y)eK}
= —/ / ePp? cos p|g db dp
o Jo onde
3 .z K ={(z,y) e R*|2” +y* < az}
= P2
/0 /0 e?p=df dp Dada a simetria da esfera, o conjunto B € composto
por duas partes iguais, de modo que a drea que dese-
3 PUNE jamos calcular serd o dobro da drea de uma delas. A
= | erp®lg dp or da regido B pod vada d
0 parte superior da regido B pode ser parametrizada da
sequinte maneira:
3
=32 / e’ p*dp z=u
0
Z%ep(p2—2p+2)|(3) orq Y=v ,(u,v) € K
— S22 2
— %(563 _ 2) zZ=vVa U v

| Portanto,

Exercicio 3 Sendo f :R3> =R e g:R3 = R, temos
b =2 f[as
VI = (far fy 1) ’
_ do o]
Vg = (92, 9y, 9-) —2//1(’%><a*‘5||d“dv
onde, estamos supondo que f e g sdo funcoes das
varidvets x,y e z. Donde seque-se que onde
2o o 90 _ .
1 ] k ou (170’ a2u2v2>
VfxVg = fx fy Iz
9z Gy 9=z do _ v
i 2 — 02 — 2
:(fygz*fzgyyfzgx*fmgmfacgy*fygm) B
Portanto .
. 1] k
le(Vf X Vg) =Dz t+qy+m; 9o 9 _ |1 0 —u
o0 X v T Va2 —u?2—v2
onde 01 Vo=

P = fy9. — fa9y
q:fzgz_fxgz = ( Y Y 1)

\/a27u27v2’ \/a27u27v27

m = fzgy - fygac com
CI,2
2 _

Observe que

— x
ou  Ov a? —u2 —v?

‘30 3£

Pz = ffcygz + fygzz - fzzgy - fzg.ry
Entao
qy = fyzgz + fzgzy - fzygz - fmgyz

a2
A =2 \| 55—z dudv
m, = flzgy + f.Lgyz - fyzgl - fyng B //K a2 _ U2 _ 1)2




Usando coordenadas polares
T = rcos 6

y = rsen 6
o conjunto K pode ser reescrito da sequinte forma

0<r<acosf
K

i < 0 < s
De modo que

5 acos 0 | a2
AB = 2/ / Wrdrdﬁ
-z.Jo -

Para resolvermos esta integral faremos uma mudanca
de varidvel. Tome

e observe que

r = acos 6 = w = a*(1 — cos?0)
Assim,

z a?(1—cos?20) 5
Ap =-— / / < dudf
7 Ja2
z a?(1—cos?0)
1
= —=dwdf
AV

% 2 2
—2a [ | ap

[ME)

= —2a2/5 (\/1 — cos26 — 1) dé

(M)

™

= —2a2/2 (|sen 6] — 1) do

jus
2

= —2a? (/Z |sen9|d9—/2d6‘>
= —2¢? (2/zsen9d07r>
0

= —2a? (—2 cos 9|0% — 77)

242 (m — 2)
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Exercicio 5 Considere a sequinte superficie

T = rcos 6

o:¢ y=rsen
z=5
onde
0<r<4
K :
0<60<2m

Observe que a fronteira da superficie o € a circun-
feréncia

2?2 +y% =16
I:
z=25

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

/F~df ://rotF-ndS
r o

://rotF~(‘?)—‘;x%)drd9
K

Onde 5 5
o o
— x — =1(0,0
ar < a9~ (007
ik
_ 9 o 9
rot i = 5 By 9z
yz 2xz €Y

= (ze™ — 22)i — (ye™ — y)j + (22 — 2)k

= (ze® — 2x,ye™ —y, 2)

E, finalmente temos,

/F~dF ://rotF~(‘g—‘:><%)drd9
r K
:// rzdrdd
K
4 p27
:// 5rdldr
o Jo
4
:107r/ rdr
0

512 |3

= 807
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Problema 1 Calcule
//—1 dxd
(wt+y2
A
onde A € o retangulo 0 < x < 2,0 <y < 1.

Problema 2 Inverta a ordem de integracao da sequinte integral dupla

/ [z, y)dydz
1 JInz
onde f € uma funcdo integrdvel no dominio dado.

Problema 3 Calcule

Problema 4 Calcule o volume do conjunto

4yt <z<1-2

Problema 5 Seja B o conjunto de todos os (z,y) € R? tais que 1 < 22+y* <4,y > 0,2 > 0,
cuja densidade € o produto das coordenadas no ponto. Calcule o centro de massa de B.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Sendo

A:{(x,y)€R2|0§x§2;0§y§1}

Usando o Teorema de Fubini, temos que

//Amd”’dy:/ol/jmdwdy

Fazendo uma mudancga de varidveis na integral in-
terna, tome u = x + y e observe que

du = dx

r=0=>u=y

r=2=>u=y+2

de modo que,

1 p2 1 1 oryt2
— —dxd :// —dud
/o/o<x+y>2 v o0 ), et

y+2

- [ o /

Y y+2
1

/ Lay— mly+2II}

/ —dy + ln—

Observe que a integral

€ uma integral impropria, onde

1 1

1 1
/—dy = lim —dy
oY a—0t J, Y

= lim Inly|}
. oyl

= limnl-Ina
a—0t

lim —In a
a—0t

= 400

Assim, temos que

// @ty? dxdy // x—l—y dxdy
/ dy—Hn—
0

:—l—oo—i—ln%

:+Oo

Exercicio 2 Dada a integral

/ [ fe s
1 nx

temos que o dominio de integracdo € o conjunto

1<z<e
B:
mher<y<z
Cujo grdfico é
Yy
e b __
y=z
1 k==
[
y =In 2!
/
1 e T




2
O conjunto B pode ser escrito como
B=DB1UBy
onde
1<x<e?
Bll
0<y<1
e
y<zr<e
BQZ
1<y<e

De modo que

/le :w f(z,y)dydz = / /B f(z,y)dzdy

= / f(z,y)dzdy+
B

+//B2f(x,y)dxdy

1 pe¥
=// f(z,y)dzdy+
0 24 e
+

/ £, y)ddy
1 Jy

Exercicio 3 Observe que

J[ =ty = [[ = e

e o conjunto B possui a sequinte representacao grdfica

Y

Fazendo a mudanca de varidveis

u= Tr+vy
v=—r+y
teremos

uU—"v
€Tr =

2

U+ v
u =

Gabarito 1? Prova

cujo jacobiano €

Oz y)| _ 1.1
0(u,v) 4 4| 2

e, neste novo sistema de varidveis o conjunto B serd
transformado no conjunto A que possui o sequinte
grafico

1
2
1
2

N[—=o] =

1 1 ' 1

v
1

Ou seja

// Jy? — x2dxdy z//1\3/uvdudv
B A2
1/t
:—//%%dudv
2Jo Jo

1 (3.,
= Zyuvad
2/, 4

1
dv
0

13 (1,
—51/0 Vudv
9

32
]

Exercicio 4 Pelo que foi enunciado no problema, o
conjunto dado pode ser descrito como

B={(z,y,2) eR}2*+y* <2< 1-2%}

Esbocando asdasdasdasdasda um grdfico teremos a
sequinte figura

O volume do conjunto B € dado pela sequinte integral
tripla

o e [ ]



3 Gabarito 1? Prova

onde o conjunto K € o dominio de integracao das cujo grafico é
varidveis © e y. Tal conjunto pode ser encontmdo
calculando se a interseccdo superficies z = x> +y? e
z=1—22. Calculando esta intersec¢io obtemos

K = {(z,y) € R} 22% + y* = 1}

Usando coordenadas polares, o conjunto K pode ser
reparametrizado da sequinte forma

Também € dado que a densidade do conjunto B no

_ 1 .
T = preos 0 ponto (z,y) €
K: - ) (z,y) = zy
y = 7sen Assim, a massa do conjunto B serd:
onde = / 0(z,y)dzdy
0<0<2m B
0<r<1 ://mydxdy
B
e
Usando coordenadas polares, o conjunto B pode ser
o(z,y) r ] .
= — reparametrizado da sequinte forma
ar,0)| V2
x = rcos 6
Donde seque-se que B:
y = rsen 0
d dxd com
// [/QHJ ley OSHS%
27 1——cos9 l<r<2
= dzdfdr e
/ / / cos2 0+r2sen26 vz 8(557 y) —r
. a(r,0)|
= / / (1 —r?cos?0 — r?sen?d) Jzdbdr Ou seja

1 p2m M z//Bxydxdy
L r —r3) dodr
5/ /0 (r=19) v
z// r2sen Ocos Ordfdr
= / ™ dr 1 Jo
/ / r3sen Ocos OdOdr

= \/5 A (r—r3)d7'

. x
2r (1,2 1, 4\|! :/ 57"3561129 dr
=2 (372 =37 )‘0 1 0
_ .z 21
— 2,2 :/ Zr3dr
1 2
u 2
= —’["4
Exercicio 5 Pelo exposto no problema, temos que 1
15

B={(z,y) eR*|1 <2’ +y*<4,2>0,y>0} = —



Do mesmo modo,

(Ze,ye) teremos

1
M//Baré(x,y)da:dy

8 2
1—5//Bx ydzxdy

Zc

2 r%
é / / r2sen®frcos Ordfdr

8 [*[2
—// rsen?
8 %1 f
5 . §r4sen30

calculando o centro de massa

fcos 0dOdr

3
dr
0

Gabarito 1? Prova

e
i)
Ye =[] yo(z,y)dzdy
MJJp
Ik
= — zy°drdy
15/ /)5
8 [*[2
= —/ / rsen Or2cos?Ordldr
5./, Jo
8 [*[2
= —/ / r*sen Ocos?0dOdr
8 [ -1 Nk
= — —rcos®0| dr
15/, 3 o
8 [°1,
=— [ -rid
15/, 3%
_8 1
15 15 |,
_
225
Entao, o centro de massa do conjunto B € o ponto
248 218 .
225’ 225
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Problema 1 Calcule a integral tripla

J[[ sawiuiz

onde B € a regido que estd entre as esferas x* +y* + 22 =1 e 2> + y* + 2% = 4 no primeiro
octante.

Problema 2 Calcule o volume do sélido limitado pelo cilindro x*> + y*> = 9 e os planos
y+z=050ez=1.

Problema 3 Cualcule o trabalho realizado pela forca

T i—|— Yy .
Vai+yr o /a? +y2J

ao mover uma particula ao longo da curva y =1+ 2 do ponto (—1,2) ao ponto (1,2).

/ zy'ds
.

onde v é a metade direita do circulo x* + y* = 16.

F(x,y) =

Problema 4 Calcule a integral de linha

Problema 5 Calcule a integral

/(1 —ye F)dx + e "dy

~

onde 7y é qualquer caminho de (0,1) a (1,2).

Boa sorte!
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Exercicio 1 Sendo B a regido do espaco delimitada
pelas esferas x> +y>2 + 22 =1 ea? +y2 +22 =4
no primeiro octante, teremos o sequinte esboco da
mesma

Usando coordenadas esféricas, ou seja, tomando

x = rseny cosf
y = rsen psenf

Z=TrCcosp

o conjunto B torna-se

oy N

e, 0 jacobiano desta mudanca de varidveis €

Donde seque-se que

T . 9
2 2
/// zdxdydz :/ / / 7 cos pr2sen @drdfdy
B o Jo )1
3 3 2
= / / / r3cos p sen pdrdfdyp
o Jo )1
s ’
= / / —COs (psen ¢
o Jo 4

dody
1
15

3
= / cos p sen pdfdy
4 Jo Jo

VB

15 (% 3

= — cospsen | dp
4 Jo 0
15m (2

= — cos @ sen pdp
8 Jo

Tomando
U = sen ¢
e observando que
du = cos pdyp
p=0=>u=0

™
P 9 u

Segue-se que

1 Bl
/// zdxdydz = oT cos @ sen pdp
B 8 Jo

1 1
= E udu
8 Jo

157 u?
8 2

157

16



Exercicio 2 Fazendo um esbo¢o do sdlido em

questao, obtemos

Assim, usando coordenadas cilindricas,

r =rcosf
y =rsenf
z=2z

cujo jacobiano é dado por

o solido torna-se

1<z<5—rsend

Gabarito 22 Prova

Portanto, seu volume serd

v o= [[[ dwdi:

Exercicio

3 p2m p5—rsenf
= / / / rdzdfdr
0 JO 1
3 r27
_ / / r
0 JO

3 p2m

:// r(4 — rsen6)dfdr
0 Jo
3

5—rsenf
dfdr
1

27

dr
0

= / (46 + r cos 9)

0

3
= / 8mrdr
0

3 Considere

X
P(z,y) = NZrer
Qlz,y) = ——2

Observe que

1
—y| ——] 22
2 x2+y2
(z,y) =

.'E2 + y2
—2xy
2 (Vo2 ) @+ )
—zy
(@2 +y?)°




3
e
1
Y
opr (2 m2+y2>
oY T T
- —2zy
() e
_ —rY
(a2 +y?)°
Ou seja,
o0Q oP

%(x,y) = a—y(x,y)7v(x,y) # (07())
Assim, considerando
Q= {(z,y) eR?*|y >0},

como ) € simplesmente conexo (nao tem “buracos”)
e (0,0) ¢ Q, podemos afirmar que o campo vetorial

F(z,y) = P(z,y)i+ Q(z,y)j

é conservativo em ). Portanto, o trabalho realizado
por F' para deslocar uma particula do ponto (—1,2)
ao ponto (1,2) € independente do caminho escolhido.
Sendo assim, tomemos vy sendo o segmento de reta
que une os pontos (—1,2) e (1,2), ou seja

z(t) =t

v ,—1<t<1

y(t) =2
Com isto, chamando de T o trabalho que desejamos
calcular, teremos que

T :/F-ch
¥
1

- / F(6) - (1.0t

[
= dt
1Vt2+4

Para resolver esta ultima integral, tome

u=t>+4
e observe que
du = 2tdt
t=—1=u=5
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Assim,

/lt dt
T =
,1\/t2—|—4

/5du
AN

=0
Exercicio 4 Sendo v a metade direita do circulo
z? +y? = 16,
podemos parametrizar a curva vy da sequinte forma
x(t) = 4cost
T 0
Y <t< 3
y(t) =4sent

De onde seque-se que
ds = /2'(t)%2 +y/(¢)%dt

= /16cos2t + 16sen2tdt

= 4dt
Logo,
B
/xy4ds = / 4cost(4sent)*ddt
%l -3
B
= 46/ costsen tdt
-3
Tome
u =sent
e observe que
du = costdt
t=-3=u=-1

FEntao

5
= 46/ costsen? tdt

1
= 46/ uidu
-1

(SE]




Exercicio 5 Considere o caminho

Y=7Ur
onde
x(t) =t
Yt ,0<t<1
y(t) =1
e
x(t) =1
Y2 ,1<t<2
y(t) =t

Perceba que a curva v, € o segmente de reta saindo
do ponto (0,1) para o ponto (1,1) e a curva y2 € o
segmento de reta saindo do ponto (1,1) para o ponto
(1,2). Portanto v é um curva que se inicia no ponto
(0,1) e termina no ponto (1,2). Em consequéncia
disto teremos que

/(1 —ye ")dr+e *dy=A+ B
8!

onde
A= / (1 —ye™®)dz + e *dy
71
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B= / (1 —ye ®)dx + e “dy
2

Calculando A e B teremos

A = /01(1 —e h)dt

= (t+e™)
0
1
e
e
2
B :/e‘ldt
1
2
=e 1t
1
1
e

Logo

2
/(1 —ye )dx + e Tdy = -
. e
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Problema 1 Usando o Teorema de Green, calcule o trabalho realizado pelo campo de
forcas

F(z,y) = Vyi+ V7]
ao deslocar uma particula, uma vez, ao longo da curva fechada, orientada no sentido anti-

hordrio, dada pelas equagoes y = 0,x =2 e y = .

Problema 2 Calcule a massa da por¢dao do cone z = /x? + y? que estd entre os planos
z=1ez=4, sendo a densidade do mesmo dada por 6(z,y,z) = x°z.

Problema 3 Calcule o fluxo do campo vetorial
F(z,y,z) = e Yi—yj+ xsenzk
através da por¢ao ¢ do cilindro eliptico

x(u,v) = 2cosv
¢: ¢ ylu,v) =senv onde
z(u,v) =u

<u<5h

0<v<2m

orientada no sentido positivo.

Problema 4 Usando o Teorema da Divergéncia, calcule o fluxo do campo vetorial
F(z,y,2) = (+" + )i+ ayj — 222 + y)k

através da superficie do tetraedro limitado pelos planos coordenados e a porcao do plano
r+y+ 2z =1 que se encontra no primeiro octante.

Problema 5 Usando o Teorema de Stokes, calcule

j{F-dF
r

F(x,y,z) = zyi + yzj+zzk

onde

e I' € o triangulo sobre o plano x +y + z = 1 de vértices (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) com
ortentagao anti-hordria olhando do primeiro octante para a origem.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Chamemos de v a curva dada no pro-
blema. Fazendo um esbogo de v vamos descobrir que
o interior desta curva € o conjunto

3
K:{(m,y)eﬂ%?yogxgz,ogyg%}

Sabemos que o trabalho T realizado pelo campo de

forcas
F(a,y) = Fi + V]

para deslocar uma particula, uma vez, ao longo da
curva vy no sentido anti-hordrio, € dado por

z/F-dW
~

e 0o Teorema de Green nos garante que

feen= ] (52 -5 ) o

onde, estamos considerando
P(z,y) =y
Qz,y) =z

(5
1 (e s
G,

Logo,

w

T
dydzx
0

Exercicio 2 Parametrizando a superficie dada no
problema, obtemos

z(u,v) =u
v:< ylu,v)=wv
z(u,v) = Vu2 + v?
onde (u,v) € K, com
K ={(u,v) e R?|1 <u®+0* <4}

Sabemos que a massa desta superficie € dada por

M—/Lads

§(z,y,2) = 22

onde

é a densidade da mesma.
massa, observemos antes que

%(uv)— 1,0, ——o
g\ =M T

Para calcularmos esta

de B v
%(U,U) - (Oa ]-7 /7”&2 —|—’U2)

donde seque-se que

Op Op B U v
%(U,U)X%(U,U)— < \/u2+v2’ \/u2—|—11271)

dp Op

%(u,v) X %(u,v) =2

Agora, calculando a massa, teremos

://MS
//5 w,v) H (uv>x%f<u,u)

z/ V26 (u, vv/u? + v2)dudv
K

dudv

= \/5// w2vVu2 + v2dudv
K



Usando coordenadas polares, ou seja

u = rcos

v = rsenf

e, neste sistema de coordenadas, o conjunto K torna-
se

0<r<4
K:
0<0<2m
e o0 jacobiano desta mudanca de varidveis é dado por
O(u,v)
o(r,0)

Portanto,

M = \/5// w2vVu2 + v2dudv
K

27 4
= \/i/ / r2cos20r - r - drdf
o J1

2m p4
= \@/ / r*cos20drdd
o J1

27 4
— \/ﬁ/ ’"5—500529‘1 do
0

102
=2 ﬂ/ cos20d6
0

1023v/27
5

|
Exercicio 3 Sabemos que o fluxo do campo vetorial
F(z,y,2) = e Yi—yj + xsenzk
através da superficie

z(u,v) = 2cos v

v: ¢ y(u,v) =senw
z(u,v) =u
onde (u,v) € K, com
0<u<h
K
0<v<2rm

na direcao do vetor normal n, é dado por

//wrnds
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Para resolvermos esta integral de superficie, pre-
cisamos antes calcular:

dyp
%(u v) =

Oy
ov

(0,0,1)

= (u,v) =

(—2sen v, cos v, 0)

donde seque-se que

9 ¢

au( v) X %(u,v) = (—cosv, —2sen v, 0)

Com isto, temos entdo, que

//pF ‘ndS = //KF ))- (gi(uvv) X gi) dudv
// (2cos v, sen v, u)-

—cosv, —2sen v, 0) dudv

// TRV —senwv, 2cos v sen u)-

—cosv, —2sen v, 0) dudv

= // (—cos ve SMY 4 2sen2v) dudv
K

2w pb
= / / (—cos ve MY 4+ 2 sen2v) dudv
o Jo

5

dv

27
= / (—cos ve "V + 2 sen2v) U
0 0

27
= 5/ (—cos ve MY + 2 sen2v) dv
0

< cenw sen2v>
=5|e +v— >

=107

27

0



Exercicio 4 Chamemos de ¢ a superficie do tetrae-
dro em questao. Sabemos que o fluxo 1 do campo
vetorial

F(z,y,2) = (2* + y)i + 2yj — (222 + y)k

através da superficie p € dado por

/[PF-ndS

onde n € o vetor unitdrio normal a superficie . O
Teorema da Divergéncia nos diz que

//F -ndS = /// div Fdzdydz
© B

onde B ¢ interior da superficie p, ou seja

0<zxr<1
B: 0<y<l—=z
0<z<1l—-2z—y

Portanto, seque-se que

P = /// div Fdxdydz
B
1 pl—zxz pl—z—y
= / / / (2z 4+ x — 2x)dzdydx
o Jo 0
1 pl—z pl—z—y
= / / / rdzdydz
o Jo 0
1 pl—cz 1
- / / o
0o Jo 0
1 pl—z
= / / z(1 —z — y)dydx
o Jo

—z—y

dydx
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Exercicio 5 A superficie dada no problema possui a
sequinte parametriza¢ao

x(u,v) =u

p:q y(uv)=v
zlu,v) =1—u—w
com (u,v) € K, onde

0<u<1
K :
0<v<l—u

O Teorema de Stokes afirma que

fF-dF://rotF~ndS
r ®

Observe porém que
rotF = (—y,—z,—x)

e, além disto temos que

dp B
%(U,U) - (1707 _1)
dp B
%(ua 1}) - (07 1a _1)

donde seque-se que

dyp e _
%(u, v) X %(u,v) =(1,1,1)

Portanto,

fF.dr://rotF.nds
r ®

1 pl—u
= / / rot F(p(u,v)) - (1,1, 1)dvdu
0 Jo
1 pl—u
:/ / rot F(u,v,1 —u—wv)-(1,1,1)dvdu
0 Jo

1 1—u
:/ / (—v,u+v—1,—u)-(1,1,1)dvdu
0o Jo

/Ol/olu(—l)dvdu
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Problema 1 Cualcule

// V2 — x2dxdy
B

Problema 2 Clalcule a integral tripla /// zdxdydz onde B € a regiao que esta entre as
B
esferas 22 +y*> + 22 =1 e 2® + y* + 2% = 4 no primeiro octante.

Problema 3 Calcule a integral de linha / ry*ds onde v é a metade direita do circulo

)
2?4 y* = 16.

Problema 4 Calcule o fluxo do campo vetorial
F(z,y,z) =e¥i—yj+ xsenzk
através da por¢ao ¢ do cilindro eliptico

x(u,v) = 2cosv
¢: ¢ ylu,v) =senv onde
z(u,v) =u

<u<b
0<ov <27

orientada no sentido positivo.

Problema 5 Usando o Teorema de Stokes, calcule

]{F-df
r

F(x,y,z) = zyi + yzj+zzk

onde

e I' é o triangulo sobre o plano x +y + z = 1 de vértices (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) com
orientacao anti-horaria olhando do primeiro octante para a origem.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que

|| vE=asay = [[ Y=oty

e o conjunto B possui a sequinte representacao grdfica

Fazendo a mudanca de varidveis

u= T+y
v=—r+ty
teremos
U—v
xTr =
2
u+v
u =
2
cujo jacobiano €
Oz, L _1 1 1 1
(z,9) =3 2 l=24==2
8(u,v) b b 4 4 2

e, neste novo sistema de varidveis o conjunto B serd
transformado mo conjunto A que possui o sequinte
grafico

u

Ou seja
1
// y? — 22dxdy ://—\3/uvdudv
B A2
1 /Yt
z—/ / YuYvdudv
2Jo Jo

13,
== Zyovul
2/, 4

1
dv
0

13 [,
=53, v

Exercicio 2 Sendo B a regido do espaco delimitada
pelas esferas x> +y>2 + 22 =1 ea? +y2+22 =4
no primeiro octante, teremos o sequinte esbo¢o da
mesma

Usando coordenadas esféricas, ou seja, tomando

x = rsen cosf
y = rsen psenf

Z =TCoS¢
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o conjunto B torna-se

1<r<2 .. o ,
Exercicio 3 Sendo v a metade direita do circulo
T
B OSQSE $2+y2:16,
T ) )
0<p< 5 podemos parametrizar a curva vy da segquinte forma
e, 0 jacobiano desta mudanca de varidveis € x(t) = 4cost - -
ox,y,2) P T3s1Eg
z,Y,z 2 _
—F—| =r"sen y(t) = 4sent
%rn g "
Donde seque-se que De onde seque-se que

T . 9
/// zdrdydz = /2/2/ 7 cos r2sen pdrdfdye ds = /2'(t)* +y'(t)%dt
B o Jo J1

= V/16cos2t + 16sentdt

T m 9
2 2
= r3cos p sen wdrdfd
/0 /0 /1 4 4 4 = 4dt

Szt 2 Logo,
= / / —cospsen | didp
0 0 4 1 ™
2
x /wy4ds = / 4cost(4sent)*ddt
15 2 2 v _z
= — cos @ sen pdfdp 2
4 Jo Jo .
2
_ 46 4
15 (3 z =4 /ﬂcostsen tdt
= —/ cospsenld| dp T2
4 Jo o
Tome
15w = u =sent

=g | cospsen pdp
0 e observe que

Tomando
w=seny du = costdt
e observando que
tl=-5=u=-1
du = cos pdp
t=5=u=1
p=0=>u=0
Entao
p=—=u=1
? 4 6 g 4
Segue-se que [yxy ds =4 /ﬂcostsen tdt
-3
15m (2
zdxdydz = —/ cos ¢ sen pdp 1
///B 8 Jo = 46/ utdu
-1
157 !
-7 udu 46 |
157 w2 | '
TR 2, 2.4
5
157




Exercicio 4 Sabemos que o fluxo do campo vetorial

F(z,y,z) =e Vi —yj + xsenzk

através da superficie

z(u,v) = 2cos v

v: ¢ y(u,v) =senw
z(u,v) =u
onde (u,v) € K, com
0<u<hb
K
0<v<2mw

na dire¢do do vetor normal n, € dado por

/LF-ndS

Para resolvermos esta integral de superficie, pre-
cisamos antes calcular:

Op B

%(Uﬂ)) =(0,0,1)

O (1 v) = (—2s 1
%(u,v) = (—2senwv, cosv,0)

donde segue-se que

dp

dp B
%(u,v) X %(u,v) = (—coswv, —2senv, 0)

Com isto, temos entdo, que

Gabarito Prova Final

/[pF.ndS://I(F v)).<%(u,v)><%) dudv
// o)

—cos v, —2senv, 0) dudv

// TRV —gen v, 2c08 v sen u)-

—cosv, —2senwv, 0) dudv

= // (—cos ve MY 4 2sen2v) dudv
K

27 5
= / / (—cos ve 5V 12 sen2v) dudv
o Jo

5

dv

27
= / (—cos ve MY+ 2 sen2v) U
0 0

27
= 5/ (—cos ve MY 2sen2v) dv
0

sen 2v
2

27

5 <esenv +v—

0

=107
[ |

Exercicio 5 A superficie dada no problema possui a
sequinte parametrizacao

z(u,v) =u

@:q ylu,v)=v
z(u,v)=1—u—wv
com (u,v) € K, onde

0<u<l1
K:
0<v<l-—u

O Teorema de Stokes afirma que

%F-dF://rotF-ndS
r @



Observe porém que

rot F = (—y, —z, —x)

e, além disto temos que

donde seque-se que

dp

ou

(u,v) x %(u,v) =(1,1,1)

Gabarito Prova Final

Portanto,

%F~dF://rotF~ndS
r ¥

1 pl—u
= / / rot F(o(u,v)) - (1,1, 1)dvdu
0 Jo
1 pl—u
:/ / rot F(u,v,1 —u—wv)-(1,1,1)dvdu
0 Jo

1 1—u
=// (v, u+v—1,—u)- (1,1,1)dvdu
0 Jo

1 pl—u
= / / (—=1)dvdu
0 Jo

1
2
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Problema 1 Calcule a drea da regiao delimitada pela elipse

IL‘2 y2
@]

onde a e b sao numeros reais positivos.

Problema 2 Calcule

[[zdndy

B

. . , s
onde B € a regiao compreendida entre os grdficos dey = cosx ey = 1—cosx com 0 <z < 5

Problema 3 Inverta a ordem de integracao da sequinte integral

/0 1 / :“m,y)dydx

onde f € uma funcdo de duas varidveis.

Problema 4 Calcule o volume do conjunto B formado pelos pontos (x,y,z) € R3 tais que
44 <derty<z<z+y+l.

Problema 5 Calcule a integral
//(2x +y) cos(z — y)dzdy
B

onde B ¢ o paralelogramo de vértices (0,0), (5, %), (3, —%), (£, —%).

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Podemos calcular a drea A da regido B Exercicio 2 Inicialmente desenhemos o conjunto B
delimitada pela elipse dado pela regido que estd entre as curvas
2 2

x =

=+ ¥y _q Y = COSXT

a b2

através da sequinte integral dupla
A://dxdy com (0 <x <
B

2 2 B

< Y z\?2 A% 1~/ Ny =1—cosz
O RIOR y
a2+b2 a * b

y=1-—cosx

E]

Observe que

|

|

De modo que, usando a mudanca de varidveis, }
|

T = arcos

[an]
LT
NE]

8

y = brsenf
cujo jacobiano é dado por Assim, seque-se que

‘a(x,y)‘:‘ B =B UB,

acos —arsenf
bsenf  brcos6

H = abr

onde
0<x <2

ol

O conjunto B serd transformado no conjunto B
1 -

0<r<1 1—cosz <y <cosz

el

<z <

(SIE]

Donde seque-se que By :

A4 = / /B dady Portanto
_ // abrdrdd //:cd:cdy = //:cd:cdy + //xd:rdy
c B

cosr <y<1-—cosz

1 B

1 pr27 % cos T 3 l—cosx
:// abrdfdr :/ /xdyd:ch/ /xdyd:c

0 Jo 0 l—cosz 5 Jcosz

1 x x
= 2mwabrdr 3 2 1-

| = [T des [
3

= mab

5 3
- = /39(2cos:c — 1)dzx +/x(1 — 2cosx)dx
0

™



Resolvendo estas integrais, obtemos,

2
//xdxdy——w—w—l—ﬁ

Exercicio 3 Perceba que o dominio de integracdo na

integral
1 px+1
/ [z, y)dydx

€ o0 conjunto

0<z<1
B :
2r<y<z+1

cujo desenho € dado por

Yy
Yy=2204 = 241
YT
\
\
. \
\
;B \
\
\
\
0 1 T
/

bserve que este mesmo conjunto pode ser descrito
como

B =By UBsy
onde
0<y<1
B, y
0<z<<
_33_2
e
1<y<2
BQI
Yy
—1<z< =
Yy _$_2
Portanto,
z+1 1Y 2,4
//fx y)dydx //f(x,y)dxder// f(z,y)dzdy
2z 0Jo 1Jy—1

Exercicio 4 Esbocando as superficies que delimitam
o conjunto B obtemos o sequinte grdfico
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Logo,
B) = [ | f(z,y)dxdy
!

onde C ¢ o conjunto de todos os pontos (x,y) € R?
tais que
2 2
¥ +4y° <4
(z+y) =1

Ou seja,
B) = //f(x,y)dxdy = Area de C
c

Como C € uma elipse de eizos 4 e 1, seque-se do

resultado obtido no problema 01 que

V(By=n-4-1=4n

|
Exercicio 5 Desejamos calcular a integral dupla
//(Qx +y) cos(z — y)dzdy
B
onde B € o paralelogramo  de  vértices

(0,0),(%,%), (38, —3),(%,—2F), cujo desenho é

303
Y
Y S
3 1
1
1
0 !l o7l €T
31 [
» B\
s I
-k ----
|
1
2 |
)
Efetuando a mudanca de varidveis
u+v
u=2z+y T =
=
- u— 2v
{v—x y v —

3



cujo jacobiano €
A(z,y)
d(u,v)
O conjunto B serd transformado no conjunto A cujo
grafico €

W=
W=
V)

De modo que,

é/@x + y) cos(z — y)dzdy
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//%u cos vdudv

A
™ ™

%/ / u cos vdvdu
o Jo
iy

1 s [T
5/0 usenv|; du

0
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Problema 1 Calcule a integral
/ / / rydrdydz
B

onde B € o tetraedro solido de vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,2,0) e (0,0,3).
Problema 2 Calcule
///\/x +yv/r+ 2y — zdxdydz
B
onde B éaregiaol <x4+y<2,0<r+2y—2<1e0<2z<1.

Problema 3 Calcule o momento de inércia do cilindro homogéneo (v — a)* + y* < a?,
0 < z<h, em relagao a reta x = a,y = 0, onde a e h sao numeros reais positivos.

/dm+dy

~

onde 7y € a linha poligonal de vértices Ay = (0,0), Ay = (1,2), Ay = (—1,3), A3 =(—2,1) e
Ay = (—1,1), sendo v orientada de Ay para Ay.

Problema 4 Cualcule

Problema 5 Calcule o trabalho realizado pela forca
F(z,y) = i+ (y + 2);]
ao mover um objeto ao longo do arco de cicloide r(t) = (t —sent)i+ (1 —cost)j, 0 <t < 27.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o tetraedro sdlido de
vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,2,0) e (0,0,3) possui o

sequinte desenho

x
que passa pelos pontos (1,0,0),(0,2,0) e (0,0,3).
Para isto, considere
7= (0,0,3) — (1,0,0) = (—1,0,3)
7=(0,2,0) — (1,0,0) = (~1,2,0)

Precisamos portanto, encontrar a equagao do plano
e lembre-se que o vetor normal ao plano que estamos

procurando, ¢ dado por
n=uxv=(-6,-3,-2)
Logo, a equacao procurada é
—6z —3y—2z=d
onde d € R € um valor que ainda precisamos determi-
nar. Como este plano deve passar pelo ponto (0,0, 3)
seque-se que
—-6-0-3-0—-2-3=d&d=—-6
e a equacao do plano é

6z +3y+22=6

Com isto, temos que

///xydxdydz - // [ /

xydz] dxdy

onde y

Portanto,

[[[vtaana: ~ [ [ /

B K 0
6—6;—331
:/ TYz
0

K
=//wy(%)dxdy

K
2—2x

//xy 6 6” 3y )dydx

2—2x
= // 6y — 622y — 3xy?)dydx

6—6x—3y

?rydz] dxdy

dxdy

22z
= 5/ (Bxy? — 32%y? — xy?)| dx
0 0
1
= %/ 4z (1 —2)* da
0
_ 1
10
|

Exercicio 2 Queremos resolver a integral
= ///\/ac +y/x + 2y — zdxdydz
B

onde B éaregiagol <z+y<20<z+2y—2z<1
e 0 < z < 1. Para isto fagamos a seguinte mudanga



de varidveis

U=x+Yy
v=x+2y—=z
W=z

e observe que

rT=2u—v—w
y=—-ut+vt+w

zZ=w
onde
2 -1 -1
O(u, v, w) 0o o0 1

Com estas novas varidveis, o conjunto B serd trans-
formado no conjunto

Assim, temos que

I = ///\/E%dudvdw
A
_ /O 1 /O 1 /1 " i fodudvduw

2
dvdw
1

_ /Ol/olg(\/é— 1) {/odvdw

1

dw
0

—/Oléwénw

Exercicio 3 O conjunto em questao, possui o se-

Gabarito 22 Prova

guinte desenho

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYYYY

VAMAMAAAMMMMAAANAT T ]
SIS,

A distincia d de um ponto (x,y, z) do cilindro a um
ponto (a,0,z) da reta x = a,y =0, € dada por

d=+/(z —a)?+y?

e, considerando o sdlido dado tendo densidade ho-
mogénea

o0(z,y,2) =k, keR

o momento de inércia do mesmo em relagdo a reta

dada é
I= / / / d?dzdydz
B

Usando as coordenadas

T =a+rcosf
y = rsen
z2=2z

com




teremos

27 pra ph
I :/ //d2rdzdrd9

o Jo Jo
27 pra ph

:/ //r2rdzdrd0
o Jo Jo
27 a

e
o Jo
27 pa

:/ / hr3drdf
o Jo

_ / bt
O 4

do
27 4
/ ha”
O 4

h
drdf
0

0

Exercicio 4 A linha poligonal dada possui o sequinte
esbogo

A
Ay 3

\ V2

|
Y3 } 2 g

‘ ‘

Ay ) Aar ] }
7 T
| | |
| | AO | ;
-2 -1 0 1 T

Chamaremos de ; a linha reta que une os pontos
A1 eA; comi=1,2,3,4. As parametrizacdos des-
tas retas sao dadas por

r=t
Y1t ,0<t<1
y =2t
r=1-2t
Yo : ,0<t<1
y=2+t

Gabarito 22 Prova

r=-1-1

Y3 ¢ ,0<t<1
y=3—2t
r=-241

V4 ,0<t<1
y=1

Portanto

/dx—i—dy :/ (da:+dy)+/ (dz + dy) +
v 7 2

+/ (d:c+dy)+/ (dz + dy)

BE] Y4

1

:/O (dt+2dt)+/0 (—2dt + dt)

1 1
+/ (—dt—2dt)+/ dt
0 0

1
= / (3dt — dt — 3dt + dt)
0

1
:/Odt:0
0

Exercicio 5 O trabalho T realizado pela forca
F(z,y) =2i+ (y +2)]
ao mover um objeto ao longo do arco de cicloide
r(t) = (t —sent)i+ (1 —cost)j,0 <t < 2rm

é dado por

T :/F-dr
r

2m
= / F(r(t)) - (1 — cost,sent)dt
0
2m
= / F(t —sent,1 —cost) - (1 — cost,sent)dt
0
27
= / (t —sent,3 —cost) - (1 — cost,sent)dt
0

2m
= / (t — tcost + 2sent)dt
0

2m
= (3t? — tsent — 3cost)
0

= 272
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Problema 1 Calcule a integral de linha

/(y + eV?)dx + (22 + cos y?)dy
v

2

onde v € a fronteira da regido delimitada pelas pardbolas y = x* e x = y?, orientada no

sentido anti-hordrio.

Problema 2 Calcule a drea da regiao do plano x + y + z = a limitada pelo cilindro

2+ y* = a’.

Problema 3 Uma superficie parametrizada S € dada por

B s S { ETE
Yoy v = 0<ov<2r

2(u,v) = u?

Sabendo que a drea de S ¢ 7(65v/65 — 1), determine o valor de n.
Problema 4 Seja S uma regido plana cuja fronteira € o triangulo de vértices (1,0,0), (0,1,0)
e (0,0,1). Calcule o fluxo do campo vetorial F(z,y, z) = xi+yj+ zk através de S na diregcao

do vetor n unitdrio normal a S com componente z nao negativa.

Problema 5 Sejam F(x,y,z) = —yi + xj + 2°k e ¢ a superficie x* + y* + 2* = 4 com

\/§§z§\/§ey20. Calcule
//rotF~nds
%)

onde n € o vetor normal a @ que aponta para cima.

Boa Sorte!
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Data: Quinta-feira, 11 de Fevereiro Turma E3
Exercicio 1 Como a regido delimitada pelas Observe que
pardbolas y = 22 e x = y? € fechada, limitada,
possui fronteira v continua por partes e o campo ve- aﬁ(u, v) = (1,0, -1)
torial para o qual desejamos calcular nossa integral ou
de linha estd definido nela, podemos, portanto, usar 9
: © B
o Teorema de Green que nos apermite afirmar que a—(u, v) =(0,1,—1)
v
/(y +eV®)dx + (22 + cosy?)dy = e
v 9 9% _ (11,1
Oou  Ov
[ e +eoss®) = fytus o0 e = % o[ _ 5
fod ou Ov
Portanto,
dud
// uav = / V3dudv
K K
onde
0<z<1 _
K'{x2<y<\/§ —\/§//dudv
Ou seja K
=3 Area(K)
/(y + eV®)dx + (2x + cosy?)dy =
el = /3ma?
]

NG
/ / dydr =
0 Jaz2

1
3
|

Exercicio 2 Chamemos de ¢ a regidgo do plano x +
y+ 2z = a que é lilmitada pelo cilindro x* + y? = a>.
Tal superficie pode ser parametrizada da sequinte
forma:

p:q ylu,v)=v s (w,0) € K

onde
K ={(u,v) 6R2|u2+v2 <d*}

Com isto, seque-se que a drea desta superficie serd
dada por

A= [l J115

dp aso

dudv

Exercicio 3 A drea A da superficie

z(u,v) = ucosv
v:Q ylu,v) =usenv , (u,v) € K
2(u,v) = u?

com
0<u<4

K {Og_vg_%r

€ dada pela sequinte integral de superficie

ds — ng dudv
Observe que
Zi (u,v) = (cosv,senv, 2u)
gf (u,v) = (—usenv,ucosv,0)



[52 52 = v
Logo,
4 r27
A :/ uv4u? + 1dvdu
o Jo
4
:/ 2ru/4u? + 1du
0
=3 (65\/65 — 1)
Entao, seque-se que n = 6. |

Exercicio 4 Inicialmente precisamor determinar o
plano que contém os pontos (1,0,0),(0,1,0) e
(0,0,1). Para isto observe que os vetores

wy = (0,1,0) — (1,0,0) = (—1,1,0)

wg = (0,0,1) — (1,0,0) = (—1,0,1)

s@o paralelos ao plano que procuramos. Assim, o ve-
tor normal deste plano com componente z nao nega-
tiva € dado por

n=w X wy=(1,1,1)
Logo a equagdo do plano é dada por

[(x7y,z) - (0, 170)} n=0
ou seja

z+y+z=1

Chamando de ¢ a regido deste plano limitado pelo
triangulo de vértices (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), temos
que uma parametrizagdo do mesmo € dada por

x(u,v) =u

@9 y(u,v) =
zu,v)=1—u—w

0
K { 0
Portanto, o fluro do campo vetorial F(x,y,z) =

xi+ yj + zk através de ¢ na direcao do vetor n, é
dado por

//F nds //
/Ol/ol_udvdu

,(u,v) e K

onde

1
1—

I/\ I/\
I/\ I/\

(1,1, 1)dudv
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Exercicio 5 Observe que, sendo ¢ a regido da esfera
$2+y2+z2:4talque\/ﬁgzgx/geyzo, uma
parametrizacdo desta superficie € dada por

x(u,v) = 2senu cosv
©: ] y(u,v) =2senusenv
z(u,v) = 2cosu

,(u,v) € K

onde

Assim, podemos perceber que a fronteira do conjunto
K define a curva

Y=7mUr2Uvs U

onde

u=7=x
—y 6 <t <
Y4 {’U:t ,O_t_’i'('

Logo, a fronteira da superficie ¢ serd dada por

I'=Trul,ul'sul'y

onde
I =p(n)
= Qp(ta 0)
= (2sent,0,2cost)
com
m 7r
—<t< =
6 - — 4
do mesmo modo,
Ly =p(y2)
= @(%ﬂf)

= (V2cost,v2sent,/2)

com
0<t<mw

T3 =o(—3)
= gp(t, 77)

= (—2sent,0,2cost)



com . .

—<t< —

6~ — 4
e por fim,

Ty = ¢(—74)

= (1)

= (cost,sent,/3)
com

0<t<m

Assim, como o conjunto K € fechado, limitado, com
fronteira C' por partes e o campo vetorial

F(z,y,z) = —yi+aj+ 2%k

estd definido em todo o conjunto K, podemos usar o
Teorema de Stokes que nos permite afirmar que

//rotF-nds :/F-df‘
r
©

= F-dF1+/F'dF2+
Iy

+/ F.dls +
Fg F4

F-dl'y

onde

T
/F-dF1 :/ F(2sent,0,2cost)-
Iy z

'6(2 cost,0, —2sent)dt

s

T
= / (0,2sent, 4sen’t)-
%

(2cost,0,—2sent)dt

T
—/ 8 sen3t dt

6

S WoREN

/F~dI‘2 :/ F(\/ﬁcost,\/isent\/i)-
Iy 0
- (=v2sent, /2 cost,0)dt

T

:/ (—\/isent,\/ﬁcostﬂcoszt)-
0
- (=v2sent, /2 cost,0)dt

— [ 2ae
0

=27
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z
/ F.dl's = 7/ F(—2sent,0,2cost)-
I's s
- (—2cost,0,—2sent)dt

%
= —/ (0, —2sent,4sen?t)-
s
- (—2cost,0,—2sent)dt

=
= / 8sen3t dt

6
=3v3- 122

por fim,

/ F.dly :—/ F(cost,sent,/3)-
T4 0
- (—sent, cost,0)dt

T
—/ (—sent, cost, cos?t)-

0
- (—sent, cost,0)dt
- [
0

=-7

E finalmente, seque-se que

//rotF~nds:7r

)

Exercicio 6 (Outra Solugao para o problema 5)
Observe que, sendo o a regido da esfera x?+y*+2% =
4 tal que V2 < z <3 ey >0, wma parametrizacio
desta superficie € dada por

z(u,v) = 2senu cos v
v: ] y(u,v) =2senusenv ,(u,v) € K
z(u,v) = 2cosu

onde

Assim, o vetor normal a esta superficie no ponto
o(u,v) € dado por

00 0

T ou v



4
onde
0
8—"0 = (2cosucosv,2cosusenv, —2senu)
U
0
9 _ (—2senwusenwv,2senucosv,0)
v
Logo,

n; = (4 cosvsen®u, 4 senvsen?u, 4 cos usen u)

Agora, calculando o rotacional do campo

F(Z‘,y,Z) = _yi+xj +l‘2k

obtemos

rotF = (0, —2z,2)
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Com isto, segque-se que

//th ‘nds = //rotF(gﬁ(u,v)) . Hz—ln Iy | dudo
1

)

K
é/th(gp(u,v)) - nydudv

//(716 senu cos vsen v+
K

+ 8 cos usen u)dudv

T o

/ / (—16 sen®u cos vsen v+
= Jo
6

+ 8 cosusen u)dvdu

x
T
/ 8w senu cosu du
=

6
2 s
47 sen u|§
6

™
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Problema 1 Calcule as integrais:

Y
y>x+a2ex>0.

y—a?
a). // 6_ po dxdy onde B é o conjunto de todos os (x,y) € R? tais que 1+2% < y < 2+,
B

b). //xdedy onde B € o conjunto de todos os (x,y) € R? tais que 42> +y* <1 ey > 0.
B

Problema 2 Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos x+2y+z = 2, x = 2y,
r=0,ez2=0.

Problema 3 Calcule a massa do cone /x> +y?> < z < 1 sendo a densidade no ponto
(x,y, z) proporcional ao quadrado da distancia do ponto ao eizo .

Problema 4 Cualcule

———dr + ———=dy
/74:c2 T2 da? g
onde v tem por imagem a elipse 4x* +y* =9 e o sentido de percurso é o anti-hordrio.

Problema 5 Usando o Teorema de Stokes, calcule /F -dl’ onde
r

F(z,y,2) = yzi+ 2z2j + €™k

e ' € a circunferéncia 2> + y*> = 16 e z = 5 orientada no sentido anti-hordrio.

Boa sorte!
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Exercicio 1 entao, usando coordenadas polares, podemos

representar a regiao
a). Considere a seguinte mudan¢a de varidvel

u=y— x> B:{(I,y)ER2’4x2+y2§1,y20}

V=T da sequinte maneira

teremos com 1sto
2x = rcos 0

T=v
y = rsen 6
y=u—v?
com
e o jacobiano desta mudanga serd
0<r<i
oz, y)| 10 1 1 0<o<nn
o(u,v)| |1 —2v |
e
e além disso
0 0 z,y)| | dcos @ —ZIrsen6 | lr
5;1—1—302 z Z: o(r,0)| | send rcos 0 |
y=1+22 = u=2
y::r+:c2 = UuU=v Logo
ou seja, 17

ya? 2u //szzdy ://ir%osQG%rdﬁdr
//e ~dady ://e—dvdu 8 00

y— u
B

1w
2 = %//T‘SCOSQQde’F
u 00

1
- g/rf’» (360 + L sin20)|"
0

1
_ o [,3
= eu)? = 16/r dr
=¢h
0
2
=e“—e 1
N
=16 4
O 0
-
b). Observe que 64

4x2+y2:1<:)(2x)2—|—y2:1 [ ]



Exercicio 2 Esbocando a regiao dada obtemos o
sequinte desenho:

z
I}
!
\ lf
!
2 s
,f:- 2y+z=2
At
= [
T “:; - x+2y=2
/ v, 2 =
T T ¥, T —
‘1 i,// \ y
! T
2/ 4 H
x=2y
“Al

Desta forma, o tetraedro em questao pode ser repre-
sentado pelo conjunto

R= {(z,y,2) eR}0<a<1,%<y<3E,
0<z<2-—z-2y}

e seu volume pode ser obtido da segquinte forma

VvV = / / dxdydz
R
1 02352 p2-2-2y
= / / / dzdydx
0oJz 0

1 25.7:
:/ / (2 — 2z —2y)dydz
0 /3

2—x

/01 (2y — 2y — ?)|.7 do

(NG

1
:/ (1—2x+x2)dx
0

.2, 1,31
=z x+3:z:|0

Wl

Exercicio 3 A massa do cone em questao pode ser
obtida através da sequinte integal

M = ///Cé(x,y,z)dmdzdy

Gabarito Prova Final

onde 6(x,y,z) € a densidade do cone C no ponto de
coordenadas (x,y, z).
Como a densidade no ponto (x,y, z) € proporcional ao
quadrado da distancia deste ponto ao eiro z, seque-se
que

§(z,y,2) = k(2* +9°),k € R

Assim, usando coordenadas cilindricas, ou seja

T =1rcosf 0<6<2r
y=rsen 6 onde 0<r<1
2=z vz +y2<2<1
e
Oz,y,2)| _
‘a(r,ﬂ,z) B

Desta forma, a massa do cone serd

2 1 1
M= / / / k(2?4 y?)rdzdrd
0 0 Jy/x2+y2

Resolvendo esta integral, teremos

27 1 1
M = k/ / / (22 + y?)rdzdrdd
0o Jo Jy/a2yy?
2r p1 pl
= k/ / / r3dzdrdf
0 0 Jr
2m 1 1
= k/ / r3z|r drdf
o Jo
27 1
= k/ / (r® —r)drdf
o Jo
27

_ 1,4 _ 1,51
—k:/o ar 5r|0d9

. 27
0

Exercicio 4 Observe que

9 9 22\ ? Y\ 2
4o +y* =9 < 5 +(§) =1

Entao, a curva v pode ser parametrizada da sequinte
forma

com 0 <6 <27



Desta forma, se considerarmos

—y x
A= / dxr + dy
 4r? 4 y? dz? +y?

teremos que

2m
_ —3sen § —3sen O 3cosf 3cosfH
A = /0 e en 0 p 4 Scgsf 3cash gy

27
= %/ (sen2 0 + cos? 9) do
0

27

— 1 ap

Exercicio 5 Considere a segquinte superficie

T = rcos 0
o:¢ y=rsen
z=25
onde
0<r<4
K:
0<6<2r

Observe que a fronteira da superficie o € a circun-
feréncia

Gabarito Prova Final

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

/F~dF ://rotF~ndS
T o

=//rotF.(%gx%)drd9
K

Onde 5 5
o o
E X % - (O7O7T)
e

i ;K
_| @ i) )
rot ' = 5 9y 92
yz 2xz e*Y

= (ze™ — 22)i — (ye™ — )] + (22 — 2)k
— (2e™ — 2, ye™ — y,2)

E, finalmente temos,

/F.dr ://rotF-(g—‘;xa—g)drdG
r K
:// rzdrdd
K
4 27
z// 5rdfdr
o Jo
4
:107r/ rdr
0

572 |3

= 807
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[ 1. zay

a). f(z,y) =z e B o triangulo de vértices (0,0),(1,1) e (2,0),

Problema 1 Calcule
sendo dados:

b). f(x,y) =2 e B o conjunto de todos os (x,y) tais que v <y < —x* + 2x + 2.

Problema 2 Inverta a ordem de integracao:

/O 3 [ / Zf(w)dy] di

Problema 3 Calcule a drea do conjunto
2 4 2
B = {(:E,y) eR’|z>0,- <3y < -3z +7x}
x
Problema 4 Calcule a integral

//(2:13‘ + y) cos(x — y)dxdy

onde B ¢ o paralelogramo de vértices (0,0), (3, 3), (%”, -2, (3, —2?)

Problema 5 Calcule o centro de massa do conjunto formado por todos os (x,y) tais que
1<2?2+y?><4 ey >0 e cuja densidade é proporcional a distancia do ponto a origem.

Boa Sorte!
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Exercicio 1

a). Desenhando o conjunto B obtemos a sequinte
figura:

Assim, seque-se que

/ /B f(a, y)dudy =

b). Desenhando o conjunto B obtemos a seguinte

figura

De onde podemos concluir que
—1<x<2
r<y< —224+22+2

Ou seja,

2 p—az?42z42
// f(z,y) dedy :/ / x2dydx
B —1Jx

2 —2242x42
= / x2y
-1

dx
2
= / (—ac4 + a3+ 2x2) dx

-1

x

63

20

Exercicio 2 O dominio de integracdo na integral
dada € o conjunto

0<x<3

x272x§y§\/3x



Desenhando este conjunto, teremos a sequinte figura
Y
3

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
|
3 x

1 ===

y = 2222

Donde segue-se que o conjunto B pode ser reescrito
como

B=DB,UB,

G T B
onde
2
Y cr<oq4 Ty
B - 3
1
0<y<3
e
—Vity<z<2+/1+y
BQZ
-1<y<0
Portanto

/ /952 Ny (z y)dydmz/Bf(x,y)da:dy

= / f(z,y)dxdy+
By

+/32f(x,y)da:dy

Gabarito 1? Prova

3 2411y
:/ /y2 f(z,y)dzdy+
2+\/ﬁ
/ / (z,y)dzdy
2 \/ﬁ

Exercicio 3 Desenhando o conjunto B, obtemos a
sequinte figura

y =4/(3z)

y = (=32%+72)/3
B

Assim, seque-se que a drea do conjunto B € dada

por
/ dxdy =
B

2 (—3z%+7x)/3
/ / dydzx
1 J4/(3x)

(—3z2472)/3
dydx

4/(3x)

Exercicio 4 Desenhando o conjunto B obtemos a



sequinte figura

wly

o

para calcularamos a integral em questdo, usaremos a
sequinte mudancga de varidveis

u=x—y
v=2x+y

de onde seque-se que

u+v
€r =
3
_ —2u+tvw
Y=73
e
11
3 3 1
1= =3
2 1
3 3

Observe que, nestas novas varidveis, as fronteiras do

conjunto B tornam-se

Yy=a =z—y=0 =u=0
y=x—7 STr—yYy="T S U=T
y=—2z =2r4+y=0 =v=0

y=-2x4+71=>2r4+y=m"m=>v="

ou seja, B € transformado no conjunto

0<u<m
B =
0<v<mw
Y
BI
0 T T

Gabarito 1? Prova

Portanto, seque-se que

1
// (2x + y)cos(z — y) dedy = // —vcos u dudv
B B/ 3
1 ™ s
= f/ / veos u dvdu
3Jo Jo

1 (™ 0?2 T
:f/ U—cosu du
3o 2

0

Exercicio 5 Considerando
B={(z,y) eR/1<2®+y*<4,y>0}

e desenhando-o, obtemos o segquinte desenho

Y

Usando coordenadas polares, ou seja

x = rcos
y = rsend
teremos
|J|=r

e, nestas coordenadas o conjunto B € transformado

no conjunto
. 1<r<2
B { 0<o<nm

Desta forma, como sabemos que

0(z,y) =kv/a2+y% keR



Seque-se que

M(B) = / /B 5(a, y)dady
:// kr2drd6
T 2
:k'/ /rzdrdﬁ
0 1
:k /” )
)

e disto, temos que

//Bxé(x,y)dxdy
Yo M(B)

3k// /22 + y2dzdy
_ B

Tk

= i// /22 + y2dzdy
771' B

= i// reos 0r2dr df
77T ’
3 T 2

= —/ / cos 0r3dr df
)y N1

2

do
1

™ 4

r
= — 9—
), cos 6,

315 [T

=== $0do
74 ), cos

=0

Gabarito 1? Prova

/ /B yo(x, y)dxdy
Yo = V(B)

3k// yv/ 2 + y2dxdy
_ B

Tk

— 73// yv 12 + y2dzdy
TJJB

= i// rsen Or2dr d
77T ’
3 s 2 3

= — sen Or°dr df
77T 0 1

2

do
1

™ 4

= —_— S 9—
), sen 6/

315 [T
= _—— 6do
71 ), sen

_ 315,
Tm 4

45
T 14r
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///6a:ydxdydz
B

onde B € a regiao do espaco que estd abaizo do plano z = 1+ x + y e acima da regido do
plano xy limitada pelas curvas y = /z, y=0 ez = 1.

/B//xdxdydz

onde B € a regidgo do espaco delimitada pelos planos z =0 e z = x 4+ y + 3 e pelos cilindros
?ryP=4ex?+y?=9.

Problema 1 Calcule a integral

Problema 2 Calcule a integral

Problema 3 Calcule a massa do corpo homogéneo delimitado pelo plano xz e os hemisférios

y=v9—1a2—-22 ey=+V16— 2% — 22
Problema 4 Calcule as integrais

a). /(Jc2 +y?)dx — zdy onde v é uma curva sobre a circunferéncia x® +y* = 1 com inicio
v

no ponto (1,0) e final no ponto (0,1) e com sentido de percurso anti-hordrio;
b). /yzdm — xzdy + zydz onde y(t) = (e!, e, e™) com 0 <t < 1.
v

Problema 5 Suponha que uma particula se mova através do campo de forcas

F(z,y) = 2yi+ (z — y)j

do ponto (0,0) para o ponto (1,0), ao longo da curva y(t) = (¢, \t(1 —t)). Para qual valor
de X\ o trabalho realizado pelo campo de forcas, ao realizar este deslocamento, serd igual a 17

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Sabemos que B ¢ a regido do espago que B ! 6\/; 1 dud

estd abairo do plano z =14+ x +y e acima da regido Jo Jo wy(l+a+y)dyde

do plano xy limitada pelas curvas y = J/x,y = 0
ex = 1. Assim, podemos expressar a regido B da

; . 1 vz
sequinte maneira: _ / /(ny + 622y + 62y2)dy dz
o Jo
B.{0§z§1+x+y 1 Ve
' z,y) € K = / (3xy2 +322y% + 2xy3) dx
0 0
onde K ¢ a regiao esbocada abaixo: 1 .
= / (3x2 +32% + 23:5) dx
0
Y
6
28
|

Exercicio 2 Observe que B pode ser expresso da
sequinte forma

) 0<z<zx+y+3
(z,y) € K

onde um esbogo de K pode ser dado por

ou seja Y

0
k{0

portanto, seque-se que

14+x+y
///nydxdydz:/// 6xy dz dx dy
B KJo
Logo, usando coordenadas cilindricas, ou seja
1 pvz pltaty —
:/ / / 6y dz dy dx v =rcosf
o Jo Jo y=rsend

z=2z
NG

://nyz
0 Jo

INIA
8 <
INIA

1+z+y
dy dx cujo jacobiano é
0

[l =r



poderemos expressar o conjunto B da sequinte
maneira

2<r<3
B: 0<0<2r
0<z<r(senf+cosb)+3

e, com isto, seque-se que
3 p27 pr(senf+cos 6)+3
///:Cd:bddeZ// /r-rcos@dzd@dr
B 2Jo Jo
3 p2m r(sen 0+cos 0)+3
:// r2cosf z
2.Jo

do dr
3 27
= / / r2cos 6 [r(sen §+cos 0)+3]d6 dr
20

0
3
:/ nridr
2

Exercicio 3 Um esbogo do objeto dado no problema
€ dado pela sequinte figura

de modo que, usando coordenadas esféricas, ou seja

x = psenpcosf
y = psenpsenf

Z = pcos¢
cujo jacobiano é dado por

[J| = p*seng

Gabarito 22 Prova

Podemos expressar este objeto assim

3<p<4
C: 0<p<m
0<o<nm

Como o corpo € homogéneo, podemos considerar sua
densidade dada por

(z,y,2) =k, keR

Portanto, seque-se que sua massa M é

M:///é(x,y,z)dxdydz
c
4 pm opm
:///k:p%engpd@dgpdp
3 Jo Jo
4 pm
://kﬁp2sentpd<pdp
3 Jo

4 ™
= / —kmp3cos p
3

dp
4
= / 2kmpdp
3

0
T4km
3

Exercicio 4

a). A curva dada no problema pode ser
parametrizada da sequinte maneira

~(t) = (cost,sent), 0 <t < g

Assim, se considerarmos

A= /(:102 +y?)dx — xdy
g

Seque-se que

fus

2
A= / — (cos®t + sen®t)sent dt — cost cost dt
0

z

= —/ (sent + cos’t) dt
0

B 4



b). Procedendo de maneira semelhante ao que foi
feito no item anterior, temos que

v(t) = (!, e e ), 0 <t <1

e, novamente se considerarmos
B = /yzd:v — xzdy + xydz
¥
teremos

1
B = / eSteteldt — 3ete tedtdt — etedtetdt
0
1
_ / (6315 _ 363t _ eSt)dt
0

1
= —/ 3edtdt
0

=1-¢°

Exercicio 5 Observe que, para a curva

V() = (&, A1 = 1)),

a particula estard no ponto (0,0) quando t =0 e em
(1,0) quando t = 1. Assim, o trabalho realizado pelo
campo de forgas

F(z,y) = zyi+ (z — y)j

Gabarito 22 Prova
neste deslocamento, € dado por
T = /Fd’y
¥

= [ Pa) o

= /IF(t,)\t(l — 1))+ (1, (1 = 26)\)dt
0

= /1(/\152(1 —1),t — X(1 —1))- (1, (1 —2t)\)dt
0

_ /1 [(3(—202 — \) +£2(3)% — A) — t(A% — \)] dt
0

A
12

Assim, para que tenhamos o trabaho relizado neste
deslocamento, igual a 1, devemos ter entao que

A=—-12
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Problema 1 Calcule a drea da parte da superficie z = +/x? + y?> compreendida entre o0s
planosz+y=1,r+y=2, 2 =0ey =0.

Problema 2 Encontre a massa da lamina que é a porcao da superficie y> = 4 — z entre 0s
planos x =0, 2 =3, y =0 ey = 3 se a desensidade desta lamina for 6(x,y, z) = y.

Problema 3 Calcule o fluxo de ¥ através da superficie o na direcio da normal exterior n,
onde

F(z,y,2) = xi —yj + 2k

e o € a superficie do sélido delimitado pelos grdficos de z = x> +y? e z = 4.

//xQszs

onde o € a metade superior do cilindro x*> + 2> =4 entre y =0 ey = 1.

Problema 4 Calcule

Problema 5 Considere F(z,y,z) = a;y227—|—yz25'+zx2/; e o a regiao delimitada pelo triangulo
de vértices (1,0,0),(0,2,0) e (0,0,3). Calcule

//rotF-ﬁds

Boa Sorte!
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Exercicio 1 A superficie em questao pode ser
parametrizada da sequinte forma

T=u
oc:{ y=

z = Vu? +v?

, (u,v) € Q

onde
Q:{(u,v)€R2|1§u+v§2,u20,v20}

Assim, seque-se que

Portanto, a drea desta superficie é dada por

A://Uds
I
:\/if/ﬂdudv

= V2 Area(Q)

0o 0o
%(u,v) X %(u,v) du dv

32
2

Exercicio 2 Uma parametrizagao possivel para a su-
perficie em questdo € dada por

T=u
c:{ y=v ,(u,v) € Q
2 =4 -2

sendo
Q={(uv) ER*0<u<30<v<3}

Assim, seque-se que

do

au (U,U) - (17 Oa 0)
do
%(U,U) - (Oa la _21})

=402 +1

Oo Jdo
Hau(u, v) X %(u, v)

e, a massa desta lamina € dada por

M = //J(S(x,y,z)ds
e
= //Qv

3 3
= / / vy 4v?2 + 1dv du
0o Jo

0o 0o
%(u,v) X %(um) du dv

(57 )

-

Exercicio 3 Usando o teorema da Divergéncia
de Gauss, temos que

//F~nds:/// divF dxdydz
o B

onde B € o sdlido delimitado pelos grdficos de
z=2a2+y? ez =4, ou seja

B ={(z,y,2) €R3|x2+y2 <z<4}



Assim, seque-se que

//gF-ndSZ//Bda:dydz
//K/;+y2dzdxdy
://K [4— (z® +y?)] dxdy

K ={(z,y) e R*|2* +y* <4}

onde

Usando coordenadas polares, considere

(z,y)
a(r,0)

{:c = rcosf

y=rsend’ |J|:’

‘:T

O conjunto K é transformado no conjunto

. JO<r<2
K '{0<9<27r

e, disto seque-se que

/anwz/ém—mhwwmmy
://l(4—r2)rd7’d9
2/02/0277(4—7"2)7‘d9d7“

= 8m
|

Exercicio 4 A superficie dada possui parametriza¢ao
dada por

T = 2cosu
) — 0<u<m
7y YT " 0<v<l1
z = 2senu - =

Logo
o
ou

(u,v) = (—2senu, 0, 2cos u)

Gabarito 32 Prova

Assim, temos que

//$222ds = // 32cos?u sen’u du dv
o Q

Q:{(u,v)€R2|O§u§W,O§v§1}

onde

Ou seja,

//I2222d8 = 32// cos?u sen’u du dv
o Q

T 1
= 32/ / cos?u sen’u dv du
o Jo

=A4r
[ |

Exercicio 5 Pelo teorema de Stokes, temos que

//TotF~nds:/F~dr
o r

onde I' € a curva fronteira da regidgo delimitada pelo
triangulo de vértices (1,0,0),(0,2,0) e (0,0, 3).

Uma parametrizagao possivel para esta curva pode
ser dada da sequinte maneira

F=v1Uyn U7

onde
r=1-—1
My y=2t ,0<t<1
z=0
z=0
Yoi4 y=2-2t ,0<t<1
z =3t
r=t
Y3id Y= 0<t<1
z=3-3t
Portanto

//rotF-ndSZ/F-dr
o I
:/F~dr—|—/F~dr—|—/F~dr
Y1 Y2 Y3



Resolvendo cada uma das integrais de forma sepa-
rada, teremos

/%F ~dr = /OlF(yl(t)) AL (t)dt

1
:/ F(1—t,2t,0)-(—1,2,0)dt
0

Gabarito 32 Prova

/ o= / F(15(t) - 74 (t)dt

1
= / F(t,0,3 — 3t)- (1,0, —3)dt
0

Logo, temos finalmente que

1 3
tF-nds=—-—3—°
//(T’I"O nas 3 4

49

12
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Problema 1 Determine o volume do sélido que estd sob o paraboldide z = x* 4 y?, acima
do plano zy, e dentro do cilindro z* + y* = 2.

Problema 2 Determine a drea da parte da superficie z = x*+y que estd acima do triangulo
com vértices (0,0), (1,0) e (0,2).

Problema 3 Determine o trabalho realizado pelo campo de for¢a ¥ (z,y) = xi+ (y+2)j para
movimentar um objeto sobre um arco da cicléide r(t) = (t —sent)i+ (1 —cost)j, 0 <t < 27.

Problema 4 Calcule
/xede + (2t + 22%y*)dy,

~

onde v é a fronteira da regido entre as circunferéncias x*> +vy*> =1 e 2% +y*> = 4.

/F-dr
.

onde v € a fronteira da parte do plano 2x + y + 2z = 2 no primeiro octante, orientada no
sentido anti-hordrio quando visto de cima e F(x,y, z) = xi + yj + zyzk.

Problema 5 Cualcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equagdo do cilindro dado
pode ser reescrita da seguinte maneira

Pty =2 (r-1)>2+y =1

Logo, o volume do sdlido em questao € dado por

V= // drdydz
B

onde
B = {(x,y,z)€R3|(x—1)2+y2§1, OSZSJ;Z—I—yz}

Ou seja

x?+y?
V:/// dy dx dy
KJo
— [] @+ yyazay
K

onde
K ={(z,y) €R2| (x—1)2+y* <1}
Usando coordenadas polares, considere

x—1=rcosf
y =rsent

e observe que

| =r

e, o conjunto K € transformado por estd mudanca,
no conjunto

K,.{ 0<f<2rm

e disto, seque-se que

V= //K(:r2 + 9% dx dy

= // [(1+7cos8)? + r’sen’d] r dr df
:// (1—|—27“cos€+r2)rdrd9

2 pl
:/ / (r + 2r%cos @ + r3) dr df
o Jo

Exercicio 2 Uma parametrizacdo possivel para a su-
perficie dada é

T=u
o4 Y=v ,(u,v) € K
z=u2+v

onde K € a regidgo delimitada pelo triangulo de
vértices (0,0),(1,0) e (0,2), ou seja

0
k{0

Segue-se portanto, que

1

u <
v < —2u+ 2

INIA

Jdo
%(UWU) - (L Oa 2”)




donde, temos que, a drea procurada ¢ dada por

A= [[as

:/A“gi(u70)xgzj(u,v)

= // vV A4u? 4 2du dv
K

du dv

1 p—2ut2
= / / vV A4u? + 2dv du
0o Jo

1
= / (—2u+ 2) vV 4u? + 2du

0

=1In (ﬁJr\/g)Jr%\@

Exercicio 3 O trabalho realizado pelo campo
F(z,y) =i+ (y+2)j

para movimentar um objeto sobre um arco de cicloide
dado por

r(t) = (t —sent)i+ (1 —cost)j, 0 <t <27

pode ser calculado através da integral de linha

T= /F - dr
27
:/ F(r(t))-r'(t)dt
0
27
= / F(t —sent,1 — cost) - (1 — cost,sent) dt
0
2m
= / (t —sent,3 —cost) - (1 —cost,sent)dt
0

2w
:/ (t+ 2sent — tcost) dt
0

= 972
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O
Uma outra maneira de resolver este problema se-
ria, observarmos que

0 0
rotF—%(y+2)—6—y(x)—0

Dominio(F) = R?

O que nos permite afirmar que F € um campo conser-
vativo em R?, ou seja, existe uma funcdo ¢ : R2 = R
tal que

VQO(SC, y) = F(I7 y)

0 que ¢ equivalente a dizer que

dp

696(%11):56
dp B
ay(x,y)—zﬂr?

donde, resolvendo este sistema de equacoes, obtemos

!E2 2
w(x,y)=3+y5+2y+c

onde ¢ € R. Agora, sendo F um campo conserva-
tivo, a integral para o cdlculo do trabalho realizado
para mover um objeto sobre uma curva, depende ape-
nas dos pontos extremos desta curva. Assim, seque-se

que
T:/F-dr

= p(r(2m)) — ¢(r(0))
= 410(27[-7 O) - 90(07 O)

=272
[ |

Exercicio 4 Usando o teorema de Green, temos
que

I= /136721’ dr + (z* 4 222y?) dy
gl

— 2 4 2,2 _2 —2z
—//K {833@ + 2x%y”) ay(xe )| dx dy

= // 4z(2® + y?)dz dy
K



onde
K:{(x,y)ER2|1§m2+y2§4}

Usando coordenadas polares,

x =rcosf

y =rsenf
temos que

|| =r

e, o conjunto K serd transformado no conjunto

;] 0<o<2r
K {1§r§2

Portanto

I:// 4o(2® + y?)dx dy
K
:// 4r cos 0 r2r dr d
2r  p2
:/ /4cosﬁr4drd0
o Ji1

=0

Exercicio 5 Observe que

i j k
o 0 0
rot F(x,y,z) = % 67:[./ %

= (SUZ, —Yz, 0)

O teorema de Stokes enuncia que

/F~d’y://r0ths
vy (o4
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onde, em mnosso caso, o € a regido do plano
2r+y+22z=2 mno primeiro octante. Uma
parametrizacdo possivel seria

r=u
o y=v ,(u,v) € K
z=12-2u—v)
onde
0<u<l1
K { 0<v< -2u+2
Portanto
Oo
%(U,’U) - (170771)
Oo
%(7’“1}) = (Ovla_%)
0o do 1
%(u,v) X %(u,v) =(1,35,1)
do oo 3
Hau(uﬂ)) X %(Uav) 5

Por fim, seque-se que

/F-dfy://roths
¥ o

- //Krot F(o(u,v)) - (gz x gD dudv

2 —2u— 1
:// rotF(u,v,#)(l,al)dudv
K 2 2
1
:f// (—4u2—|—4u—|—v2—20)dudv
4) )k

1 1 —2u+2
:1/ / (—4u2+4u+v2—2v)dvdu
o Jo

=0
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Problema 1 Calcule as integrais

4 rx
a). / / \/Qdydx;
1 Jz2 X
3 prx
b). //:UQe”Cydydx.
0 Jo

Problema 2 Inverta a ordem de integrac¢ao:

a). /16/Olmf(1:,y)dydx,'

b). /Ol/y;/yf(a:,y)dxdy.

Problema 3 Usando intregral dupla, calcule a drea da regiao plana compreendida entre
curvas y> =9 —z e y* =9 — 9z.

Problema 4 Calcule o volume do sélido delimitado pelo cilindro 4z*+y* = 9 e pelos planos
z=0ez=y+3.

Problema 5 Determine a massa e o centro de massa da lamina que tem a forma da regiao
no primeiro quadrante, delimitada pelas curvas x® = 8y, y = 2 e pelo eizo y, cuja densidade
em cada ponto (x,y) € diretamente proporcional a distancia deste ponto a reta y = —1.

Boa Sorte!
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s e 3 rx 9
Exercicio 1 / / w26 dy d — € _g
0 Jo 2
a). |

4 rx
e
1 Jx2 X

b).

[ G
[

dx
3:.2

R

:2))/4<x—xg)dm
1

2 (L= 2ve)

4

3\2 7

2(_200_ 3
377 1

1

Il
o\
w
/N
8
Q
)
[§)
|
8
~—
Q
S

Exercicio 2

a). Desejamos inverter a ordem de integragdao da se-
guinte integral

/ ) / " fe gy do

Para isto, observe que o dominio de integragao

)

€

1<x<e
Q:
0<y<Ilnz
cujo grafico pode ser esbocado da sequinte ma-

neira

o

Observe porém, que o conjunto 2 pode também
ser descrito da sequinte maneira

e <z<e
Q:
0<y<l1
Ou seja,
e plnzx 1 pe
/1/0 f(w,y)dydw=/0/yf(%y)dxdy

O

b). Desejamos agora, inverter a ordem de integra¢do

da integral
L vy
// f(z,y)dz dy
0 Jy2

De modo semelhante ao que foi feito no item
anterior, observe que o dominio de integracao
€ o0 conjunto



cujo esbogo € dado pela sequinte figura

Observe que o conjunto ) pode ser descrito
também, da sequinte forma

0<x<1
Q:
? <y< |z
Ou seja
1 5 1 T
// f(sc,y)dfvdy:// f(z,y)dy dx
0 Jy2 0 Jz2

Exercicio 3 A regido plana Q compreendida entre as

curvas y> =9 —x e y?> = 9 — 92 pode ser visualizada
no sequinte esbogo

Y A

X

Observe entao, que a regiao §) pode ser descrita do
sequinte modo
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Portanto

Area(Q) = // dx dy
Q
3 p9—y?
:// dx dy

Il
O =
I
w w

1 8 .\ /|
= —(72y— =3
9(‘” 3y)

144+ 144
B 9

-3

=32

Exercicio 4 Observe que o solido 0 delimitado pelo
cilindro 42> + y> =9 e os planos z =0 ez =y + 3
possui o sequinte esboco

s

%

X

Assim, seque-se que o volume V' deste sdlido é dado

por
V:// (y + 3)dz dy
K

onde K € o conjuntos dos pontos (x,y) tais que

4x2+y2<9(:)(

2) () <



Usando coordenadas polares, tome

T = %T cost

y = 3rsenl
cujo jacobiano €
17| = 3cos —3rsenf | gr
" | 3senf  3rcosf | 2

Assim, neste novo sistema de coordenadas, o con-
junto K pode ser descrito do sequinte modo

0<6<2rm
K'{ 0<r<i

e, portanto, seque-se que

2w 1 9
VZ/ / (3rsenf +3) —rdrdf
o Jo 2

27 27 1
=5 / (rQSen 0 + r) dr df
o Jo

1

do

27 [ (1 1
= —7 <r3sen0 + r2)
2 0

27 [?™ /1 1
= —7 (senﬂ + ) df

2 )y \3 2
2M [ 1 1\ 2"
=3 (—3C0$9+29) .
_ 2
2

Exercicio 5 Observe que a lamina que tem a forma
da regiao do primeiro quadrante, delimitada pelas
curvas 2 = 8y, y = 2 e pelo eizo y possui o sequinte
esboco

U’“
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onde
<zr<A4

Q:
<y<2

w|{, o

A densidade dessa lamina em cada ponto (x,y) € di-
retamente proporcional a distancia deste ponto a reta
y = —1, ou seja

o(z,y) = k(y +1)

Assim, a massa dessa lamina serd

M://é(:&y)dmdy
Q
4 2
:// kE(y + 1)dy dx

E, o centro de massa, serd (x.,y.) onde

1
Te = M//Qxé(a:,y)d:c dy
15
= —176k//(2km(y+ 1)dz dy

15
= — 1
176//Qx(y—|— Ydx dy

15 /4/2
= — L2y + 1)dy d
176 /o J=2

15 56
176 3
35

22
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1
Yo = M//Qw(ﬂ:,y)dxdy

15
=— [k 1)dzx d
176/{//9 y(y + 1)dx dy

15
. 1)dz d
176//Qy(y+ )dx dy

15 /4/2
= — y(y + 1)dy dx
176 Jo J=2

15 544
176 35

_ 1o
T
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Problema 1 Calcule as integrais

2

2 pV2x—x2  pa’4y?
a). / / Va2 +y2dzdy dx;

—V2z—22J0

V2 \/4—y2 \/4_m2_y2
b). / / / Va2 +y? 4 22dzdx dy.
0 Y 0

Problema 2 Um sélido homogénio tem a forma da regiao delimitada pela superficie
22—yt 4+22=0
e o plano y = 3. Calcule o momento de inércia deste solido, em relagao ao eizo-y.

Problema 3 Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas definido por
xi+yj+ zk
(22 +y? + 22)

F(z,y,z) =

3
2

ao mover uma particula ao longo do segmento de reta que vai do ponto (3,0,0) ao ponto

(3,0,4).

Problema 4 Determine a massa de um arame com formato da hélice y(t) = (t, cost, sen t),
0 <t <2m, sendo sua densidade em qualquer ponto, igual ao quadrado da distancia do ponto
a origem

Problema 5 Calcule a integral

/:EQde—y:UQdy—l—i%dz
v

onde v € a curva fechada, que descreve o triangulo de vértices (0,0,0),(1,1,0) e (1,1,1),
tendo seu ponto inicial e final em (0,0,0).

Boa Sorte!
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Exercicio 1
a). Desejamos calcular a integral
V2z—2?
[
V2zr—a?
Observe inicialmente que, seu
integracao € dado por

\/ac2 + y2dz dy dx

dominio de

0<x <2
Q: —V2zx — 22 <y <2z — 22
0<z<a?+y?

e, realizando um esbo¢co desta regiao obtemos a
sequinte figura

Z
¥

2 2
((—\M\{:i —[\\

Usando coordenadas cilindricas

r =rcosf
y = rsenf
z=2z

cujo jacobiano €

percebe-se que a Tegido em questdo pode ser

representada da sequinte forma

Portanto,

5

32 2 1
= (Sen 6 — Zsen’0 + 5sen59>

G

T T
<<
2= T2
Q: 0<r<2cosb

0<z<r?

z 2cos @ pr?
/ / / r-rdzdrdd
-z Jo 0

2

drdf

T

5 2cos
:/ / 2
-zJo 0
z 2cos @
4
z/ / radr df
-zJo

2 32cos"0
:/23(;;)8 40

2cos @

do

5

r
)

[NE]

vl

0

jus
2

_2 [ (cos20)2cos 0do

[NE)

32 [ (1 — sen29)2 cos 0do

—
2

—/ cos —2sen?0 cos O+sen’d cos 9) do

us
2

5 3

[NE)

512



b). Desejamos agora, calcular a integral
V2 /4,y2 /4,x2,y2
I:/ / / 72 4+ 32 + 22dz dx dy
0 Yy 0

A regiao de integracdo € dada por

Q:4 0<y<V2

0<2</4—2x22—92

e, realizando um esboco desta, teremos a sequinte
figura

Usando coordenadas esféricas,
x = psenpcosl
y = psen ysen
z = psengp

cujo jacobiano € dado por
z
' = p?sen ¢

esta mesma T€giGo,
sequinte forma

pode ser representada da

0<p<2

®)
o
IN
©
IN

(a]

INA

>

IA
s I Y
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Portanto,

T [ [2
I:/ / /p-pQSenapdpdgde
o Jo Jo
Toreopt
= —sen g
I
Fa
:/ / 4sen p dp db
o Jo

:/4 —4cos
0
:/44d9

0

2
dy db
0

do
0

Exercicio 2 Fazendo um esbo¢o da regiao dada,
obtemos a sequinte figura

o]
<EVW

Usando as coordenadas cilindricas

x = rcosf
y=y
z=rsend

cujo jacobiano € dado por




Podemos descrever esta regidgo, da sequinte forma

0<0<2m

r<y<3

Observe que a distdncia de um ponto (x,y,z) ao eixo

y € dado por
d= 22+ 22

Desta forma segue-se que, o momento de inércia
deste sdlido, quando girando em torno do eixo y, serd

I:// d*dm

Q

:///(x2+y2)kdxdydz
Q
3 2w p3

:k// /Tz-rdydﬁdr
0 JO T
3 27 3

L
0 JO r
3 27

:k// (3r® —r*) df dr
o Jo

3
= k/ 2 (37‘3 —7’4) dr

0

dl dr

3 rd 3
= 2km <r4 — )

4 5 /1
2437k
10

Exercicio 3 O segmento de reta do ponto (3,0,0)
ao ponto (3,0,4), pode ser parametrizado da sequinte
forma

V(t) - (& 0, 0) + [(37 0, 4) - (Sa 0, 0)] t

= (3,0,4t)
onde 0 <t < 1. Logo, o trabalho realizado pelo campo
vetorial
xi+yj+ zk

F(%y’z) = m

Gabarito 22 Prova

ao mover uma particula ao longo do segmento dado,

serd
T:/F-dv
¥

1

=/ F(y(t)) -+ (t)dt

1
= / F(3,0,4t) - (0,0,4)dt
0

/1 16t
= [ —— _dt
o (94 16t2)2

Exercicio 4 De acordo com o enunciado do
problema, a densidade do arame num ponto (x,vy, 2)
€ dada por

O(x,y,2) = a® +y* + 2
e, sendo a forma do arame a hélice
~v(t) = (t,cost,sent), 0 <t < 2w

Segue-se que sua massa serd

m:/éds
¥

2
=, S(y(®)) IV (Bl dt

27

= 0(t,cost,sent) ||(1, —sent, cost)| dt
0



= /27r (2 +1) V2dt

0

=\/§<87T3+27r>
[

Exercicio 5 Considere a curva -~y composta pelos
segmentos de reta y1,7v2 €3 conforme a figura abaizo

(L)

(r),o, o) VKI (l, | |c‘>

A parametrizacao de cada um destes segmentos pode
ser obtida da seguinte maneira

7 (t) = (0,0,0) 4+ [(1,1,0) — (0,0,0)] ¢
= (t,t,0)

Y (t) = (1,1,0) + [(1,1,1) — (1,1,0)]¢
= (1,1,1)

~v3(t) = (1,1,1) +[(0,0,0) — (1,1,1)]¢

=(1—t,1—t1—1)
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onde 0 <t < 1. Portanto, seque-se que

I= /z2zdz — yx’dy + 3dz
¥

= / 22 zdx — yax’dy + 3dz+
.

22 zdx — yx’dy + 3dz+

/
/ 22 zdx — yxdy + 3dz
.

1 1
:/ —t3dt+/ 3dt+
0 0

/1 [—(1 —t)*dt + (1 —t)*dt — 3dt]
0
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Problema 1 Calcule a integral

/2:U cosy dr — x’seny dy
il

onde (t) = (cos’t,sen3t) com 0 <t < 2.

Problema 2 Calcule a integral

/(61’ +y)dx + (y + 2x)dy

y

onde v € a curva fechada, orientada no sentido anti-hordrio, cujo traco corresponde a
circunferéncia
(x—20+(y—3)7=14

Problema 3 Encontre a drea da superficie x> — 2y — 2z = 0 que estd acima do triangulo,
no plano xy, limitado pelas retas x =2,y =0 e y = 3.

Problema 4 Calcule o fluxo externo do campo vetorial
F(x,y,2) = 2%i — 2zyj + 322k

através da fronteira da regiqo da esfera x* + y? + 22 < 4 que estd no primeiro octante.

/F~dfy
ol

onde F(z,y,2z) = yi + x2j + 2*k e v € a fronteira do triagngulo delimitado pela por¢dio do
plano x +y + z = 1 que estd no primeiro octante.

Problema 5 Calcule

Boa sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente,
vetorial

observe que o campo

F(z,y) =2z cosyi— xsenyj
é conservativo, uma vez que

rotF=V x F
=0

e o dominio de F € todo o R?, que é conexo. Além
disto, perceba que a curva

y(t) = (cos®t,sen’t), 0 < t < 27
€ fechada, dado que

7(0) = (1,0) = ~(2m)

Assim, usando o Teorema de Green, seque-se que

/2xcosydx—x2senydy = // rot F dx dy
¥ K

=0

onde K € o conjunto que compreende o interior de
curva vy. |

Exercicio 2 Desejamos calcular a integral
= /(6:1: +y)dx + (y + 2z)dy
~

Como o campo vetorial
F(z,y) = (6z +y)i+ (y+27)j

estd definido para qualquer (z,y) € R2, ou seja, o

dominio de F é um conjunto conexo, e a curva v é

fechada, podemos aplicar o Teorema de Green e

concluir que

I://K [5(1/;;2%)_3(6;;@ dr dy
z//K(2—1)dmdy
z/dedy

= Area(K)

onde K € o interior da curva v, ou seja K € um
circulo de raio 2. Logo

/(G:c +y)dz + (y + 22)dy = 4n
.

Exercicio 3 Uma parametrizacao simples para a
superficie em questdo é

rT=u
p:e y=v , (u,v) € K
1
z=3 (u2 - 21})
onde o conjunto K, pode ser descrito como
0<u<?2
K:
0<v<3u

Portanto, a drea desta superficie, pode ser calculada
pela sequinte integral

A:/Lds
Lo



Usando a parametrizacao de ¢, temos que

9

5 = (1,0,u)

dp
% = (0,1,—1)

Ogaxago

% % = (—U,].,l)

J52 <o) - v
ou seja,

A:/ VuZ +2dudv
K
2 3u
z/ VuZ+2dvdu
0 Jo

2
3uv/u? 4+ 2du
0

=6v6 —2v2
n

Exercicio 4 Como trata-se do fluro externo através
da fronteira de uma regido fechada do R? e como o
campo vetorial

F(z,y,2) = 2%i—2zyj+ 3zzk

estd definido em todo o R?, podemos usar o Teorema
da Divergéncia de Gauss e, concluir que o fluxo
procurado serd dado por

/AF.ndS//Adidezdydz (1)

onde ¢ € a porcdo da esfera x> +y% + 22 < 4 que estd
no primeiro octante e € o interior de ¢. Usando
coordenadas esféricas, podemos descrever o conjunto
Q da seguinte forma
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sendo

T = psen p cos
y = psen psenf
Z = pcos¢

oz, y, z)
A(p,0,¢)

Assim, voltando d equagao (1), teremos

//F'nds:/// (22 — 2z + 3z) dx dy dz
® Q
2r50%
:/// 3(psen o cos 0) p*sen pdfdpdp
0JoJo
2 05 3
= 3/ / / pPsen?p cos @ df dy dp
0o Jo Jo
2 r3 z
= 3/ / pPsen?(psen 0
0 Jo 0
2 r3
= 3/ / pisen?p dp dp
0 Jo
1 —cos2
_3/ / ( cos <p> dodp
307, 1 2
= — — —8 2
o], ()|

= pZseng

dodp

Exercicio 5 Observe inicialmente que a por¢do do
plano
r+y+z=1



que estd no primeiro octante, pode ser parametrizada
da sequinte maneira

onde
0<u<l1
K
0<v<l—u
Logo,
dp
— =(1,0,-1
)
dp
— =(0,1,—1
90—\ )

op O¢

— x —=(1,1,1

50 <5y — (bL1)
Além disso, sendo

F(z,y,2) =yi+azj+2°k
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ey a curva que delimita a fronteira do triangulo dado
em questao, ou seja, da superficie @, seque-se, usando
o Teorema de Stokes, que

/F-ch://rotF~nds
2l ®

://K(—x,o,z— 1) (1,1, dudo

1 1—u
= / / (—,0,—u—v) - (1,1, 1)dv du
0 JO

1 pl—u
= / / (—2u —v) dvdu
0 Jo
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Problema 1 Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos x +2y—+z = 2, x = 2y,

r=0ez=0.
///a:ex2+y2+z2dx dy dz
Q

onde Q € a porcao da esfera x* + y* + 22 < 1 que fica no primeiro octante.

/E-d”y
v

xi—+ yj
3
(ZL‘2 + y2)2

Problema 2 Calcule a integral

Problema 3 Calcule a integral

onde
E(z,y) =

y(t) = (t,1—tY, —1<t<1
Problema 4 Calcule
/xe%dx + (2" +22°y°) dy

v
onde v é a fronteira da regido entre os circulos 22 +1y?> =1 e 22 + 1y? = 4.

Problema 5 Calcule
/ / rotF -nds

F(z,y,2) =zzi+yzj+ayk

onde

e o é a por¢ao da esfera x* +y? + 2% = 4 que estd dentro do cilindro > +y*> =1 e acima do
plano xy. O vetor n representa o vetor normal que aponta na direcdo externa da superficie
0.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Apds realizarmos um  esboco do
tetraedro em questao, concluimos que seu volume

€ dado por
V:// (2—xz—2y)dxdy
K
onde
0<z<1
e T,z
2 =V="7
Ou seja
2—x

Exercicio 2 Desejamos calcular

= / / / ze® TV 4y dy dz
Q

Usando coordenadas esféricas
T = psen p cos
o:4 y=psenpsend
Z = pcos¢y

cujo jacobiano € dado por

‘m%%@
A(p, 0, )

o conjunto dado, neste referencial, pode ser descrito

= p?seng

como
0<p<1
T
92: nggi
T
0<0<—
-~ 2
Assim

Loy 3
I= / / / P Sen  cos GePQpQSengadG dedp
0oJo Jo

L ory r3
:/ / / p36p2sen2g00050d0 dedp
0oJo Jo
1z )
:/ / pPef sen®psen f
0o Jo
LrE 3 0% a2
:/ / p el sen“p dpdp
0o Jo
Lz 2 (1 —cos2¢p
:// ple? (2 )tpdcpdp
0o Jo
1/1 3 2( sen2g0)‘72r
=5/ re’ {e— dp
2/ 2 0

1
™ 3p2
== pe’dp
4/0

z
dedp
0

T
8

Exercicio 3 Observe que

E(l‘,y) = P(l‘,y)i + Q(Jﬂ,y)j

onde

X
Pla,y) = ——
(z,y) ot g
€
Qz,y) = ?

3
2

(z% +y?)



e, além disto, perceba que

e opP
RotE = %(xvy) aiy(xvy)

-3 3
_ Ty zy
(22 +y?)

(22 +y2)? 3
=0

Disto  seque-se que o campo wvetorial E serd
conservativo em qualquer conjunto Q € R? onde
(0,0) ¢ Q. Assim, a integral que desejamos calcular
€ independente de caminho. Portanto escolheremos
outro caminho que tenha os mesmos ponto de inicio
e final da curva . Para isto considere a curva

z(t) = cost
Yo : s <t<2m
y(t) = sent

Portanto, seque-se que

/E'dfy:/ E - dys
Y Y2
2T
= [ Bea0)
2m
:/ E(cost,sent) - (—sent, cost) dt

2m
:/ (cost,sent) (—sent,cost) dt
T

1
:/Odt
0

=0
]

Exercicio 4 Usando o Teorema de Green, temos
que

I= /xe_% dx + (z* 4 222y?) dy
¥

= //K [gc(x‘l + 22%y?) —
= //Kzlx(xZ + %) dx dy

onde

(%(xe_%”) dx dy

K:{(m,y)€R2|1§x2+y2§4}

Gabarito Prova Final

Usando coordenadas polares,

x =rcosf
y = rsent
temos que
I =r

e, o conjunto K serd transformado no conjunto

, J 0<o0<L2n
K { 1<r<2

Portanto

I:// da(x? + y?)dx dy
K
:// 4r cos O r3r dr do
2m  p2
:/ /4C0897’4d7'd9
o J1

=0
]

Exercicio 5 O teorema de Stokes enuncia que

/F-dfy://rotF-nds
¥ o

onde, em nosso caso, o € a por¢cdio da esfera
224y +22=4 que estd dentro do cilidro % + y? =
1. Uma parametrizagcao possivel para a curva que
consiste da fronteira de o seriA

xr = cost
v: y =sent

z=1/3

0<t<or

Portanto

//rotF-nds:/F-d'y
o ¥
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//2y—|—x
QY — 2x

onde Q0 € o trapézio delimitado pelos pontos (—1,0),(—2,0),(0,4) e (0,2).

Problema 1 Calcule a integral

Problema 2 Calcule as integrais:

1 4
a). //edeydx;
0 J4z
2
b). // cos(z?)dz dy.
03

Problema 3 Calcule o volume do solido delimitado pelos planos z =z, y=x, x +y=2 ¢
z=0.

Problema 4 Calcule o volume da regido do espaco que estd dentro da esfera x?+1y*+2% = 16
e fora do cilindro x* + y? = 4.

Problema 5 Determine o centro de massa da lamina que tem a forma da regiao no primeiro
quadrante, do disco * + y* < 1, cuja densidade em cada ponto (x,y) é diretamente
proporcional a distancia deste ponto ao eixo x.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Desejamos calcular a integral e, disto seque-se que
2 1
Ytz // y—l—x :// Y2 dudv
// dz dy Qy—2$ Q,Ud
ol — 2z
onde Q € o trapézio esbocado na figura abaizo B 1/4/2vudu d
5 2 _% v
1 4 9212v
=5 / 5l &
2 4V
1t v
== (40— 7) d
10 /, ( )
4
3
= — 1)2
16 5
Para isto, considere a sequinte mudanca de varidveis
9
u — 20 T4
u=2y+uw = [ |
gt 2 , .
V=1 — 2 )= 2u + v Exercicio 2
5 a). Desejamos calcular a integral
cujo jacobiano € dado por /1/4e—y2dy d
0 J4x
1J] I(z,y) _ 1 Para isto, observe que o dominio de integra¢ao
0(u,v) 5 é

e, neste novo sistema de coordenadas,

o conjunto Q)

torna-se

A
4

) N S AN

U= 2uc ! L «

=T A

\f‘—’ \}':—z- (

{ {

< o & AL
v

0<zr<l1
Q:
dr <y<4
cujo grdfico pode ser esbogado da seguinte
maneira
't 4
4 7] N

)
.
n¥



Observe porém, que o conjunto ) pode também
ser descrito da sequinte maneira

OSmS%
Q:
0<y<4

Ou seja,

1 4 4 p4
.2 a2
//eydyd:c://eydxdy
0 Jaz 0o Jo
4 2
:/ eV
0

I
= Z/ ye ¥ dy
0

IN'S

dy
0

4
- ,leﬂf
8 0
— =)

b). Desejamos agora, calcular a sequinte integral

2 1
/ / cos (CU2) dx dy
03

De modo semelhante ao que foi feito no item
anterior, observe que o dominio de integra¢do
€ o conjunto

3“ %zlx
2 - ——
Z
&
7
© 4 x

Gabarito 12 Prova

Observe que o conjunto 0 pode também ser
descrito na forma

=senl

Exercicio 3 FEsbocando o sélido em questao, temos
a sequinte figura

ERY

donde seque-se que o volume procurado € dado por

V=[] sy



onde

ou seja,

Exercicio 4 FEsbo¢cando
problema, obtemos a sequinte figura

/ai

&)

Gabarito 12 Prova

seque-se portanto, que o volume V deste solido € dado

por
v-/ /Q f(a,y)do dy

onde § € o conjuntos dos pontos (x,y) tais que

4§x2+y2§16

f(z,y) = 2¢/16 — 22 — o2

Usando coordenadas polares, tome

x =rcosf
y =rsenf
cujo jacobiano é
|J| =r

e, neste sistema de coordenadas, o conjunto £}
torna-se

Q- 0<6<2r
2 2<r<4

Logo,

V://2\/16—x2—y2dmdy
Q

= // 2rv/16 — r2dr df
Qo
2m  pd
= / / 2r\/ 16 — r2dr do
o J2

do

27
163 / do
0

= 3231

Exercicio 5 Observe que a lamina que tem a forma
da regido no primeiro quadrante, do disco x> +1y? <1



possui o sequinte esbogo

¢4

Sendo a densidade dessa lamina em cada ponto (z,y)
diretamente proporcional a distancia deste ponto ao
eiro x, ou seja

6(z,y) = ky

sua massa serd dada por

M= //96(:57y)dxdy

Usando coordenadas polares, ou seja

x =rcosf
y=rsenf
cujo jacobiano €
|| =7

o conjunto ), neste sistema de coordenadas, torna-se

T

0<o< =

QQZ - -2
0<r<i1

M:// krsenfrdrdd
Qo
T
= k‘/ / r2sen @ dr df
o Jo

Portanto,

Gabarito 12 Prova

E, o centro de massa, serd (x.,y.) onde

1
S M//Qxé(x,y)dx dy
= §// kxydx dy
kJJa

= 3// r cos Or sen 0 rdr df
Qo

T
= 3/2/ r3sen Ocos 0 dr db
o Jo

1

do
0

™

3 (3
= 7/ sen fcos 0 rt
4./o

= %/zsen9c0s9d0

0

1
Yo = M//ﬂyts(:c,y)dxdy
_3 2
—E//Qky dx dy
:3// r2sen? 0 rdr do
Qo
A
:3/ /r3sen29drd0
o Jo

3%, 3
== 0do ="
4/0 Set 16

Assim, concluimos que o centro de massa é o ponto

3 37
(8,16) n
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Problema 1 Calcule a integral

///\/x+y\3/a:+2y— zdx dydz
Q

onde Q €aregiaol <x4+y<2,0<r+2y—2<1e0<2<1.

Problema 2 Calcule as integrais:

Vi-z? 1— z2 3
a). // / xﬂ’“)dzdydx;
-1
\/4 y? \/8 z2—y2
b). // / 22dz dx dy
2+y

Problema 3 Considere o cilindro homogéneo

(r—a)l+y*<a®,0<z<h

onde a e h sao numeros reias positivos. Calcule seu momento de inércia em rela¢do a reta
r=a,y=0.

Problema 4 Determine o trabalho realizado pelo campo de forca
F(z,y) = 2% + yej
em uma particula que se move sobre a pardbola x = y*> + 1 do ponto (1,0) ao ponto (2,1).
Problema 5 Determine a massa de um arame com formato da hélice
v(t) = (t,cost,sent), 0 <t < 2w
sendo sua densidade em qualquer ponto igual ao quadrado da distancia deste ponto a origem.

Boa Sorte!
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. ) ) 2 41
Exercicio 1 Desejamos calcular a integral _ / Vi odv du

1 Jo
I= /// Vr+yyr+2y— zdxdydz
@ 2 1
3 4
Para isto, considere a sequinte mudanca de varidveis = L Z\/ﬁw o du
u=x+vy
-1 23
T v=oc+2y—z :/Z\/ﬂdu
w=z '
Observe que 1 s)?
= —uz2
2 1
r=2u—v—w
© y=—-ut+v+w 1 1
— 5 (VE-1)=va-
z=w 2

cugjo jacobiano € dado por

9(z,y)
A(u,v)

e, neste referencial, o conjunto

1 pVI—a2 py/1—22—y2 3
1<z4+y<2 A:/ / / ! e_(rz"'yz“’zz)gdzdydx
a:d 0<aroy-z<1 ~1Jo 0

Exercicio 2

=[]

a). Desejamos calcular a integral

0<z<1 Para isto, observe que o dominio de integracdo é
torna-se —l<z<l1
<u<
l<u<?2 Q:{ 0<y<V1I—2a2
Qs : 0<v<l1
2 SUS 0<z</1—-a%—y?
0<w<1

cujo grafico pode ser esbocado da sequinte maneira

I://QQ\/E\‘*/Eﬂdudvdw ¥ 8=m

:/12/01/01\/E%dwdvdu :

[ e

Portanto, seque-se que

1
dv du
0



Usando coordenadas esféricas, ou seja
x = psen pcosf
y = psensen
Z = pcosy

cujo jacobiano € dado por

ﬁ(x,y,z) 2
J| = |77——=|=psenyp
) ’5(/)79,@)
O congunto Q) torna-se
0<r<i
Qy: OSwSE
2
0<o<mr

e disto, seque-se que

T opm 5 5.3
Ai///eWVUMMMp
o Jo Jo
1 T % 3
:/ / / e " p*senpdypdf dp
o Jo Jo
1 T 3
:/ / —e " p*cosp
o Jo
1 ™ 3
:/ / e~ p?dh dp
o Jo
1 3 ™
:/ e P p%0| dp
0 0

1 .
= 7r/ 67’”3p2dp
0

9 dp
0

I
wly
7 N\
—

\
|~
~

O

b). Desejamos agora, calcular a sequinte integral
2 py/A—y? p/8—x22—y2
B = / / / 22dz dx dy

0 Jo

e, o dominio de integracao, neste caso € o conjunto

0<z<\/4—y?

Q: 0<y<2

/$2+y2§2'§ /8—332—3/2

Gabarito 22 Prova

cujo esboco € dado pela sequinte figura

Usando coordenadas esféricas, ou seja

T = psen  cos
y = psen psen

Z = pCcos¢y
cujo jacobiano € dado por

(z,y,2)

J pu— —_—
o ‘3(07%@

‘ = p’sen

~

o conjunto ), neste referencial, torna-se

Assim, seque-se que

i3 Ve
B:/ / / p*cos® o | J| dpdf dyp
o Jo Jo



53 V8
= / / / pt cos? psen @ dpdh do
o Jo Jo
V8
df dy

iors 2 P5
:/ / cos” psen p —
o Jo 9 g

128v2 (5 [
= \f/ / cos? psen @ df dyp
5 Jo Jo

2

de
0

128v/27 /1 )
= cos” psen p 0
10 0

647/2 /1 )
=5 cos” psen ¢ dp
0

1

6472 3
COS
15 14

0

_ 6472 [ 1—2v2
T 15 22

:312—;(2\@—1)

Exercicio 3 Um esbogo possivel para o sdlido em
questdo € dado na figura abaizo

%)

%

>
- N

- s

d

« |/ 5

2
(,(_.A_)+‘1 - A

A distancia de um ponto qualquer (z,y,z) € R3 a
reta x = a, y =0, € dada por

r=+/(x —a)+y>?

e, o momento de inércia procurado € entao

1= ///r26dxdydz
Q

Gabarito 22 Prova

onde 6(z,y,z) = k, k € R, € a densidade do sdlido
dado.

Usando coordenadas cilindricas com centro no
ponto (a,0,0), ou seja

r=a+ pcosf
y = psenf
z=2z
cujo jacobiano é
|l =r

o conjunto ) torna-se

Portanto

I:// P’k |J| drdfdz
Qo
27 h a
:/ / /k:pgdpdde
0 0 0
27 h 4 |@
:/ / K| dzdo
0 0 4 0
4 27 h
:ki/ / dz df
4 0 0

h

do
0

k4 27
_ ah/ 0
4 0

B kma*h
2

ka4 2m
= — z

4 Jo

Exercicio 4 O trecho da pardbola * = y?> + 1 do
ponto (1,0) ao ponto (2,1) pode ser parametrizado
da sequinte forma



e o trabalho em questao, é dado por

T:/F-dv
g

F(z,y) = 2°i + ye’j

onde

ou seja,

r= [ Faw)- o
= /lF(t2 +1,t) - (2t,1) dt
0
- /1 ((t2 +1)%, tet2+1) S(2t,1) dt
0

1
20 (2 +1)" + te™ ] @t

Il
S~

e2

5~

N o
Wl

Exercicio 5 Sendo a parametriza¢ao da hélice, dada
por

Gabarito 22 Prova

e, a densidade em qualquer ponto deste arame o
quadrado da distancia do ponto a origem, ou seja de
densidade homogénea

§(z,y,2) =a° +y* + 2

teremos, que sua massa, €

M= L 5z, y)ds

2

=, S(v() IV (@)l dt

= /27r (t* +1) v2dt
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Problema 1 Culcule a integral

yg(;c +y)dx + (y + 2°) dy

Y

onde v € a fronteira da regido entre os circulos x> +y?> =1 e 2> + y*> = 4.

/F~dfy
ol

F(x,y) = e cosyi— e“senyj

Problema 2 Calcule a integral

onde

ey € o segmento da reta 3x + 4y = 12 do ponto que corresponde a intersecao com o eixo y
ao ponto de intersecao com o eizo x.

1
Problema 3 Cualcule a drea do paraboloide z = 5 (22 + y?) abaizo do plano z = 4.

Problema 4 Calcule o fluxo do campo vetorial
F(z,y,2) =i+j+k

através da regidao do cone z = \/x? + y? entre os planos z = 1 e z = 2, orientada por vetores

normais para baixo.
// rot F-ndS

2
onde F(x,y,2) = yi+xj+ 22k e 0 é a regidgo da superficie 2 = x +y+ 2 com x* + yz <1

Problema 5 Cualcule

e vetor normal apontando para baizxo.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere e disto segue-se que

2 p2

Iz&é(x—l—y)dx—i—(y—l-xQ)dy I:/ /(2rcos€—1)rdrd9
v 0o J1

Observe na figura abaizo que a curva -y e o conjunto () 2m /o9 5 1, 2
que consiste no interior de 7y, obedecem as condigoes = / <37" cosf — 57" > do
necessdrias ao uso do Teorema de Green. 0 1

21

14 3
4 = —cosf — = | db
% /0 (3 cos 2)
14 3\ |
/ = (senH — 9)
0 /_ 2z 2 3 2/
/ = 37
|
E assim, usando-o, teremos que Exercicio 2 Sabemos que
F(z,y) = e cosyi— e"senyj
I= // (2x — 1) dzdy
2 Observe que,

Onde Q € o conjunto de todos os (z,y) tais que d(—e"seny) 9 (e® cosy)
1 < 22 4 y? < 4. Usando coordenadas polares rot F'(x,y) = o - Ay

x =rcosf
y =rsenf
cugjo jacobiano € dado por

I(z,y)
a(r,0)

J|=\

-

o conjunto ) torna-se

1<r<2
QQI
0<0<2r

= —e%seny + e”seny
=0
e além disso
Dy = R? (simplesmente conexo)

Portanto F é um campo conservativo em R? e, com
isto, a integral que desejamos calcular € independente
do caminho. Considere entdo o caminho

Y=71U2



2
¢
3
¥
A
ol ¥ 4 £2
onde
r=0
71 ;0<t<3
y=3-1
r=t
Y2 ;0<t<4
y=0
Logo

- / F (1 (£)) ] (£)dt + / F (a(t)) 4 (1)t

3 4
:/fmg—w«q—nﬁf/me(Lmﬁ
0 0

3 4
:/ sen(Sft)dtJr/ eldt
0 0

3
+ €
0

4
=e* — cos3
0

= cos(3 — )

Exercicio 3 Realizando um esbogo da superficie em
questao temos a sequinte figura

Gabarito 32 Prova

Uma parametrizagdo possivel desta superficie € dada
por

T=u
o Y= cu? 402 <8
————

z:%(u2+v2) Q

e, sua drea pode ser obtida através da sequinte integral

A://gdS

Oo

://Q 0 X g—z du dv
Observe porém que
% = (1,0,u)
% o1
Z—Z X g—g = (—u,—v,1)
HgngZ =vu2+v2+1

ou seja

A://\/u2+v2+1dudv
Q

Usando coordenadas polares
u =rcosf
v =rsen
cujo jacobiano € dado por

O(u,v)
a(r,0)

=T

|J|=]

o conjunto ) torna-se

_{03r§¢8

"l o<o<on



e disto seque-se que

27 \/g
A:/ / ry/r? + 1dr df
o Jo

27\' 91
:/ /f\/ﬁdwde
o )12

271'1

0

Exercicio 4 Um esbogo possivel da superficie em
questdo € dado pela figura abaizo

L

e, uma parametrizacdo possivel para esta superficie é

Observe que

o707 _(

—u —v
= 1
auxav VuZ + 02 VuZ +02’ >
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Como estamos interessados no wvetor normal que
aponta para baizo (componente z negativa), seque-se

que
g
| 3;’ A

n—=—

e assim, seque-se que

//UF'ndS://QF(J(u v
_ //QF(U(u,v))- (gj x ZD dudv
-G

Usando coordenadas polares, ou seja
u =rcosf
{ v=rsend
cujo jacobiano € dado por

| 0(u,v)
1=|365

30 Oo

9 6 du dv

u—+v

du dv
VuZ + o2 2

o conjunto  torna-se

1<r<2
QQZ
0<60<2r

e com 1isto, temos que

//F.ndsz// (Tcosﬁrsen@_l)rdrd(,
g Qz r

2 r27m
:// (rcos@ +rsen —r)dfdr

27

dr

2
z/ (rsenf —rcosf —rf)
1 0

2
:/ — 2mrdr
1

= 37



Exercicio 5 A curva correspondente a fronteira da
superficie em questao (orientada no sentido contrdrio
ao que queremos) pode ser parametrizada da sequinte
maneira

x(t) = cost
I':< y(t) =2sent
z(t) = cost + 2sent + 2

e, usando o Teorema de Stokes, seque-se que

//rotF~ndS:—/F~dF
o T

,0<t<2m

27
= —/ (3cos®tsent+2cost(l —sent)
0

+8cos?®t — 4sentcost — 2) dt

= —Ar

O
(Outro modo de se resolver este exercicio)
Uma parametrizacao possivel para a supérficie em
questao seria

r=u
02
o Yy=v ; u? + T <1
z=u+v+2 Q
Observe que
Oo
— =(1,0,1
= (0)
oo
— =(0,1,1
90— )
do  Oo
— X — =(—-1,-1,1
50 < gy — L1
Como estamos interessados mno wvetor normal

apontando para bairo segque-se que

do do
n— —ov " bu
155 < 52l
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Observe, que, sendo
F(x,y,2) = yi+ zj+ a2k

teremos

rot F(z,y, z) = —2zj

e, disto seque-se que

0o 0o
//UrotF ‘ndS = /éOt F(o(u,v))- ((%xau) du dv

= //(0,—u—v—2, 0)-(1,1,-1)dudv
Q

= //Q(—u—v—2)dudv

Usando coordenadas polares,
U =r71cosf
v = 2rsenf

cujo jacobiano € dado por

0(u,v)
= = 2
7 ’ oro)|
o conjunto ) torna-se
0<r<i1
QQ .
0<60<2r

e com 1isto, temos que

//rotF ‘ndS = //(frcos972rsen072)|[]|dr do
o Q2

127
://(72r2cos074r256n974r)d0dr
0Jo

1 27
= / (—2r25en9 + 4r2cos 6 — 47"9) dr
0

0
1
:/ — 8mrdr
0

= —4n
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Problema 1 Calcule as integrais

1 2
a). / / ¥’ dy du;
0 J2zx

2 4
b). / / y cos (2%) dx dy.
0 Jy2?

Problema 2 Calcule o volume do sélido limitado pelo cilindro x* + 2% = 4 e pelos planos
y=—-ley+z=4.

Problema 3 Calcule a integral
yngdex + zy dy

5
onde vy consiste do arco da pardbola y = x* do ponto (0,0) ao ponto (1,1) e dos segmentos
de reta do ponto (1,1) ao ponto (0,1) e do ponto (0,1) ao ponto (0,0).

Problema 4 Calcule o fluxo do campo vetorial
F(z,y,z) =6xi+3yj+2xk

através da fronteira do tetraedro de vértices (0,0,0),(3,0,0),(0,1,0) e (0,0,2).(Considere o
vetor normal apontando para fora do tetraedro).

/F~d7
v

F(x,y,2) =2%zi+2y*j + 2°k

Problema 5 Cualcule

onde

e v € a intersecao do plano v+ vy + 2z = 1 com o cilindro > + y*> = 9 com orientacio no
sentido anti-hordrio quando visto de cima.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Portanto
12 2 4
/ / eY dydx:/ / e¥ dxdy
0 J2z 0 Jo
a). Desejamos calcular a integral 5 ¥
= / eV dy
0 0
12
/ / eV dydx 2y
0 Jozx = Ze¥ dy
|3
Para isto, observe que o dominio de integracdo é 2|2
e
T4
0
0<z<1
Q: 64 -1
20 <y <2 =7
O

cujo grafico pode ser esbocado da sequinte maneira

o \

20 =y

Observe que o conjunto ) também pode ser expresso
da sequinte forma

o<

0<y<2

b). Desejamos agora, calcular a integral

2 4
/ / 1 COS (932) dx dy
0 Jy2

Observe, no entanto, que seu dominio de integra¢do

€ dado por
y? <z <4
Q:
0<y<2

que estd esbocado na sequinte figura

yA )
2 i
Q
0 TG

Disto seque-se que ) também pode ser expresso da
seguinte maneira

0<x<4

Q:
0<y<yz



Ou seja,
2 4 4z
/ / 1 COS (:102) dxdy = / 1y COS (x2) dy dx
0 Jy2 o Jo
4,9 e
= L oS (m2) dx
0 2 0

~sen (22) [
- ==
0
_ sen (16)
T4

Exercicio 2 Realizando wm esbo¢o do sdélido em
questdo, obtemos a sequinte figura

\/
)

y+z=4

Portanto, o volume procurado € dado por

V= ///dedydz

Usando coordenadas cilindricas, ou seja
x =rcosf
y=y
z =rsenf

cujo jacobiano e
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o solido em questao pode ser expresso, neste movo
referencial, por

—1<y<4—rsenf

Portanto,

2 2w pd—rsenf
V:// / rdy df dr
o Jo -1
2 o7 4—rsenf
LA
0 JO -1

de dr
2 pr2m
:// r(4—rsenf +1)dfdr
0 Jo

2

dr
0

2
= / (5r0 4 r cos §)
0

2
= / 107r dr
0

= 57r7"2|§

=207

|
(Outro modo): Perceba que o sdlido em questio
trata-se de um cilindro cortado obliquamente. Desta
forma, se colocarmos dois deles formando um maior,
conforme a figura abaixo

figure

teremos um cilindro com o dobro do wvolume que
desejamos encontrar. Ou seja

(Area da base)(Alturamenor + Altura maior)
2

Ar (34 7)
2

= 207



Exercicio 3 Desejamos calcular
I= ¢x2y2dx + xydy
gl

Realizando um esboco da regidgo delimitada pelas
curvas dadas, obtemos a sequinte figura

yﬂ

1 <

Como trata-se de uma curva fechada, o Teorema de
Green nos garante que

I= //Q [aax (zy) — gy (z°y?) | dz dy

onde
0<zx<1
Q:
2 <y<1
Ou seja
11
1= (y—2:c2y) dy dz
0 Jz?
1,2 1
= v —2%y?| dx
0 2 x2

RS N
2 3 10 7
_ 2
T 105

Exercicio 4 Observe que a regiao dada possui o

Gabarito Prova Final

sequinte esboco

Q

Desta forma, segue-se que o fluro que desejamos

calcular serd
T = //F -ndS

Como se trata de uma regido fechada, o Teorema da
Divergéncia nos garante que

[P onas = [|] aveizay:
0
:///9(6+3)dxdydz
=9 [|] dvaya:

= 9 Volume(Q)

Como  é um tetraedro, seque-se que

13-1
F. d = —72:
//U ndS 93 3 9



Exercicio 5 Realizando um esbo¢o da regiao em
questdo obtemos a sequinte figura

z A

2 +y? =9 \
\*

r+y+z=1

<v

Observe que
rot F = (0,22, %)

e a superficie o em questdo, pode ser parametrizada
da sequinte forma

rT=u
o Y= u+02 <9
——
Q
z=1—u—vw
Ou seja
do
— =(1,0,—-1
= (1,0,-1)
do
—=(0,1,-1
= (0.1,-1)
‘ do
o o
— x — =(1,1,1
50 < 90— L1
Logo,
1,1,1
ERNRRY
(1,1, 1)]]

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

§1§ F-dF://rotF-ndS
N o
(1,1,1)

://QrotF(a(u,v))- 7

V3du dv

://rotF(u7v,l—u—U)~(Ll,l)dudv
Q

://Q(o,u?,v2)(1,1,1)dudu

= //Q (v +v*) dudv
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Usando coordenadas polares, ou seja
x =rcosf

y = rsent

cujo jacobiano €

O conjunto €1, neste referencial, torna-se

0<r<3
QQI
0<6<2r

e disto, seque-se que

3 2
56 F-dl :/ / r2rdf dr
I 0 0

2m

dr
0
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Problema 1 Calcule a integral

1
//( :L‘—2y+—y2)dxdy
Q 4

onde Q0 € o triangulo delimitado pelos pontos (0,0), (4,0) e (4,2).

Problema 2 Calcule as integrais:

2 2
a). //ZyQSen(xy)dyda:;
0 Jzx

b).//senydydx.
0 x Yy

Problema 3 Calcule o volume do da regido do sélido delimitado pelo cilindro 2> +y* =1 e
pelos planos y = z, x =0, z = 0, que esta no primeiro octante.

Problema 4 Calcule o volume da regido do espaco que estd dentro do cilindro x + y* = 4
e dentro do elipsdide 4x* + 4y* + 2* = 64.

Problema 5 Determine o centro de massa da lamina que tem a forma da regiao no primeiro
quadrante, do disco x* + y* < 1, cuja densidade em cada ponto (x,y) € diretamente
proporcional a distancia deste ponto a origem.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Desejamos calcular a integral e, disto seque-se que
1 I / / <\f + ! 2) dud
= u—+ -v u dv
I://Q (,/x—2y+4y2>dxdy % 4
5 i ; 4 pigt 1
onde € € o triangulo esbocado na figura abaixo _ / / (\/ﬂ—i— v2> dv du
o Jo 4
%J % 4—u
T 7 4 1 .7z
= / Vuv + —v® dv du
- /4 u3+u2 UL o u3+2 J
% = ——+ = — = u?2 — — + = | du
0 9% 8 2 2 3

Para isto, considere a sequinte mudanca de varidveis 74

15

u=x—2y rT=u+2v
1 |
$ o <P )
v=y y=v

Exercicio 2

cujo jacobiano € dado por a). Desejamos calcular a integral

2 2
= =1 I = 2°%s
|J] '8(u,v)‘ /o /;,; y“sen(xy) dy dx

Para isto, observe que o dominio de integragao

e

cujo grdfico pode ser esbogado da seguinte
maneira

%I

2 4
—— }:1—
i,

»Y

i
|
!
|
[
;
z




Observe porém, que o conjunto ) pode também
ser descrito da sequinte maneira

0<z<y
Q:
0<y<2

2 ry
/ / 2y%sen(xy) dx dy
0 Jo

Y
dy
0

Ou seja,

~
I

2
= —/ 2y cos(zy)
0

2
= —/0 2y [cos(yz) — 1] dy

2

— sen(y®) +y”

0

=4 —sen4
O

b). Desejamos agora, calcular a sequinte integral

/ / senydydz
0 Jzx Yy

De modo semelhante ao que foi feito no item
anterior, observe que o dominio de integracao
€ o conjunto

0<z<m
Q:
r<y<m

cujo esbogo € dado pela sequinte figura

¢t
v;@27~‘r¢

1]

|

|

|

1

|

. ool
™ Z

Observe que o conjunto ) pode também ser
descrito na forma

0<z<y
Q:
0<y<m
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Assim,

T T T ry
// Senydydas:/ / Senydacdy
o Jz Y oJo Y
/”Seny Y
= T
o Y

dy
Tseny
=1/ ydy
0 Yy

0
= —cosy

Exercicio 3 FEsbocando o sélido em questao, temos
a sequinte figura

A /3 sa

>

/_n{/ 71 >
/4

V4 11"_3,2:_5_
/.

donde seque-se que o volume procurado € dado por

v-/ /Q f (o, y)do dy

onde Q € o conjunto dos pontos (x,y) tais que
x2+y2§1 comx>0ey>0e

flz,y) =y

Usando coordenadas polares, tome

x =rcosf
y = rsenf
cujo jacobiano é
I =r



e, neste sistema de coordenadas, o conjunto 2
torna-se

QQZ

:// rsenfrdrdf
Qo
T
:/ /r2sen0drd0
o Jo

Exercicio 4 Esbocando o sdolido descrito  no
problema, obtemos a sequinte figura

t%

7 llyq

|

oF y

N

seque-se portanto, que o volume V deste solido € dado

por
v-/ /Q f(@,y)da dy
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onde §) € o conjuntos dos pontos (x,y) tais que

cujo jacobiano é

2?2 49% <4

flz,y) = 24/64 — 422 — 4y

=24/4(16 — 22 — y?)
=44/16 — 22 — 32

Usando coordenadas polares, tome

x =rcosf
y =rsenf
|| =r

e, neste sistema de coordenadas, o conjunto £}

torna-se

Logo,

QQI

V://4 16 — 22 — y2dx dy
Q

= // 4r+/16 — r2dr db
Qo

21 p2
/ / 4r+/16 — r2dr dO
o Jo

2
- (32v3- 2

512
S
3

6473




Exercicio 5 Observe que a lamina que tem a forma
da regido no primeiro quadrante, do disco x> +1y* <1
possui o sequinte esbogo

§ 4

Sendo a densidade dessa laimina em cada ponto (x,y)
diretamente proporcional o distancia deste ponto a
origem, ou Seja

5z, y) = ky/22 + 12

sua massa serd dada por

M = //Qé(x7y)dxdy

Usando coordenadas polares, ou seja

x =rcosf
y =rsenf
cugjo jacobiano €
|| =r

o conjunto ), neste sistema de coordenadas, torna-se

T
<0< —
QQZ 0_0_2
0<r<i
M:// kr2drdo
Qo
z
:k/ /r2drd0
0 0

Portanto,

Il
w7
S—
[SE]
QU
e
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E, o centro de massa, serd (x.,y.) onde

1
Te = M//ﬁx&(x,y)dxdy

= £// kx+/x2 + y2dx dy
kﬂ' Q
6 2

= — rcos@rdrdf
T™JJQs
6 [2 [

= f/ / r3cos O dr do
T™Jo Jo

1

6 [= a9

= — cosOrt
471' 0

= % sen 6

1
Yo = M//Qw(af,y)dxdy

= E// ky+/ 22 + y2dx dy
]f?T Q
6 2

= — rsenfredr df
™ Qo
6 [ [

= 7/ / r3sen @ dr df
T™Jo Jo

1

Pl
= — senfrt| do
47T 0 0

= E/zsenﬂd@
47T 0
T3
= —— 9 = —
47 €08 0 2

concluimos, com isto, que o centro de massa da

3 3
lamina dada é o ponto | —, — ). |
2m’ 21w
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Problema 1 Calcule a integral

///\/x+y\3/x+2y — zdx dydz
Q

onde Y éaregigcol <x+y<20<zr4+2y—2<1le0<z<1.

Problema 2 Calcule as integrais:

0 WIS pa—ad g
a). / / / 2?dz dy dz (a > 0);
0 Jo 0

3 \/9—y2 \/9—z2—y2
b). / / Va2 +y?+ 22dzdx dy.
—3J—y/9-y2J) —{ /9222

Problema 3 Considere o cilindro homogéneo

(z—a)l+y"<a*>,0<2<h

onde a e h sao numeros reias positivos. Calcule seu momento de inércia em relagdo ao eixo
Oz.

Problema 4 Determine o trabalho realizado pelo campo de forca
F(z,y) = 2% + yej
em uma particula que se move sobre a pardbola x = y* + 1 do ponto (1,0) ao ponto (2,1).

Problema 5 Um areme fino é entortado no formato da semicircunferéncia x* + y? = 4,
x > 0. Se a densidade linear for uma constante k, determine a massa e o centro de massa
do arame.

Boa Sorte!
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. ) ) 2 41
Exercicio 1 Desejamos calcular a integral _ / / Vi odv du
1 Jo
I= ///\/x+y\3/x+2y— zdx dy dz
@ 2 1
3 4
Para isto, considere a sequinte mudanca de varidveis = .4 uv?s . du
u=r+y
-1 23
T v=oc+2y—z :/Z\/ﬂdu
1
w=z
Observe que 1 s
= —u?2
2 1
T=2u—v—w
© y=—-ut+v+w 1 1
— 5 (VE-1)=va-
Z=w 2 2
cugjo jacobiano € dado por o
Exercicio 2
o(x,
(u,0) a). Desejamos calcular a integral
e, neste referencial, o conjunto 0 NI pad—ad—y?
A= / / / 2 dz dy dx
1<z+y<2 o Jo 0
Q:¢ 0<r+2y—2<1 Para isto, observe que o dominio de integragao é
O=z=1 0<z<a
torna-se Q:¢ 0<y<Va?2—22
1<u<?2
0§z§a2—x2—y2
QQ 0 S v S 1
0<w<1 cujo grdfico pode ser esbogado da sequinte maneira
Portanto, seque-se que b %
&1
2 22
I:// Vus/v || dudv dw 3= a5ty
Qo
2 1 gl
= / / / Vudvdw dv du
1 Jo Jo
4 o
< if
2 pl 1 S 2402 2
:// Vudvw | dudu tE =
1 Jo 0 “




Usando coordenadas cilindricas, ou seja

r =rcosf
y = rsenf
z=2z

cujo jacobiano € dado por

e disto, seque-se que

z a pa?—r?
:// / r2 cos? 0 || dzdrr df
o Jo Jo
T 4 a2 —r2
:/ / r2cos?Orz
o Jo 0
5 ra
= / / r3cos? 0 (a2 — r2) dr df
o Jo
= /2/ cos? 0 (a2r3 — 7‘5) dr df
o Jo
Jusy 4 6 a
:/2 c0520<a2rr) do
0 4 6
6 us
= a—/2 cos® 0db
12 /,

0
ab 12
:ﬂ/o (cos26 +1)db

_aj sen20+6
Y 2

Ta

48

dr df

B

0
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b). Desejamos agora, calcular a sequinte integral

\/9 y2 \/9 2 —y?
/ / / dz dzx dy
\/9 y? \/9—z2—y2
e, o dominio de integra¢ao, neste caso € o conjunto

T s

y<3

VI =22 — 2 <2< /9 — a2 — 42

cujo esboco € dado pela sequinte figura

o)
IA

4y
:\/%»1— l
2ty =

-3 3 %

Usando coordenadas esféricas, ou seja

T = psenpcosf
y = psenpsend

Z = pCcos¢y

cujo jacobiano € dado por

QQI

Assim, seque-se que

T p2m 3
B:/ / /p|J|dpd9dg0
0o Jo Jo



T 27 3
:/ / /p?’sencpdpdﬂdgz
o Jo Jo
T 27 p4 3
:// senp — | dfdyp
o Jo 4 1,
T P27
= 8—1/ / sen ¢ df de
4 /o Jo
81 [™
= X/o sen p 0

81 (™
= / 2sen @ dy
4 Jo

T

27
dyp
0

= 781771—(‘,089
2

0
=8lw

Exercicio 3 Um esbo¢o possivel para o sdlido em
questdo € dado na figura abaizo

%)

%

- ~

// ’?
ay .

2
(,(-A_)a.‘f - A

A distancia de um ponto qualquer (x,y,z) € R3 ao
eizo Oz, é dada por

r = /x2+y2

e, o momento de inércia procurado € entao

1= ///r25dxdydz
Q

onde §(z,y,2) = k, k € R, € a densidade do sdlido
dado.
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Usando coordenadas cilindricas, ou seja

x = pcosb
y = psend
z=2z
cujo jacobiano €
| =p
o conjunto ) torna-se
7r i
S <h< =
27 T2
Q- 0<p<2acosb
0<z<h

Portanto

I:// 2k |J| dpdf dz
Qo
5 h p2acos@
:/ / / p2kpdpdzdd
-zJo Jo
z h 4 (2acosf
:/ / L dzdf
—zJo 4,
T h
:4ka4/ / cos* 0 dzdo
T 0
2

z h
= 4/<:a4/ cos 6z
-Z

do
0

’ cos* 0do

= 4ka*h §9+3s1n20+ism49 :
B 8 4 32

[SE]

3
= 5/ma‘*h

Exercicio 4 O trecho da pardbole x = y?> + 1 do

ponto (1,0) ao ponto (2,1) pode ser parametrizado
da seguinte forma




e o trabalho em questao, é dado por

T:/F-d'y
¥

F(z,y) = 2%i +yej

onde

ou seja,

r= [ B0
:/1F(t2+1,t)-(2t,1)dt
0
- /1 ((t2 + 1)2,tet2+1> -(2t,1) dt
0

1
26 (2 +1)" + te™ ] at

Il
S—

e2
2

+

N o
Wl

Exercicio 5 Uma parametrizacdo possivel para a
semicircunferéncia x> +vy> =4, x > 0 é dada por

{ x(t) = 2cost
v

y(t) = 2sent

<t<”
='=9

ol 3

e, calculando a massa do arame neste formato e de
densidade homogénea

(5(:6,3/) =k

teremos

M = ‘/Wé(x,y)ds

™

~ [ rola

jus
2

:k/ 2dt
-3

= 2km

[SE]
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e, seu centro de massa terd coordenadas

/395(1’, y)ds
it S
M

Te =

1 [
= 2 !
ST costk || (t)| dt

i
2

2% (%
=95 2 costdt

us
2

CHES

/ yo(x,y)ds
_ Y
Yo =T

_ - ! ’
iy 2sentk ||v'(t)] dt

us
2

5
= or 3 2sentdt

Jurg
2

=0

concluimos, com isto, que o centro de massa

4
procurado € o ponto (, 0>, ]
0
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Problema 1 Calcule a integral
§1§(1 — 2%y)dx + seny dy
0l

onde v € a fronteira da regiao entre os quadrados de vértices (£2,+2) e (£1,+£1).

/F~dfy
ol

F(z,y,2) = (2zy + 2*)i+ (27 — 2y2)j + (222 — y*)k

ey € o arco da curva correspondente d intersecio da esfera x* 4+ y* 4+ 22 = 1 com o plano
x =0, do ponto (0,1,0) ao ponto (0,0,1).

Problema 2 Calcule a integral

onde

Problema 3 Calcule a massa da lamina homogénea correspondente a regiao da superficie
22 = 2% + y? dentro do cilindro x* + y? = 8.

Problema 4 Calcule o fluzo do campo vetorial
F(z,y,2) = 2%i + yzj + 2ok

através da regiao do plano 6x + 3y + 22 = 6 no primeiro octante, orientada por vetores

Nnormais para cima.
// rot F-ndS

onde F(z,y, 2) = —yi+aj+a’k e o ¢ a regidgo da superficie v>+y*+2> = 4 com /2 < 2 < /3,
y > 0 e vetor normal apontando para cima.

Problema 5 Cualcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere ou seja,
I= }Zg(l — 2%y)dx + seny dy I= // a?dx dy — // z’dx dy
- R R
Observe na figura abaizo que a curvay e o conjunto §2 22, Lot
que consiste no interior de vy, obedecem das condicoes = /_2/_2‘7j drdy — /_1/_195 dzxdy
necessdarias ao uso do Teorema de Green.
64 4
Ay 3 3
% 29/ =20
/ s
2 & 7 ]
2 A ﬂ/ 2 %
— Exercicio 2 Uma parametrizagdopossivelpara  a
// -4 curva vy € dada por
-2

E assim, usando-o, teremos que

I://Q [i(seny)ic
://szd:cdy

(1 — :c2y) dx dy

Onde

Q=Ry — R,

com

e com isto, temos que

™

/7 Poar= [ TPO0) - 0

fus

2
= / F(0,cost,sent) - (0, —sent,cost) dt
0
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2 E assim, t
= / (seth, —2costsent, — cos? t) . assum, 1emos que
0

- (0, —sent, cost) dt /F-dvz/F-dﬁ
Y ol
e 2 3
:/0 (QCostsent—cos t)dt Z/F-d’yl—i—/F-dw
71 Y2
— [ [2costsen2t — (1 — sen2t) cost] dt ! L
| eostsentt = (1 = sentt) osi] = [Feu®) 0+ [Foae) ation
3 ) |
:/O (3costsen tfcost)dt :/ F(0,1—1,0) - (0, —1,0)dt+
0

1
+/ F(0,0,t) - (0,0,1)dt
0

[NE]

= (sen3t — sen t) ’
0

1
_ — 2. _
=0 - /0 (Ov 0, (1 t) ) (Oﬂ 1, O)dt+

1
- +/ (t2,0,0) - (0,0,1)dt
0
(Outro modo de resolver este exercicio)

Observe que, sendo 1 1
z/ Odt+/ Odt
0 0

F(z,y,2) = uy + 2%)i + (¢ — 2y2)j + (222 — y*)k
=0

teremos
|

rot F(z,y,2) =0
Exercicio 3 Realizando um esbogco da superficie que
corresponde a4 lamina em questao temos a sequinte

e como Dg = R3 (simplesmente conexo), seque-se que figura

F é um campo conservativo em todo o R® e portanto,

a integral em questao € independente do caminho.
Desta forma, tomando o caminho
Y=mU
onde
z(t) =0
Mg yt)=1-t ;0<t<1
T
z(t) =0
Uma parametrizacao possivel desta superficie é dada
por
z(t) =0 rT=1u
Y29 y(t)y=0 ;0<t<1 o y=uv cu? 402 <8
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e, sua massa, considerando sua densidade 6(x,y,z) = e disto segque-se que

k, k € R, pode ser obtida através da sequinte integral /5
27 8
A:k:/ / rvr2 + 1dr df
o Jo

A://(i(a:,y,z)ds
7 2 91
:k/ /f\/ﬁdwde
0o J1 2

= k// 8—0 X a—a du dv
allOu  0Ov
2 1 9
=k g V w3 d9
Observe porém que 0 1
2m
do —k / 2 46
% - (17 07 U) 0 3
do _ B2km
% = (0, 1, ’U) - 3
[ |
Exercicio 4 Um esboco possivel da superficie em
do  Jo questao € dado pela figura abairo
— X — = (—u,—v,1)
ou Ov
do  Jdo k4 x4 37 3 zézf’
— X —[=vul+v2+1
ou Ov

ou seja

A:k/\/u2+v2+1dudv
Q

Usando coordenadas polares

u = 1cos b
v =rsent

T=u
cugjo jacobiano € dado por
o Y= i (u,v) € K
_1
(u, v) z =5 (6 —6u—3v)
= 5ey | ="
(,9) Observe que
do
o conjunto ) torna-se u =(1,0,-3)

0<r<+8
92:{ sr Vs 5= (0.2.-3)

0<0<2r I



0o  OJo 3

— x—=13,=,1

Ju Ov 2
Como estamos interessados no wvetor normal que
aponta para cima (componente z positiva), seque-se

que

80 do
X 51}

e &

n=

e assim, seque-se que

//UF~ndS://KF(a(u )
://I(F(U(u,v)). <g‘; g") du dv

// ( ~ (6 6u—30))
.<32 >dudv

= // 3udu dv
K

0<u<l1
K:

80 oo

o au du dv

Onde

0<v<2-2u

e com 1isto, temos que

1 p2—2u
//F~ndS:// 3udvdu
o 0 JO
1 2—2u
:/ 3uv
0

du
1
= 3/ (2u — 2u2) du
0

0

Exercicio 5 Realizando uwm esbo¢o da superficie

Gabarito 32 Prova

dada, obtemos a sequinte figura

e, uma parametrizacao possivel para esta superficie €
dada por
x(t) = 2senu cos v
o:1q y(t) =2senusenv ; (u,v) €N

z(t) = 2cosu

onde
T, <
Lcu<
O 6~ — 4
0<v<mw
Portanto,
do
Tu = (2cosucosv,2cosusenv, —2sen u)
U
do
= (—2senusenw,2senu cosv,0)
v
do  Oo
— X — = (4 cos vsen2u,4sen2usenv74cosusenu)
ou  Ov

Observe que 4cosusenu > 0 quando (u,v) € Q, ou
seja o vetor mormal a superficie o apontando para
cima € dado por

2 g2
T < &1

n =

Além disto, observe que, sendo
F(‘T7 Y, Z) = _yl + QTJ + $2k

tem-se

rot F(z,y, z) = (0, —2z,2)



5
Assim,
//rotF ‘ndS = //rot F(o(u,v))
o Q
BU do
6u i du dv

= //Qrot F(o(u,v)) -ndudv

= //(0, —4senu cos v, 2)-(4 cos vsen?u,
Q

4 sen®u sen v, 4 cos usen u) du dv

= // (—16 cos vsen v sen®u+
Q

+ 8cosusenu)du dv

T ™
4

:// (—16 cos v sen v sen®u+
0 /%

+ 8cosusenu)du dv

O
(Outro modo de se resolver este exercicio)
Uma parametrizacao possivel para a superficie em
questao seria

9 _ (1,0, ——4
ou " A= w2 — o2

99 _ (o1, —=v
Ov VA —u2 =2

%Xaa—( u v 1)
ou ~ v V=uZ =024 w2 =2+ 4
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Como estamos interessados mno wvetor mnormal

apontando para cima seque-se que

8(7 do
X 61}

e 2]

lém disto, observe que, sendo

n =

F(x,y,z) = _yl + l’J + 1’21{

tem-se

rot F(z,y, z) = (0, —2z,2)

e, disto seque-se que

//GrotF.ndS: //;;otF(a(u,v)).@ngz) dudo
_2//< 7u2ﬂ2 1>dudv

Usando coordenadas polares,
u = 1rcosf
v =rsenf

cujo jacobiano € dado por

o conjunto ) torna-se

1<r<V2
Oy :

0<o<mr

e com isto, temos que

//rotF ndS2//< r* cos fgen 1> rdr do
QZ _T2
_2// (r cos 6 sen r> dr do
0 Va—r?
=7
]
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Problema 1 Calcule as integrais

9 13
a). // sen (%) dx dy;
N

2 2
b). / / y* cos (zy?) dy dz.
0 Jzx

Problema 2 Calcule o volume do sélido limitado pela superficie y = x° e pelos planos z = 0
ey+z=1.

Problema 3 Culcule a integral

% (y + eﬁ> dx + (21‘ + cos y2) dy

~

onde v é a fronteira da regido delimitada pelas curvas y = 22 e x = y>.
Problema 4 Calcule o fluzo do campo vetorial
F(x,y,2) =2zxi+2yzj+3zk

através da fronteira da regiao delimitada pelos planos x =0,y =0, z=0ex+y+2 = 1.
(Considere o vetor normal apontando para fora).

//rotF-ndS

Problema 5 Calcule

onde

2

e o € a regiao do cone 2> = 2% + y? com 0 < z < 4 e vetor normal apontando para baizo.

Boa Sorte!
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Exercicio 1

a). Desejamos calcular a integral

9 3
// sen (2°) dx dy
N

Para isto, observe que o dominio de integracdo é

Vy<x <3

0<y<9

cujo grafico pode ser esbocado da sequinte maneira

y A
9
y=2a°
Q
0 3 z

Observe que o conjunto ) também pode ser expresso
da segquinte forma

Portanto

9 /3 3 pa?
// sen(x3)dxdy:// sen(xB)dydac
o Jyy 0 Jo
3 x
:/sen(x?’) y
0

dx
3
/ z2sen (xs) dx
0

3

—g COs ($3)

0

1 —cos (27)
3

b). Desejamos agora, calcular a integral

2 2
/ / yicos (ny) dy dx
0 Jx

Observe, no entanto, que seu dominio de integra¢ao
€ dado por
0<z<2
Q:
r<y<?2

que estd esbocado na sequinte figura

yl\
2 | Y =
0 !
i
L
2 T

Disto seque-se que 0 também pode ser expresso da
sequinte maneira



Ou seja,

2 2 2 ry
/ / yicos (xyg) dydx = / / yicos (:I:yQ) dx dy
0 Ja o Jo

2 2\ |Y
_ / y4sen(§y) dy
0 Y

0

2
/ yQSen (y3) dy
0

Exercicio 2 Realizando um esbogo do sélido em
questdo, obtemos a sequinte figura

z A

Portanto, o volume procurado € dado por

1-y
V:/// dz dz dy
KJo

sendo

Gabarito Prova Final

Ou seja,

V—//K/Olydzdxdy
_ //KZ

|| a-wasy

J o

1-y
dx dy
0

|
/\
N8R

|
w| 8,
+
515,
N~

Exercicio 3 Desejamos calcular
I= % (y + eﬁ) dx + (2x + cos (yz)) dy
¥

Realizando wm esboco da regiago delimitada pelas
curvas dadas, obtemos a seguinte figura

YA
1
x:y2
9) y =2
Y
0 1 x

Como trata-se de uma curva fechada, o Teorema de
Green nos garante que

I= //Q [883; (22 4 cos (y?)) — 8%/ (y+eﬁ)} dx dy



onde

Ou seja

dzx

2

/Ol(ﬁgﬁ)dx

1

72\/x3 3

3 3
0

1

3

Exercicio 4 Observe que a regiao dada possui o
sequinte esbogo

T

Desta forma, o fluxo que desejamos calcular serd

T://F-ndS

Como trata-se de uma regiao fechada, o Teorema da

Gabarito Prova Final

Divergéncia nos garante que

//UF-ndS

sendo

Ou seja

//UF-ndS

:///Qdidezdydz

_ ///Q [aax (2x)+§y(2yz)+%(3z) de dy dz
:///Q(z+2z+3)dxdydz

://K/Ol—l’—y (5+22)dzdxdy

0<z<1
K :
0<y<l-y
l—z—y
= // (52 + 2%) dz dy
K 0

_ /01/011[5 (1=a—y)+(1-2—y)?] dy da

1 pl—x
= / / (:132+y2+2xy—7x—7y—|—6) dy dz
0 Jo

1 3 7 2 1—x
= /(x2y+y+my2—7xy—y+6y> dx
0 3 2 0
VAN 7 17
(Ll Ts a0 1T
< 5% +6 3z + 6:17) .
_u
12
]



Exercicio 5 Realizando um esbo¢o da regiao em
questdo obtemos a sequinte figura

¥

4 %:Qx?"«a,"

-

_//4

=Y

Observe que a fronteira desta regidgo € a curva dada
pela sequinte parametrizacao

x =4cost
I':{ y=dsent ;0<t<2xw

z=4

Gabarito Prova Final

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

//rotF-ndS:%F-dF
o T

27

:/ F (4cost,4sent,4) - (—4sent,4 cost,0) dt
0
2

:/ (—4sent,4cost, —2) - (—4sent,4cost,0) dt
0

27
= / (16sen2t + 16 cos? t) dt
0

2
:16/ dt
0

=327
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Problema 1 Calcule as integrais:
4 2

a). / / sen (my?) dy dx;
0 Jvz

2 1
b). / / cos (z?)dx dy.
0 /3

Problema 2 Calcule a integral

1 /192
// V1—2%2—y?dxdy
0 Jo

Problema 3 Calcule o wvolume da regiao delimitada pelos cilindros x>+ y?> =25 e

x? + 2% = 25.
//e_($2+y2)dx dy
Q

onde Q € a regiao do plano xy delimitada pela curva x + 3% = 1.

Problema 4 Calcule a integral

Problema 5 Encontre a massa da lamina quadrada com vértices (0,0), (1,0), (0,1), (1,1)
e cuja densidade € proporcional ao quadrado da distancia a origem.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 CoS (7ry3)
R
a). Desejamos calcular a integral 0
4 2 cos (87)  cos (0
// sen(wy3)dyda: =— 3< )+ 3()
N s i
Para o cdlculo desta integral, procederemos 1 1
com a inversGo da ordem de integragao. -~ T 3q + 3
Para isto, precisamos inicialmente desenhar o
conjunto onde desejamos efetuar esta integral. —0
Chamando de € este conjunto, temos -
0<xr<4 O
Q:
Ve<y<2 b). Procedendo da mesma maneira como no item
anterior, temos
cujo desenho € esbocado na figura abairo
Y
= <zr<
y 5 < <1

no
2
o)
o
A
<
A
)

2
y=z
cujo esbogo € dado pela sequinte figura
0 4 x
y A
Observe porém, que o conjunto €2 pode também
ser descrito da sequinte maneira 2
0<z<y?
0<y<2
Logo, 0
4 42 2 py?
/ / sen (7ry3) dy dx :/ / sen (wy?’) dx dy
o Jyvz o Jo >
0 1
2 y?
3
= /0 sen (wy )l” dy O conjunto 2 pode também ser descrito como
0
0<x<1
2 Q-
2 3 :
= sen d
[, vsen )



Ou seja

2,1
//cos (m2)dxdy //cos dydm
03
1 2z
:/cos («*)y
0

dx
1
= /2ac cos (acZ) dx
0

= sen (z%)

sen 1

Exercicio 2 Desejamos calcular a integral

/ / T dredy

Cujo conjunto de integragdo € dado por

0<z<\/1—y2
Q:
0<y<1

e esbogado pela sequinte figura

YA

Q
r
Usando coordenadas polares,
x =rcosf
y =rsenf

cugjo jacobiano € dado por
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o conjunto ), neste referencial, torna-se

ogegg
Qll
0<r<i1

Assim, seque-se que

A:// V1—=r2|J|drdf
(951
1,3
:// ry/1 —r2d0 dr
0 Jo

r

1 3
:/ rv1—r20| d
0 0

1
gr\/ 1 —r2dr
0

0
_f/ Vudu
4./

1

Exercicio 3 Observe que o sélido dado, possui o
sequinte esboco




Chamando de 0 o conjunto que respresenta este
solido, podemos expressd-lo da sequinte maneira

—V/25 — 22 < 2 < /25 — 22

(z,y) e K

Q:

onde K ¢é o subconjunto do plano xy tal que x?+y? <
5. Com isto, temos que,

V://K (V25— — (~v/25—22) | dudy

:2// V25 — x2dx dy
K

O conjunto K, por sua vez pode ser expresso como

—5H<z<5H
K :
—V25 — 12 <y < V25— a2
Portanto,
5 /2532
V:2/ / V25 — x2dy dx
—5J—\/25—22
5 V25—x2
:2/ V25 — 22y dx
-5 —VT—?

5
:4/ V25 — 221/25 — 22dx
-5

:{/5@5—x%dx

—5

x3
=4 (250 —
(=-5)

2000

3

5

-5

Exercicio 4 Usando coordenadas polares,

x =rcosf
y =rsenf
cujo jacobiano €
|| =r
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O conjunto ), neste referencial, torna-se

Exercicio 5 Chamando de £ o conjunto que
representa a lamina em questao, seque-se que

0<z<1

0<y<l1

e a massa desta lamina € dada por

M = //95($,y)dxdy

sendo § a densidade da mesma. De acordo com
o enunciado do problema, temos que 0(x,y) €
proporcional ao quadrado da distincia de (x,y) a
origem, ou seja

§(z,y) =k(z®+y?), keR



4 Gabarito 12 Prova

Assim, |

1 p1
M://k(x2+y2)dmdy
o Jo

1 3
z 2

dy

1 y3
B (3“3)
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Problema 1 Calcule a integral

2 py/a—y? 2
/ / / rz dzdxdy
—2J —\Sa—y2J \ /22 +y2

Problema 2 Calcule a integral

3 \/ny2 \/97x27y2
/ / Va2 +y? + 22 dzdxdy
-3 —\/Q—y2 —\/Q—xQ—yz

J[[#v

onde Q) € o tetraedro sélido com vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1).

Problema 3 Cualcule

Problema 4 Um arame tem o formato do semi-circulo z®> + y?> = 1, y > 0. Encontre o
centro de massa desse arame se a sua densidade linear em qualquer ponto € proporcional a
sua distancia a reta y = 1.

Problema 5 Cualcule

1 . 2,3,
a). /71—|——de’ Y(t) = ti+ 5t2j, 0 <t < 3;

b). /%ds, ~v(t) =2costi+ 2sentj+tk, 0 <t <27.
A TEFY

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Desejamos calcular a integral

/ / / rzdzdx dy
2+y

Para isto, observemos inicialmente que o dominio de
integracao desta integral € o conjunto

-2<y<2
Q:¢ —/4—y?<zx</4—y?
Vit +y? <z<2

cujo desenho € esbocado na figura abaizo

X

Usando coordenadas cilindricas,

x =rcosf
y =rsenf
z=z

cujo jacobiano é

oz, y,2)|
71 = a(r,0,z) -

O conjunto 2, neste referencial, torna-se,

0<r<2

Qli OSQSQTF

r<z<2

Assim,
2 pom p2
A:// /TCOS92|J| dzdf dr
0 JO T
27 2 2
// rcos@— der
27 2
// —cos@ )d@dr
7' 27
:/ - (47r2)sen9 dr
0 2 0
=0
[ |

Exercicio 2 Desejamos agora, calcular a integral

\/9 y2 \/9 z2—y?
/ /\/ /\/ Va2 +y? + 22dzdxdy
9—y?2 9—z2—y?

Como fizemos no item anterior, observemos que o
dominio de integracdo desta integral € o conjunto

-3<y<3
Q:{ —/9—9y2 <2< /9 —y?
V9 —a? —y? <2 <\9 a2 —y?

cujo desenho € esbogado na figura abaizo

Z A

Lt ’.}.3’*:8
S ¢

<y

o
Usando coordenadas esféricas,
x = psenpcosf
y = psenysen

zZ = pcosy



cugjo jacobiano €

Az, y,2)
o(r,0,z)

O conjunto 2, neste referencial, torna-se,
0<ep<m
O : 0<0<2m

= p’sen

J|=\

0<p<3

Portanto,

T 2w 3
B:// /pp2sen<pdpd9d<p
o Jo Jo
T 2w 4
p
= —sen
I
T 27
1
:// 8—sen<pd9dcp
o Jo 4
T 81

2m
= —sen 6
|5

dy
81 (™
:27r—/ sen o dy
4 Jo

3
o dy
0

0

T

———cosp

2 0

817
=22 (-1-1
2 (-1-1)

=8lw
[ |

Exercicio 3 Realizando um esbo¢o do tetraedro em

questao
i

1 r+y+z=1

—
Y

Gabarito 22 Prova

Assim, o conjunto Q pode ser descrito como
0<z<1
Q: 0<y<l—=z
0<z<1l—2—y

Portanto,

1 pl—z pl—z—y
/// 22dV = / / / z?dz dy dx
Q o Jo 0
1 pl—zx 1-z—y
= / / z?z dy dx
o Jo 0
1 pl—2z
:/ / 22(1 — 2 —y)dy dx
o Jo
1 2 11—z
[t
0 2/ 1o

dz
AZZQxﬂl;ﬂ“ifV)m

Exercicio 4 De acordo com o enunciado deste
problema a densidade linear do arame é dada por

0(z,y) =kly—1[, kR

Como pode ser wisto no esboco do grdfico que
respresenta o arame, todos os pontos (x,y) do arame
estao abaixo da reta y = 1. Portanto, para estes
pontosy <1 e

0(z,y)=k(l—vy), keR

A massa deste arame € dada por

M = /ﬂ/é(a@y)ds



onde

Portanto,
M= /k: (1—y)ds
¥
k[ (et (o) dt
0

= k/ (1 —sent) /sen?t + cos? tdt
0

s

= k(t + cost)

0
—k(r—1-0-1)
=k(r —2)

Além disto,

1
RS MLxé(z,y)ds

— ! " /
= k(TF—Q)/O cost - k(1 —sent) ||y (t)| dt

k T
= k(ﬂ'—Q)\/O COSt(l — Sent)dt
1 T
= / (cost — costsent)dt
T—2 0
=0

e
yc—M W.7/ r,y)as
1

= k(7r—2)/0 sent - k(1 —sent) ||~/ (t)] dt

k

= l<:(77—2)/0 sent(1l — sent)dt

_ 4 —7
T 2r—4

Exercicio 5

a). Sendo

Gabarito 22 Prova

temos

7 () = (1, V1)

IV @I = v1+t

Portanto,

1 31 ,
g ds= | — ' (®)ll dt
~ X 0 +t

[

dt

1+t
Pt
o V91+t
4 du

LV

b) Sendo

temos
7' (t) = (—2sent,2cost, 1)

I ()1 = V5

Portanto,

—z 2r _—t
e e
Sads= [ Tl
[ny +y? o 4
27
= \/5/ e tdt
4 Jo

2m

\/5 —t
—¢€
4

0

\/5 —27
:T(l_e )
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Problema 1 Calcule o trabalho realizado pelo campo vetorial
F(v,y,2) = (2 +y)i+ (v* + 2)j + ze’k

ao deslocar uma particula sobre a curva formado pelo eixo z, do ponto (1,0,0) ao ponto
(0,0,0) seguido pela pardbola z = x* no plano y = 0, do ponto (0,0,0) ao ponto (1,0,1).

Problema 2 Calcule as integrais

a). %(6y+x)dx+(y+2x)dy, sendo v a curva cujo trago possui equagdio (x—2)*+(y—3)? =4
v

b). §I§3ydaf; + 2xdy onde a curva v € a fronteira do conjunto 0 <z <7, 0 <y <senx.
v

Problema 3 Calcule a drea da por¢io do cone z = /x%+ y? que estd sobre a regiao do
plano xy entre as curvas 22 + y?> = 1 e 922 + 4y = 36.

Problema 4 Calcule o fluzo do campo vetorial
F(x,y,2) = 2xzi — zyj — 2°k

através da fronteira do solido que estd no primeiro octante limitado pelo plano y+ 2z =4 e
pelo cilindro eliptico 42* + y? = 16.
/ F-dy
v

sendo F(x,y,2z) = (y —x)i+ (x — 2)j + (x —y)k ey € a fronteira do triangulo de vértices
(2,0,0), (0,2,0) ¢ (0,0,1).

Problema 5 Cualcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente observemos que

i j K
rot F(z,y,2) = 2 % Z =0
224y Yy 4z ze?
Assim, como Dy = R3, que é simplesmente
conexo, e rotF(x,y,2) = 0, seque-se que F €

um campo vetorial conservativo. Podemos portanto,
escolher qualquer caminho que preserve o0s pontos
inicial e final do caminho dado no problema.

Conforme o enunciado, o ponto inicial € o ponto
A = (1,0,0) e o ponto final é o ponto B = (1,0,1).
O segmento de reta que comeca em A e termina em
B, pode ser parametrizado da sequinte forma

1
v y(t)zO ;0<t<1
t

Assim, o trabalho que se deseja calcular é dado por

Fdy

-
/OlF (t)dt

1
/FlOt (0,0, 1)dt
0

1
/ 1,1,te?) - (0,0,1)dt
0

1
/ tetdt

o

Il
9]
o~
—
~
I
—_
~

Exercicio 2

a). Considere

A= %(Gy + x)dx + (y 4 2x)dy
vy

Como o caminho sobre o qual deseja-se calcular
a integral trata-se de uma curva fechada e o
campo vetorial dado por

F(z,y) = (6y + )i+ (y + 22)j

estd definido para todos os (z,y) no interior da

curva dada, seque-se do Teorema de Green
que

A= //{ (y + 2z) —ag(Gy—i-x) dz dy
:/[y(Q—G)dmdy
:—4/[dxdy

= —4Area(¥)

Sendo ¥ o interior da curva y. Observe que,
sendo v a curva cujo trago esta sobre a equacdo
(x—2)°+(y—3)> =4

€, na verdade uma circunferéncia de raio 2 e
centro no ponto (2,3). Assim

Area(3) = m(2)? = 4nr

e disto segue-se que

A= —4Area(§) = —167

b). Considere agora

B = ¢3ydm + 2zdy

Y



Usando mnovamente o Teorema de Green,
temos que

B://Q{;x (zx)—a%(:sy) da dy
://9(2—3)dxdy
:—//dedy

= —Area(Q)

Onde ) € o interior da curva y. Observe que
um esbogco possivel para esta curva pode ser
dado pela figura abaizo

y A
= se
N _— ; nx
P\
Q
of =z ™ =
Assim,
, s
Area(Q) :/ sen x dx
0
™
= —cosz
0
= —cosm + cos(
=2
Logo,

B = —Area(Q) = —2
[ |

Exercicio 3 Realizando uwm esbo¢o da por¢ao de
superficie em questdo

ZA
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Uma parametriza¢iao possivel para esta superficie é
dada por

x(u,v) =u

o4 yluw)=o (uv) €9

z(u,v) = Vu? + v?

Donde seque-se que,

97 _ (1,0,

ou VU2 ¥ o2

9 _ (1,2

a’l}_ 7’\/’[1,2—"-’02
aixai— —u —v 1
u " ov \VuZ+ 02 Vu+o?

0s 0
ou  Ov

e a drea procurada é dado por

A://Ulds
-Jl
=//Qﬁdudv

= \/5/ du dv
Q

=V2

g—axa—g du dv

ov

= V/2Area(Q)

=2 (Area(elipse) - Area(circulo))
=V2(r-2-3-7-1%
=5V2n

|

Exercicio 4 Realizando uwm esboco do sélido em
questdo, o qual denominaremos de ), obtemos a
sequinte figura

z A
y+z=4
42% + 4% =16
B
2
x



Usando o Teorema da Divergéncia de Gauss,
teremos

//[;F~nds:///9didezdydz
:///{2(2z—m—2z)dmdydz
:///Q—xdxdydz

Sendo

0<2<4—y

(z,y) € K

Ou seja,

4—y
//F~nd5:/// —xdzdz dy
o KJO
4—y
:// —xz
K 0

dx dy
:// —z(4—y)dedy
K

Usando as coordenadas

1
= — 9
x 27“COS

y = rsenf
cujo jacobiano é

Iz, y)
a(r,0)

1

O conjunto K, neste referencial, torna-se
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Portanto,
//F~nds:// —z(4—y)drdy
- K
3t
:/ / — —rcosf (4 —rsenb)|J|drdf
o Jo 2

I
:_Z/ / (4% cos 6 — r* sen @ cos 0) dr df
o Jo

™

4

1 (2 4 1
:——/2 —r3cosh — =risenfcosf | db
1[% /2 2
:—7/2 ﬁcos@—ﬁsené’cosé’ do
1 (256 9256 sen? 0\ |2
= —— | —senf — —
4 3 4 2 0
__4
3
[ ]

Exercicio 5 Inicialmente necessitamos descobrir a
equacdo do plano que contém o triangulo de vértices
A=(2,0,0), B=1(0,2,0) e C =(0,0,1). Para isto,
observe que o vetor normal deste plano € dado por
n=(B-A)x(C-A)
=(-2,2,0) x (0,—-2,1)
=(2,2,4)

Y

11C

N,

A

2
.

O plano que passa pelo ponto A e possuin como vetor
normal € dado por

(z,y,2) —A] n=0&
[(z,9,2) — (2,0,0)] - (2,2,4) =0 &
T+y+22=2

Uma parametrizacao possivel para a por¢dao deste
plano delimitadapelos vértices A,B e C, pode ser dada



4
por
z(u,v) =u
o:{ Ywv)=v i (u,v
24—
sy = 22

Donde seque-se que

Oo 1
— =(1,0,—=
ou < o 2)
Oo 1
ov ( o 2)
ou’” v \2'2
Observe agora que
i J
rot F(z,y,2) =| £ 8%

y—r xTr—=z
:(07_130)

Yo »

Gabarito 32 Prova

E usando o Teorema de Stokes, teremos que

/F~d’y://rotF~nds
¥ o
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ma lamina ocupa a parte do disco x < ue encontra-se no primeiro
Problema 1 Uma I te do d 22 < t

quadrante. Determine o centro de massa sendo a densidade em qualquer ponto da lamina,
proporcional a distancia do ponto ao eixo x.

Problema 2 Calcule o volume do sélido limitado pela superficie y = x* e pelos planos z = 0
ey+z=1.

Problema 3 Calcule
/(1 —ye ®)dx + e "dy
gl
onde v € o trecho da curva y = +/x + 1, do ponto (0,1) ao ponto (1,2).
Problema 4 Calcule o fluxo do campo vetorial

F(z,y,2) = i+ yj+ 5k

através da fronteira do sélido delimitado pelo cilindro x* + 2% = 1 e pelos planos y = 0 e

T4y =2.
/F~dfy
ol

sendo F(z,y, 2) = i+(x+yz)j+(xy—/2)k e € a fronteira da regido do plano 3x+2y+z =1
que estd mo primeiro octante.

Problema 5 Calcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Realizando um esbo¢o da lamina dada
em questdo, obtemos a sequinte figura

yA

1 x

Sabendo que sua densidade em qualquer ponto €
proporcional a distancia deste ponto ao eixo x, ou
seja

6(z,y) =ky, k €R

Segue-se que a massa desta lamina é dada por

M = //Q(S(x,y)dxdy
:k//ﬂydxdy

Usando coordenadas polares,
x =rcosf
y=rsend
cugjo jacobiano €

I(z,y)
a(r,0)

J|=\

‘:T

O conjunto ), neste referencial, torna-se

o
IN
<
IN
—_

Qg:

o
IN
S
IN

ol

Portanto,

M:k//ydxdy
Q
:k// rsen |J|drdf
(951
1 r3
:k// r2sen 0 df dr
o Jo
1 e
:k/ —r?cosz
0

2

dr

Além disto, seu centro de massa serd o ponto (x.,y.)

onde
T ——//x(s(x Ydzd
c — n( 7y y

= §// rcos@krsend |J|drdd
kJa,

L r3
:3/ / 3 cos @ sen 0 dO dr
o Jo

1 29 1%
sen-f |2
=3 3
I

dr

0




1
yc—M//Qw(w,y)dxdy
// rsenf krsenf |J|drdf
Q1
—3// r3sen?6 dO dr
_3// COS29d9dr
:§/ r3(0 sen29)
2/, 2

dr
0

Exercicio 2 Realizando um esboco do sélido em
questdo, o qual demominaremos de ), obtemos a
sequinte figura

X

O volume de ) € dado pela sequinte integral

V://K(l—y)dxdy

sendo

=
—N
5 L
IA A
@ 8
IN A
—_ =
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Ou seja

1,1
V://(l—y)dyda?

—1J 22
1 2 1

Y

- = dx
w/;1<y 2) 2
1 4

1 9 T
[GGo+g)e

8
15
|
Exercicio 3 Observe inicialmente que deseja-se

calcular uma integral de linha do campo vetorial

F(z,y) = (1—ye ")i+e "]
e que
0 0
rot F(z,y) = P (e7®) — ay (1—ye™™)
= —e ¥ f @
=0

Logo, como Dy = R?, que é simplesmente conexo,
a integral em questdo € independente do caminho
escolhido, importando apenas os pontos de inicio e
fim do caminho, que neste caso sao

A=(0,1)eB =(1,2)

Escolhendo o segmento de reta que que comeca em A
e termina em B, cuja parametrizacao € dada or



Temos que
I= / (1—ye *)dx+e "dy
71
1
— / [1—(1+t)e "] dt+etdt
0

1
= / (1 —et—tet 4+ e_t) dt
0

= /01 (1—te ") dt

Exercicio 4 Realizando um esbo¢o do sdlido dado
em questdo, o qual chamaremso de €2, obtemos a
sequinte figura

zZA

O fluzo de F(z,y,z) = i+ yj + bk através da
superficie o que corresponde a fronteira deste sélido

€ dado por
//F -nds

sendo n o wvetor mormal externo a superficie.
Entretanto, por tratar-se de uma superficie fechada, o
Teorema da Divergéncia de Gauss, nos garante
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que

//UF.nds:///QdiVdedde
:///wadydz
:2///dedydz

=2Vol (Q)
=47
|
Exercicio 5 Desenhando a regido em questdo
teremos a sequinte figura
ZA
1
K
¥ 1 >
- Y
f\,/ 2
1
3

X

Como trata-se de uma curva fechada, o Teorema de
Stokes nos garante que

/F~d7://r0tF~nds
0 o

onde
i j k
—| 9 0 0
rot F = Ox Oy Oz

1 xz+4yz ay—+2
=(@-y)i-y+k

e uma possivel parametrizacao para a superficie o €
dada por

(u,v) € K

v
z(u,v) =1—3u—2v
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com Ou seja,
do
% = (17 0, _3) 1 13w
/F-d’yz// (Bu—5v+1)dvdu
ngmg,a) g 0 70
ov 1 1-3u
do  Jdo = /g (3uv— §v2 —H}) i du
% X % — (3,27 1) 0 2 0
Portanto 1 (3 )
= - —81u +30u—1)du
(3.2,1) S
F-dvz//(u—v,—v,l)-ids 0
[, o 13,2, 1)]] .
:lewﬁ+wﬁf@§
z//(3u—3v—2v+1)dudv 8 0
K
Observe que - 1
24
0<uc<s
K:
0 S v S 172311, |
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Problema 1 Calcule as integrais:

2 2
a). / / 2y%sen (zy) dy dx;
0 Jz

2 47362 2y
b). / / T dyde.
0o Jo 4—y

Problema 2 Calcule a integral

onde § € a regiao delimitada pelas retas y =4z, y =4r+2, y=2—4xr ey =5 — 4z.

Problema 3 Calcule o volume da regiao no primeiro octante limitada pela superficie
2=9—2%—3°

Problema 4 Calcule a drea da regiao do plano limitada pelas curvas y*> = —x e 3y —x = 4.

Problema 5 FEncontre a massa da lamina plana delimitada pelo triangulo cujos lados sao
segmentos dos eizos coordenados e a reta 3x + 2y = 18 e cuja densidade no ponto (x,y) é
proporcional ao produto das distancias deste ponto aos eixos coordenados.

Boa Sorte!
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Exercicio 1

a). Desejamos calcular a integral

2 42
/ / 2y%sen (zy) dy dx
0 Jx

Observe inicialmente que o dominio de
integracao desta integral € dado por

0<xr<2
QO
r<y<2

Realizando um esbogo deste conjunto, obtemos
a sequinte figura

ylk

 —
Ll

2 X

Observe, no entanto que, o conjunto ) também
pode ser expresso como

0<z<y
0O
0<y<2

Logo,

2 42 2y
// 2y?sen (xy) dy dx :// 2y%sen (zy) dx dy
0Jz 0J0

:/2 _2y2(zos(xy) ydy
0 Y

0

2
= / (2y — 2y cos y2) dy
0

2
= (y2 — sen y2)

0

=4 —sen4d

b). Desejamos agora calcular a integral

Observe que o dominio de integracao, meste
caso € o conjunto

o)
—N—
o
IN o
<A
IN &
= A
N
8

o

Cujo esbogo € dado pela sequinte figura

y A

Observe que o conjunto ) pode também ser
descrito como



Ou seja

2 pd—z?
/0 /0

2y 4 \/4—‘% 2y
e dy dx :// ¢ dx dy

Yy 0
4 .’17262y
_/0 2(4—y) 0

4 2
4 — Yy
:/( yer
0 2(4*ZJ)
4 2y
= e—dx
0 2

4—y

dy

o 14
e

4

0

e8—1
4

Exercicio 2 Para calcularmos a integral

y —4x
A:
//y+4xd:£dy
Q

onde ) € a regiao delimitada pelas retas y = 4z,
y =4 +2, y=2-—4r ey = 5 — 2z, devemos
inicialmente tracar um esboco desta regidgo. Teremos
com isto, a sequinte figura

y A

y=4x+2
y=da
Q y=>5—4u
</
i/j 2 —4x
\ \\

i

Considere a sequinte mudanca de varidveis
u=y—A4x
Tt
v=1y+4x

Segue-se disto que

—Uu+v
xr =
. 8
L U+ v
y:
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e, 0 jacobiano desta transformacao serd, portanto

O(z,y)
d(u,v)

|J|:]

N|—= Col—=

N|—= Col—=

e o conjunto S neste referencial torna-se

v A

ot

-

0<u<?2
Qli
2<v<5h

Assim, seque-se que

A://3|J|dudv
v

951

5 2
://idudv

2 0 SU

5 .2 |2
:/ 2w

5 16w

5 dv

0
5 4v

Exercicio 3 Tracando um esboco do sdlido em
questdo, obtemos a sequinte figura
z A

2=9—a2—3y?

-
—




Assim, o volume deste sélido € dado por

V://(Q—x2—3y2)dxdy
K

sendo
K={(z,y) /2> +3y° <9, 2>0,y >0 }
Considere a sequinte mudanga de varidveis
xr =rcosd

r
y = —=sen 6

V3

cujo jacobiano € dado por

r
J=—
o V3
Neste referencial, o conjunto K torna-se

0 3
KlZ T
2

\/\
\/\

0<9

IN
IN

Portanto,

V:// (9—r?)|J|drdo

[ [
1 [z 3
:ﬁ/o /0 (9r—r3)drd9
1/’5 (92 14> s
=— —-rf——r do
Vv3Jo \2 4 0
281
226
-l
1 81
= 8/d0
_SLx
432

_ 8l
= 78\/5

dr do

Exercicio 4 Realizando um esboco da regiao dada
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no problema, obtemos a sequinte figura
\
y—r =4

Observe que esta regido, a qual demominaremos §2,
pode ser espressa como:

3y —4<az<—y?
Q:
—-4<y<l1

Assim

:// ldx dy
Q
1 —y2
:// dzx dy
—4J3y—4
1 -
:/ €T
—4 3y—4

1
:/ (—y* —3y+4)dy

—4

13 32
= (=22 -2 4
(3y 2y+y>
_ (.13
S\ 3 2

_1»
T 6

dy

1

—4

+4> (?2416)

Exercicio 5 A
formato

lamina dada possui o Ssequinte

1

9

3z + 2y = 18




Chamando de Q o conjunto que representa esta
lamina, seque-se que

0<r<6

Q: _
0§y§1823x

e a massa desta lamina € dada por

M = //Qé(m,y)dxdy

sendo § a densidade da mesma. De acordo com
o enunciado do problema, (xz,y) ¢ proporcional
ao produto das distincias de (xz,y) aos eizos
coordenados, ou seja

o0(z,y) = kaxy, keR
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Assim,
18—3x

6 =5
M = / / kxy dy dx
o Jo

18—3x

dx

0

. /62324x - 1088332 + 923 i
0

k 6
=3 / % (3242 — 108z* 4 92°) da
0

k 9 6
=3 (162;102 — 362 + 4x4>

0
k
= 5 (5832~ 7776 + 2916)

243k
)
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Problema 1 Calcule as integrais:

2 pA/4—y? p2zty
a). / / / dz dx dy;
0 J—y/1—y2Jo

1 pl—x? pd—2’—y
b). / / / xdz dy dx.
o Jo 0

Problema 2 Calcule o wvolume da regiao mo primeiro octante limitada pelos planos
coordenados, pelo plano y + z = 2 e pelo cilindro x = 4 — y?.

Problema 3 Determine o momento de inércia do hemisfério sélido homogéneo x2+1y* 422 <
1, 2> 0 em relagao ao eizo z.

Problema 4 Calcule /dex—l—zdy—i—xdz onde v € a intersecao das superficies x® +4y? = 1

.
ex?+22=1,y>0¢ez2 >0, sendo o sentido de percurso do ponto (1,0,0) para o ponto

(—1,0,0).
Problema 5 Calcule /F -dry, sendo
8l

a). F(z,y) = (y* —2?)i+ (2® +y*)j e vy € o tridngulo limitado pory =0, =3 ey =x no
sentido anti-hordrio;

b). F(z,y) = 22y + 42%y%j sendo C a fronteira da regiao no primeiro quadrante limitada

pelo eirvo x, pela reta v =1 e pela curva y = x°.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Assim, a integral A, pode ser reescrita como
a). Desejamos calcular a integral
A= / / |J| dr df
K>

4 y2 2z+y
/ / / dz dx dy
4 y?

Observe inicialmente que a integral dada por A

pode ser reescrita da seguinte maneira 9
/ / (2cos O + sen @) r<dr df

2z+y
:/// dz dzx dy
xJo 73

T 2
:/ /r(2rcost9—|—rsen0)drd9
0 Jo

2

= / (2cos 0 + sen 0) do
sendo 0 3 1o
0<y<?2 i
K - == :§/ (2cos 0 + sen 0) do
Vit <e< Jiog 3o
. 8 ™
Ou seja = — (2senf — cos0)
3 0
A= // (2z + y)dz dy 16
K -
3
Realizando um esbogo deste conjunto, obtemos
a sequinte figura |
yi b). Desejamos agora calcular a integral
J g g

1 pl—a? pa—2?—y
= / / / rdzdydx
o Jo 0

K
_ Observe que
0 2 e aatey
—/ / dy dx
e usando coordenadas polares, ou seja o Jo
z =rcosf 1 p1-a®
, z// x(4—w2—y)dydx
y=rsend o Jo
cujo jacobiano é 1 plea 3
:// (4:E—x —xy)dydx
el B
B 1—z2
:/ (4xy:z:y:cy> dx
o conjunto K, neste referencial, torna-se 0 2 0

0<r<2 Lr1
Ko : == :/ (x549:3+7x) dx
0<0<n 0 \2 2



Exercicio 2 Inicialmente precisamos realizar um
esboco do solido em questdo, donde segue-se a
sequinte figura

Az

Ty

e

Chamando de € o conjunto que representa este
sélido, observando a figura temos que sua descricdo
pode ser dada por

0<z<4—y
Q 0<y<2
0<2z<2—y

Portanto, o volume procurado € dado pela sequinte

integral
2 p2—y pd—y?
V= / / / ldx dz dy
0 Jo 0
2 p2—y 4-9y?
VA
0 Jo 0
2 p2—y
= / / (4 — y2) dz dy
0 Jo

dz dy
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2—y

dy

—/02 (4—y?) =z .

2
:/0 (4-v%) (2-y)dy

2
/ (y3—2y2—4y+8)dy
0

14 23 2 ?
=[Syt =SB 22+ 8
<4y v -2+ y>

20

3

0

Exercicio 3 A distancia de um ponto (x,y,z) € R3
qualquer ao eizo z € dada por

d(x,y,z) = /2% + y?

E do enunciado tem-se que a densidade do sélido é
homogénea, ou seja

0(z,y,2) =k, k €R

Tracando um esboco do solido em questdo, obtemos
a sequinte figura

A

—
<Y

X

Assim, o momento de inércia deste sélido em relacdo
ao eixo z € dado pela sequinte integral

I= ///Qd(x,y,z)dQ(z,y,z) dx dydz
:///Qk(xQ—kgﬁ)dxdydz
:k///g (2 + ) du dy dz
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Usando coordenadas esférica, ou seja Exercicio 4 Inicialmente  devemos calcular a
intersecao entre as superficies dadas para entdo

& = psengpcost parametrizar o resultado obtido. Devemos portanto

y = psen psen resolver o sequinte sistema
Z = pCcos¢y { 2?2+ 42 =1
24,2 _
cugjo jacobiano é dado por t+2° =1

Donde seque-se que

a(xa Y, Z) 2
J| = ||m=7——=]| = p“sen
1 Ha(p,(%w) Py z =42
Neste referencial, o conjunto 2 torna-se Como devemos ter y >0 e z > 0, a solugcao serd
0<p< g z=2y
QS 0<p<t Uma parametrizacao que obedeca estas condigoes,
o pode ser

0<60<2nm

T = cost

Com isto, seque-se que vid gz %sent 0<t<n

I*k/// p’sen’ |J| dpdf de z =sent

Assim, segue-se que
2
_k/ / /psengopsengodpdﬁdgo A=/2ydx—|—zdy+xdz
~
2 5 1 4 3 . .
- k/ / / psen”pdpdpdd = / — sen®t dt + —sen tcost dt 4 cos*t dt
o Jo Jo o B
27 1% 1
= k:/ / —p’sendyp
o Jo O 0
k 27 E 5 - 1
= sen”y dp df = cos2t + —sentcost | dt
5Jo Jo 0 2

s

” 1
dyp db = / (—1 + 2cos’t + §sen tcost) dt
0

= /Qﬂ/2 2 de do = L 2t L 2
== n n = —sen2t — —cos
5/, sen“ sen pdyp 3 1

k 2z =0
= g/o /02 (1 — cos®p) sen pdip db

k 27 % s o
= g/ / (sen ¢ — cos*psen @) dip db Exercicio 5
o Jo

a). Considere a curvay como unido das curvas yi,7s

L 2T 1. 3 e v3 conforme esbogado na figura
= —/ —cosp + —cos’p do
5.Jo 3 0 A

Y

k2 2w
:ff/ do 3
53/,

2k
=9 Y3
15" V2

_ dkm
15

0

|
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Uma parametrizacao possivel para cada um dos na figura
trechos da curva vy pode ser dada, conforme estd
descrito abaizo: 1
A
x(t) =t Y
il ;0<¢<3
y(t) =0 !
x(t)=3 0 5
o ;0<t< Y2
? y(t) =t V3
3 ;0<t<3 -
y(t) =3 -1t n .
Sendo o ,
Uma parametrizacao possivel para cada um dos
F(z,y) = (y2 _ x2)i n (m2 i y2)j trechqs da curva y pode ser dada, conforme estd
descrito abaixo:
Teremos,
xz(t) =t
: 0<t<
/F~d’y:/F~dfy+/F~dfy+/F~d’y L A
v 71 72 3
3 ’ 3 ’ l'(t) =1
—[FOu®) i 0+ Foa(t) (01 P 0<t<1
0 0 y(t) =t
3 ’ 0
+ [ F(y3(t))-73(t)dt z(t)=1—-t
JRACHORAO 7{ Cocred
y(t) = (1 —1)
3
~ [P0 0o+ FEn - 00+
0 Sendo
+F(B—t3—-1t) - (—1,-1)]dt F(z,y) = 2251 + 422y
3
= [T-.8)0,014(2-9,9+8)-0,1) Teremos,
0
+(0a 2(3 - t)z) : <_17 _1” dt
/F~d’y:/ F~d’y+/ F~dv+/ Fdy
3 2l 71 2 3
:/ [~ +94+t*—2(3—1)%] dt 1 1
g = [ Fen@) 0t + [ Fon(e)aiee
3
= / (=9 + 12t — 2¢%) dt 1
0 + [ FGa0) it
2 .\ |? ’
- (—9t + 6% — 3t3) 1
0
=9
+F(1—t,(1—t)?) - (-1,-3(1 —t)%)] dt
= 1
_ 3 442
b). Procedendo de modo semelhante ao que foi feito _/0 [(O’O) (1,0) + (2¢7,47) - (0, 1)+
no item antertor, considere a curva vy como
unido das curvas yi,7y2 € y3 conforme esbog¢ado +2(1-1)",41 = )%) - (-1,-3(1 —t)*)] dt
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= /1[4152 —21 =) —12(1 = ¢)"] at
0

- /1[4752 — 141 —t)"°) dt

0

4 14
— *tS (1 —t¢ 11
(3 TR )

1

0
2

33
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Data: 25 de Agosto Duragao: 16:00 - 18:00

Problema 1 Calcule /(arctgx +y?)dx + (e¥ — 2%)dy onde v € a fronteira da regido do
v
plano formada pelos pontos (x,y) tais que 1 < x? +y* <9,y > 0.

//ﬁds
o 2

sendo o a regido da superficie z = x*+y? que estd entre os cilindros v>+y? = 4 e x°+1y* = 16.

Problema 2 Calcule

Problema 3 Calcule o fluzo do campo vetorial F(z,y, 2) = dayi+ 22j+yzk através do cubo
delimitado pelos planos x =0, x =1, y=0,y=1,z2=0e2=1.

Problema 4 Calcule //rotF -nds, onde F(x,y,z) = (dzy + 2%)i + (22 + 6yz)j + 2zxk,

através da superficie fechada delimitada pelos grdficos de x = 4 e z = 9 — y% e os planos

coordenados.

r
a fronteira do triangulo de vértices (0,0,0), (1,1,1) e (0,0,2).

Problema 5 Calcule /F -dl’, sendo F(z,y, z) = arctg (E) i+Inyv/22+ 9% +k, sendo T
Y

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Desejamos calcular a integral Ou seja,
A= /V(arctgx + %) dx + (e¥ — 2?)dy A= _2// (rcos@ + rsen6)|J|drdf
Q0
sendo v a fronteira da regiao dada por T 3
= —2/ / (cos @ + sen ) r2dr df
4 < 1'2 + y2 < 16 0 J1
Q: -0 r 313
y= :—2/ (cos@—ksen@)? do
0 1
Realizando uwm esbogco deste conjunto, obtemos a i
sequinte figura = 52 (cos 8 + sen ) df
3 Jo
Y .
2
_ .2 (sen @ — cos )
y & 0
. __1n
> !
[ 1 3 T
|

Donde percebe-se que v é uma curva fechada que,
atende as condi¢oes do Teorema de Green.
Usando o Teorema de Green, tem-se que

A= /(arctga: +y?)dx + (e¥ — 2?)dy
v

= //Q {aax(ey —2?%) — ({J%(arctgx +4?)| dz dy

://Q (—2z — 2y) dx dy

Usando coordenadas polares, ou seja
x =rcosf
)
y =rsenf
cugjo jacobiano €

o(z,y) H )
a(r,0)

= H

o conjunto 2, neste referencial, torna-se

1<r<3
QQZ
0<o<nr

Exercicio 2 Realizando um esboco da regido de
superficie o, tem-se a sequinte figura

AZ

Uma parametriza¢do possivel para esta superficie, é
dada por

z(u,v) =u
o:< ylu,v)=w 4 <u?+0%2<16
—_—
2(u,v) = u? + v? pS



Diante disto, seque-se que

oo

5o = (1,0,20)
% =(0,1,2v)
%z x % = (—2u, —2v,1)
ng S A R
Portanto,
//“’yd _//u2+v2 % g” dudv

f// G 2\/4u2+4v2 ldudv
i

Usando coordenadas polares, ou seja
u =rcosf
v=rsend

cujo jacobiano é

o conjunto ), neste referencial, torna-se

2<r<4
Qg:
0<6<27

Assim,

4 p27
0 0
//@ds:// O V> £ 117 df dr
o 7 2 Jo r
4 27
= / / 74/47r2 + 1cos @ sen 6 df dr
2 Jo

27

dr
0

4 20
[ v ()
2

4
:/ Orv/4r? + 1dr
2
=0
[ |

Exercicio 3 Desenhando o cubo em questao

Gabarito 32 Prova

obtem-se

_—Q

Como trata-se de uma superficie fechada, pode-se
usar o Teorema da Divergéncia de Gauss, donde
seque-se que o fluxo do campo vetorial

F(x,y, 2) = dxyi + 2%j + yzk

através da superficie o do cubo em questdo € dado por

//UF~nds:/// divFde dy d=
/ / / { (ay) | ;)+agf) dwdydz
:///Q5ydxdydz

Onde
0<x<1
Q 0<y<
0<z<1
Portanto,

1,1 gl
//F~nds:/ / / Sy dydx dz
o o Jo Jo
5/ 1/ |
=— dz dy
2Jo Jo

dm dz

Exercicio 4 Como trata-se de wuma superficie
fechada,  pode-se  aplicar o Teorema da
Divergéncia de Gauss, donde segque-se que

//rotF-ndS = /// div (rot F) dz dy dz
o Q

sendo ) o interior da superficie .
Observe que, se



Tem-se
rot F=V x F
i j k
_| o 90 9
| 8z Ay 0=
P Q@ R
— 87R 8Q i+ 8£ — aj i+
“\oy o2 0z o))
oQ 0P
% )k
’ ( dx  dy )
e
div (rot F) = V - rot F

_ 9 (0R_9Q\ 0 (0P _OR
_8x oy 0z 6 dz Oz
0
L9 (9@ _or
82 dr 0Oy

OR  0Q 9P  OR

- dxdy O0x0z  Oydz 8y8w+
n oQ P

0z0x 020y
=0

Desde que as funcoes P, Q e R sejam continuas e
derivdveis até sequnda ordem. Com isto seque-se

//rotF-nds:O

Independente do campo vetorial F. |

Exercicio 5 Realizando um esbo¢o do triangulo em
questao, obtemos a sequinte imagem

le

—_
vy
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Um vez que a fronteira do triangulo dado determina
um curva I fechada, seque-se que € possivel a
aplicacdo do Teorema de Stokes parao cdlculo da
integral em questdo, ou seja

/F~dF://rotF-nds
T o

onde o compreende a superficie do triangulo, cuja
parametrizacdo pode ser dada por

z(u,v) =u
0<u<l1
o:9 ylu,v)=u ;(u,v)€N:
u<v<2-—u
z(u,v) =v
Disto, tem-se
do
= —(1.1 .
8’1,[, (7 70)’
do
97 _ 1):
8,0 (0707 )’
Jdo  Oo
27 %7 1, -1
9 = gy = (L —10)

Além disto, sendo

F(z,y,2) = arctg (y) i+Inv22+9%j+k

tem-se
rot F=V x F
i j k
9 9 9
- oz Ay 0z
arctg (%) Iny/x2+9y%2 1
~ (0.0, 2
/LUQ + y2
Portanto

/FF~dF://UrotF~nds
//QrotF ‘
= //Qrot F(u,u,v) - (1,—1,0)dudv
()
://QOdudv

=0

dudv

oo 80
|| 8u o

1,0)du dv
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Problema 1 Resolva a integral

V8—1x2

2 px 2v2
// \/x2+y2dydx+/ Va2 +y?dydr
0 Jo 2

0

Problema 2 Calcule o volume do sélido limitado pelos grdficos das superficies z = 4 — x®

ey=4— a2

Problema 3 Calcule
/ny dx + (2% +y)dy

~

onde y € o trecho da pardbola y = 4 — 2% que vai do ponto (2,0) ao ponto (0,4).

/F-dF
r

onde F(x,y,2) = 2%i+ 2xj + v’k e T € a fronteira da superficie z =1 — x® — y?, z > 0.

Problema 4 Cualcule

Problema 5 Calcule o fluzo de F(x,y,2) = 2%i + xyj + 2k através da superficie do sdlido
delimitado pelos planos coordenados e o plano 2x + 3y + 4z = 12.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o dominio de integragdo é Ou seja,
o conjunto 2 =y Uy, sendo )
A= / / V2 + y2dady+
0o Jo
0<r<?2
Ql : 2vV2 p8=2z2
0<y<uz +/ V@2 + y2drdy
0 {2 <z <22 20
2 .
0<y<+V8—2? = /T\J|drd9
Q
. . T 2V2
Realizando wm esbogco deste conjunto, obtemos a _ / / r2dr do
sequinte figura o Jo
k4 V2
4 /,13 2
= — do
YA /0 3 1o
T16v/2
_ / 16v2
2 o 3
_ 4/or
QO 3
- |
2 X

Usando coordenadas polares, ou seja
x =rcosf
y =rsenf
cujo jacobiano €

I(z,y)
a(r, 0)

= H

H :T’

o conjunto ), neste referencial, torna-se

V2

IN
<
IN
N

2
[aw] o
IN
>
IN
N

Exercicio 2 Realizando uwm esbogo do sélido em
questdo, obtemos a sequinte figura

z A
z=4—x2
4 / y=4—z2
é/
7 IR 1 7@/
2

T

Percebe-se portanto, que tal solido pode ser expresso

como
Q- 0<z<4—2?
(z,y) €K

Para calcular o volume deste solido, € preciso resolver



a sequinte integral

V:///ldmdydz
Q

://I(/O4x2zdzd$dy
://1((4—332)da:dy

Observe que

2 T

)

0<xr<2
K:
O§y§4—x2

Ou seja,

V://K(4—z2)dxdy
:Lé2ﬂf_ﬁ(4-ﬁﬁ)dydx

4—z2
= / (4 — x2) dx
0 0
2 2
:/ (4—x2) dx
0

2
::j[ (16 — 82° + z*) du
0

_ 256
T 15

Exercicio 3 Realizando um esbo¢o da curva dada,

Gabarito Prova Final

obtem-se

Observe que, sendo

F(x,y) = 2zyi + (332 + y2)J

tem-se
ot 2@ +y?) 0 2ay)
or dy
=2x — 2x
=0
Domg = R?

Ou seja, F é um campo conservativo e portanto,
a integral dada independe do caminho escolhido,
importando apenas o ponto de inicio e término da
curva. Considere assim a curva

Y=71U

com

y(t) =
Y2 {x(t)zo ; 0<t<4
y(t) =t

Assim, seque-se que

S = /Qxydx + (2 + y?)dy
v

= / 2xydr + (2% + y*)dy+
Y1

‘+l/m2xydx—+(x24#y2)dy
Y2



— /22(2 —t)0(—dt) + [(2—t)* + 0*] 0+
0

+

4
/2-0~t~0+(02+t2)dt
0

4
= / t2dt
0

Exercicio 4 Realizando um esboco da superficie em
questao, obtem-se

z=1—-a"—y

<Y

_/1

T S—r

Uma parametrizacao possivel para a curva I' é
dada por

x(t) = cost

Portanto

/F ~dl= 2ﬂF(l“(t)) TV (¢)dt
r 0

0

2
(0,2 cost,sen?t) - (—sent, cost,0)dt

27
:/ F(cost,sent,0) - (—sent,cost,0)dt

0

27
/ 2cos? tdt

[}
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21
/de:/ glFcos2t
T 0 2

27
/ (14 cos2t)dt
0

sen 2t |*™

2

t+

0

=27

Exercicio 5 Realizando um esbo¢o do sélido dado,
obtemos a sequinte imagem

A

/

20+3y+4z2=12

Como a fronteira deste solido compreende uma
superficie fechada, € possivel aplicar o Teorema da
Divergéncia de Gauss para o cdlculo do fluxo do
campo vetorial

F(z,y,2) = 2% + zyj + zk

através desta superficie.Ou seja

//JF-nds:///Qdidexdydz
:///{2(3x+1)dxdydz

sendo
0<z<6
12 — 2z
Q:¢ 0sys— :
0<z< 12 — 2z — 3y



Portanto,
12 -2 12 -2z — 3y

//F nds—// / 432 + 1)dz dy dz

12 — 2z 12 — 2z — 3y
// Bz +1)z 4 dy dx
0
12 — 2z
// (3x +1)(12 — 22 — 3y)dy dx
12—2$

// (124342 —3y—9zy—622)dydx

1 3 9
== 12y + 3day — —y* — —ay*—
4A< y+3dzy — oy — Say

12 — 2z

3

fozy) dx

0

1 6
=5 / (32° — 352 + 962 + 36) da
0

1 6
=5 <3x4 35 z° + 4822 +36x>

4 3

0

= 66 ]
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Problema 1 Calcule as integrais:

1 2
a). //4ey2dydx;
0 J2zx
2 4
b). //\/Esenxd:cdy.
0 Jy2?

Problema 2 Sendo Q é a regido delimitada pelo quadrado de vértices (0,1), (1,2), (2,1) e

(1,0), calcule a integral
// (z+y)*sen (z — y) dz dy
Q

Problema 3 Calcule o wvolume do objeto solido no primeiro octante delimitado pelas

superficiesy =4 — 2% e z = 4 — 22,

Problema 4 Cualcule

2 px 2V2  py/8—x2
/ / \/x2+y2dydm~|—/ / V? +y2dy de
0 Jo 2 0

Problema 5 Encontre o centro de massa da lamina plana delimitada pelas curvas y = 2x e
y=2x3 comxz>0ey>0 e cuja densidade no ponto (x,y) € proporcional ao produto das
distancias deste ponto aos eixos coordenados.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Logo,

a). Deseja-se calcular a sequinte integral

1 2
A:/ / 4e¥’ dy du , |
0 J2z :/ 4e¥ x| dy
0 0
Observe que o dominio de integragio ¢é o B 24ey2gd
conjunto —Jo 2%
L 12
0<x<1 — Y
Q: 0
20 <y <2
=et—1

Realizando um esbogo deste conjunto, obtem-se
a sequinte figura b). Deseja-se calcular a integral

2 4
B = / / Vsen x dx dy
o \ 0 Jy2

Esta integral iterada corresponde a uma integral

2 dupla cujo dominio de integracao é o conjunto
2
y* <z <4
Q:
Q 0<y<2

Realizando um esbogo deste conjunto tem-se a
sequinte figura

o=y yA
x = 1>
> 2p-mmmmmmmmm o
0 Ly
Q
0 4 >a:

Observe, no entanto que, o conjunto {2 também

ode ser expresso como . (
p P Observe que o conjunto ) pode também ser
ETpPresso como

0<z<? 0<az<4
Q: 2 Q:
2 0<y<Va




Portanto

B= //\/Esenxdxdy
Q

4 E
:// Vsen x dy dx
o Jo

VT
dzx
0

4
:/ Varsenxy
0

4
:/ rsenx dx
0

= (—xcosz + senx)

4

0

= —4cos4 +sen4

Exercicio 2 Deseja-se calcular a integral
I= //(ery)Qsen(xfy)d:z:dy
Q

onde Q € o quadrado de vértices (0,1), (1,2), (2,1) e
(1,0), cujo esbogo € dado na figura abaizo

y A

Para isto, considere a sequinte mudanca de varidveis

. u=x+y
"2 :
V=T —y

Seque-se disto que

Gabarito 12 Prova

e o jacobiano desta transformacdao €

9(z,y)
d(u,v)

Neste referencial o conjunto €1 torna-se

Nl= N
N= N

|J|=]

Assim, seque-se que

I://(quy)Qsen(:z:fy)d:z:dy
Q
Z//’LLQSGII’U |J] du dv
Q1

:f// u?senv dv du
21 Ja
13 !
= f/ —u? cosw
2)q

3
= —7/1 u? (cos 1 — cos(—1)) du

du

-1

Exercicio 3 Tracando wum esboco do sdlido em
questdo, obtemos a sequinte figura

z A}
Z2=4—z2
4 / y=4—z2
_/
I 4 VZ
2



Assim, o volume deste sélido € dado por

V://(4—x2)dxdy

sendo K o conjunto

y A

0<z<?2
K:
0<y<4-—z?

2 rd—a?
VZ/ / (4—m2)dydx
o Jo
) )

L]

Ou seja,

dzr

2
= / (16—8z2 —|—1:4) dx

0
8 1
= <16:L“ — gl‘?’ + 5x5)

64 32
=(32-—4+=
(2-5+3)

2

0

480 — 320 + 96
- 15

_ 26

15

Exercicio 4 Considere

2 prx
A:// V2 + y2dy dx+
o Jo
22 p/8—x2
+/ Va2 +yidydx
2 0
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Usando-se as propriedades da integral dupla é possivel
afirmar que

A= //\/x2 + y2dy dx+
Q
+//\/z2+y2dyd:c
Qo

= / vV x? + y2dy dx

Q1UQ5

Sendo

0<z<2
Qll
0<y<uz

0 2< 1 <2v/2
2 -
0<y<v8—ua2

Realizando um esbogo destes conjuntos (num mesmo
plano cartesiano), tem-se:

YA

Qs

DO PN
8

Usando-se coordenadas polares,
x =rcosft
{ y =rsenf 7
cujo jacobiano é dado por
|J| =r

O cojunto Q = Qq U Qqy neste referencial torna-se

_ 0<0< 7
QO:
0<r<2V2



Exercicio 5 Realizando um esbo¢o da lamina em
questao, tem-se

YA

2
20 =y
Q Jy=223
/
[/
0 T =

Chamando de §2 o conjunto que representa esta
lamina, seque-se que

0<zx<1
Q:
23 < y < 2z
e a massa desta lamina € dada por

M = //Qé(x,y)dxdy

sendo § a densidade da mesma. De acordo com
o enunciado do problema, §(x,y) € proporcional
ao produto das distincias de (x,y) aos eizos
coordenados, ou seja

0(z,y) =key, keR

Gabarito 12 Prova

Assim,

1
Ze = M//Q:U(S(:L',y)dxdy

4 1 pr2z
= 7/ / kx?y dy dx
k 0 J2z3
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Problema 1 Calcule

///Z\/JIQ + y?dx dy dz
Q
sendo Q) a regidgo delimitada pelas superficies z =0, z =1+ 2> +y® e 2>+ y?> < 1.

Problema 2 Calcule o volume do sélido no primeiro octante delimitado pelas superficies
2=2—y, z=4—y>, v=0,2=3ey=0.

Problema 3 Cualcule
/ (z 4+ 4y/y) dy
.

onde vy € a curva fechada correspondente a fronteira do triangulo de vértices (0,0), (1,0) e
(0,1) percorrida no sentido anti-hordrio.

Problema 4 Encontre o volume do sdlido situado acima do cone z>

esfera % + y* + 22 = 4z.

= 22 + 9% e interior a

Problema 5 Um sélido é delimitado por z = 922 +y? e pelo plano z = 9. A densidade deste
sélido no ponto (x,y,z) é inversamente proporcional ao quadrado de sua distincia ao ponto
(0,0,-1). Estabele¢a uma integral iterada para encontrar o momento de inércia em relagao
ao eizo z (nao € necessdrio resolver a integral).

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Sabe-se que o dominio de integrac¢do cujo jacobiano € dado por
€ a regigo Q delimitada pelas superficies z = 0,
2z =1+2%2+9y? com 22 + 3% < 1. Realizando um
esbogo de ) tem-se |J| =r
z A
1222 O conjunto K neste referencial torna-se
z=14+z"+y
<_/ 0<r<i1
K:
0<6<2r
% e disto, seque-se que
"
2 2 4
x ye =1 1
\_I/-I-y Azi//\/x2+y2(1+x2+y2)2dxdy
K
€ 1 2 1 )
= 5/ / Vr2 (1+1r2)"|J] drdf
Portanto, é possivel expressar tal conjunto como o0
1 2 1
{0§z§1+x2+y2 :5/ /r2(1+2r2+r4)drd9
: , o Jo
(z,y) € K o
sendo = 5/ / (7"2 + 27t + 7‘6) dr df
20,2, 2 o Jo
K={(z,y) € R?|2*+y* <1}
2w /.3 5 7N |1
Assim, :1/ T—+2L+T— df
2 Jo 3 5 ) o
A:///z\/xQ—i-yzdxdydz 9o fom
@ =-— db
y 2105 J,
1+z" 4y
:/// 2/ 2?2 + y?dz dx dy 27
xJo _ 192
2 L 4y? 2105 |,
= 2 +y?— dx dy
Jl Vs o,
105
1
= 5// Va?+y? (1+m2+y2)2dxdy
K
|

Usando-se coordenadas polares, ou seja

T =1rcosf
y =rsenf ’

Exercicio 2 Realizando um esboco do sdélido

em



questdo, obtem-se a sequinte figura

"
-~ 2

E possivel descrever, este solido da segquinte maneira

0<r<3
(y,2) € K

sendo K descrito como

0<y<2
K:
2—y<z<4-—y?

Ou seja,
0<z<3
Q: 0<y<2
2-y<z<4-—y?

Portanto, o volume de Q serd dado por

V:///dxdydz
Q
2 3 pd4—y?
:/// dz dx dy
0 JO J2—y
2 3 4-9°
)1
0 0 Q—y
2 /3
:// (24y—vy*)dedy
o Jo
2

=/ 24+y-y)) = ’

dy
0 0

dx dy

2
A (2+y—y°)dy

2 3
Yy Y

— 2 g _ I

3<y+2 3)

0

Gabarito 22 Prova

Exercicio 3 Sabe-se que 7y € a curva que corresponde
a fronteira do triangulo de vértices (0,0), (1,0), (0,1)
ortentada no sentido anti-hordrio.

Ay

Y2
3

Y1

1 :]jr

Uma possivel parametrizacao para v pode ser dada
por

Yy=71Ur2 U3

com

x(t) =t
Y1t ,OStSl

z(t)y=1—t
Yo , 05t <1

y(t) =t
'yg:{x(t): ,0<t<1
yt)y=1—1t

Observe que

Im@®I =1
sl = v2
(Bl =1



Chamando de A a integral que deseja-se calcular,
tem-se que

A:/(w+4\/g7)d'y

(x4+4/y) dy +/ (x4+4/y) dvy

3

= /71(x+4\/§) dry +/

72

1

~Jo (x(t)+4\/m) 7 (2)]] dt+
+ /O1 (x(t) +4m) 4 (0) di+
" /01 () + 4V ®) ol dt

- /Oltdt+/ol(1 7t+4\ﬁ) x@dt+/ol(4\/ﬁ) dt

1

t? t2 8 8
_ _ _ 3) - = _ +)3
2+ﬁ(t 2+3\/t> SV(=1)

0

%(1+\/§)
[ |

Exercicio 4 Realizando um esboco do sélido em
questao obtem-se a sequinte figura:

7 | Pyt 22 =4z
g
2=y yQ
-) ,’Il
2 Y

T

Ou seja, este solido pode expresso da sequinte forma

{ Vaz+y2 <z <24 /4 — 22— 2

2?2 +y? <4
Usando coordenadas cilindricas,
x =rcosf
y=rsenf |,

=z

Gabarito 22 Prova

cujo jacobiano €

o conjunto ) neste referencial torna-se

0<r<2
QQZ 0§9§2T(

r<z<2++V4-—r?

Portanto, o volume deste solido é dado por

V:///dxdydz
Q
:/// |J| drdfdz
Q2
21 2 p24V4A—12
:/ // rdzdrdf
0 0 Jr

2r 2 24+v4—r2
- / / r
0 0 r

27 p2
:/0 /Or(2+M—r)drd0

dr df

27 p2
:/ / (2r+r\/4—r2—r2)drd9
o Jo
2

27 4—r2)3 3
:/ TQf(i),L do
0 3

3
2
:4/ df
0

= 87

0

(Outro modo:) Observe que o sdlido consiste da
composicao de uma meia esfera de raio 2 e um cone
de base circular de raio 2 e altura 2. Ou seja,
o volume deste sdlido pode ser obtido da sequinte
maneira

1
V= §Vol(esfera) + Vol(cone)

14 23+1 22.9
:77’7T~ —7‘(‘. .
23 3
72471'

3

=87



Exercicio 5 Realizando um esbo¢o do sdlido dado
tem-se

Z A

9

z:9:L'2—|—y2

Y

1

T

FEste solido pode ser descrito como
922 +y? <2 <9
. { (x,y) e K
Sendo
K= { z,Y) €R2’9:c + 92 <9}

Usando coordenadas cilindricas, ou seja

r

T = 3 cosf
y=rsenf ,
2=z
cujo jacobiano é
Oz, y)

1= |

Gabarito 22 Prova

o conjunto Q) neste referencial torna-se

0<r<3
QQI 0§0§2
r2<2<9

Além disto, € dado que a densidade obedece

k

M99 = A G

keR

e a distancia de um ponto qualquer (x,y,z) ao eizo z

€ dada por
d= /22 +y2

Assim

:// d%5 dx dy dz
Q
22 +y?)
- [ s e o

k(% cos ) + r2sen?0)
.=
9
I
Qo

/ /2”/ cos 0+ 9sen29) dz dO dr
2 3 12cos 0+9r2sen20+9(z+1)2

|J| dr dfdz
cos + r2sen26 + (z 4+ 1)2

72 cos 8 + 9r2sen?d r
—drdf dz
r2cosf + 9r2sen?0 + 9(z + 1)2 3
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Problema 1 Calcule a drea da regiao do plano delimitada pela curva

3t 3t2
H=(-"— T ) 0<t<1
(1) (t3+1,t3+1), <t<

e o segmento de reta do ponto (%, %) ao ponto (0,0).

Problema 2 Seja v a fronteira da regido delimitada por y =3 — 22 ey = 1+ 2%, orientada
no sentido anti-hordrio. Calcule

/a:de:U + (2%y + 32)dy

Y

Problema 3 Calcule a drea da regido da superficie z = x* + y? que estd entre os planos
z=1ez=4.

Problema 4 Calcule o fluzo externo de F(x,y, z) = 21— 2xyj+ 3z2k através da fronteira
da regiao da esfera v + y* + 22 < 4 que estd no primeiro octante.

Problema 5 Calcule
/yda: + zz2dy + 22dz
r

onde I' € a fronteira da regido do plano x+y+z = 1 que estd no primeiro octante, orientada
no sentido anti-hordrio quando vista de cima.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Uma parametriza¢do possivel para o

segmento de reta do ponto (%,%) ao ponto (0,0) €

dada por

z(t)=3—t 3
V2! 3 §0§t§§
y(t) =35 —t

e a curva correspondente a fronteira da regiGo em
questao é

Fy=7U
onde
3t
x(t) =
1+1¢3
v , 0<t<1
() = 3t
Y=

Assim, a drea procurada serd

A:%]{xdy—ydy

5

1 1
zfj{xdy—ydy%-*y{ xdy — ydy
2] 2 ),

_1/1 3t 6t — 3t 3t 3—6t°
T 2Jo T3 (143)? L+13 (1 41¢3)?

3
1 [2 3 3
=S —t)dt+ (= —t)dt
1/118t29t59t2+18t5 .
2Jo (1+13)°

1 (1ot2 4 9¢°
L[,
2Jo (1+13)

142 3
:g/t (1+t)dt
0

dt+

2Jo (143
1 2
t
2Jo (1+13)
_3
4

Exercicio 2 Realizando uwm esboco do sdlido em
questdao, obtem-se a sequinte figura

yA

4 3

e} 4

-3 -1 IRRVE]

Observe que o conjunto ) que compreende a Tegido
delimitada pelas curvas y = 3 — 22 ey = 1 + 2%é
simplesmente conexro e as fungoes

P(z,y) = zy®
Q(z,y) = 2’y + 3

estdo definidas para ¥(x,y) € Q. Assim, usando o
teorema de Green, tem-se

[rarsau [ (222 aray

Ou seja,

/nydas + (2%y + 3x)dy = // (2zy + 3 — 2zy) dx dy
0 Q

://3dzdy
Q

= 3 Area(Q)

1
:3/ (3—2%—1—2ab)de
-1




Exercicio 3 Realizando um esbo¢o da regido,

obtém-se

z=a" +y°

\J

Uma parametrizacao possivel para esta regiao € dada

por
z(u,v) =u
o y(u,v) =v cl1<u?+0?<4
—_———
2(u,v) = u? + v? a2
Disto seque-se que
do
— =(1,0,2
o = (1,0,20)
do
— =(0,1,2
ou (0.1,20)
do 0o
27w ST = (—2u,—20,1
90 = Py~ 2~ 2,1)
do  Oo N R
O N a2 402 11
H@uxau whAr

e a drea da superficei o €

A://ads
= Il 5 5

Xi
= // vVA4u? 4+ 402 + 1dudv
Q

ou  Ju
Usando coordenadas polares,

u = rcosf
v = rsenf

du dv

cujo jacobiano é

I(z,y)
a(r,0)

J|=\

‘:r

Gabarito 32 Prova

O conjunto Q) neste referencial, torna-se

0<6<2rm
2 -
1<r<2

Assim,

27 2
A:/ /\/4r2+1|J\drd9
0 1

27 2
/ / rv/4r2 + 1dr db
o J1

=N

(17\@— 5\@)
n

Exercicio 4 Realizando um esbo¢o da regido o em
questao obtem-se a segquinte figura:

A
22424 22=4

Q

\)
<Y

X

Perceba que trata-se de uma superficie fechada cujo
interior € o conjunto ) simplesmente conexo no qual
o campo vetorial

F(z,y,2) = 2%i — 2zyj + 3z2k

estd definido. Deste modo, aplicando o teorema da
divergéncia de Gauss, tem-se que o fluro de F
através da superficie o pode ser calculado da sequinte

forma
fluxo = //F-nds
:/// divF dxdydz
Q
Onde
. 0 , 4 0 0
divF = E (z%) + y (—2xy) + e (3z2)
=2r — 2z + 3z
=3z



Ou seja,
fluro = /// 3rdxdydz
Q
Usando coordenadas esféricas,
x = psenpcosf

y=psenysent

Z = pcosy
cujo jacobiano é
6(5E7 Y, Z) 2
|| = ‘ = pTsen
A(p,0, )

o conjunto ) neste referencial torna-se

Portanto,

fluxo = ///Bxd:rdydz
Q

:/// 3psenpcosf |J| dpdf dy
///3p sen®p cos @ dp df dy

2

T %2 3
= / / Zptsen?pcosd
o Jo 4

0

T (23
= / / Z16sen?p cos B db dyp
o Jo 4

de

3
= / 12sen?psen
0 0

VB

/ 12sen?p dyp

2/51—c052g0d
0

sen2¢p
(o)

6

|
—

us
2

0

T
2

=37

do dy
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Exercicio 5 Realizando um esbo¢o da regigo dada
tem-se

Uma parametrizacao possivel para esta regiGo pode
ser dada por

r=u
o y=v 5 (u,v) € Q

z=1—u—w

0<u<l1
Q:
0<v<1-—u

Como a curva correspondente o fronteira desta
superficie

Sendo

I=T,UTly,UT};

€ uma curva fechada e o campo vetorial
F(z,y,2) = yi +xzj + 2°k

estd definido sobre a superficie o e atende as
condigoes exigidas pelo teorema de Stokes, seque-se

que
/F~dF://rotF~nds
T o

Observe que

rot F(z,y,2) = (—2,0,z — 1) =

rot F(o(u,v)) = rot F(u,v,1 —u — v)

= (*U, Oa —u— ’U)

do

ou - (17()’ _1)

do

v - (07 1a 71)
99 99 _1.1,1)

ou Ov
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Portanto,

/F-dF://rotF~nds
I o

Jo  Oo
= //QrotF(a(u,v)) Br e %dudv

_ //Q(—u,O,—u — ) (1,1, Ddudo

- /O 1
(9

1—u
/ (—2u —v)dvdu
0

1—u
= du
0
1
:2/ (3u2—2u—1)du
0
L3 2 !
= —(u’—u"—u
5 )|
__1
)
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/ / e dx dy
Q

sendo §2 o quadrado de vértices (1,0), (0,1), (-1,0) e (0,-1).

Problema 1 Calcule

Problema 2 Calcule o momento de inércia em relacio ao eixo z do solido no primeiro
octante delimitados pelos planos v + 2z = 1 e y + z = 1, sendo sua densidade no ponto
(x,y,2) dada por §(z,y,z) = z.

Problema 3 Calcule a drea da regiao do plano delimitada pela curva

3t 3t2
H=(-" T ) 0<t<1
V(1) (t3+1,t3+1), <t<

e o segmento de reta do ponto (g, %) ao ponto (0,0).
Problema 4 Calcule o fluro externo do campo vetorial
F(z,y,2) = /22 + 42 + 22 (zityj + 2k)
através da superficie que compreende a fronteira do sélido 1 < x% + y? + 22 < 2.

Problema 5 Calcule
/ny?’dx +dy + zdz
r

onde T' é a curva dada pela intersecao entre o cilindo x*> + y> = 4 e o hemisfério
2?2 +y? 4+ 22 =16, z > 0, orientada no sentido anti-hordrio quando vista de cima.

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral III

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito Prova Final 2016
Data: 20 de Maio de 2017 Turma E3
Exercicio 1 Realizando um esboco do conjunto €2 Portanto
obtem-se
//e"“rydmdy = // e |J| du dv
y A O Qs
r—y=—1 r+y=1 /1/11udd
= —e"dudv
\ St ~1J-12
Q . )
> / Lou dv
- — Ze
T L2
/_’ K_\ 1 1
r+y=-—1 r—y=1 :i(e—e*)/dv
-1
1
Considere a sequinte mudanga de varidvel _ 1 (e . e_l) v
2 -1
u=x+Yy
oL =e—e!
v=x—y
|
Segue-se desta escolha, que
u -+ Exercicio 2 Inicialmente observe que a distancia de
r= ) um ponto qualquer (x,y,z) € R® ao eiro z €
v u—v
1T r= a2 +y?
cujo jacobiano € dado por Além disto, um esbocando o sdlido em questdo
g o) | 1 obtem-se
0w, v)| 2
Neste referencial o conjunto Q) torna-se
Y Al r+z=1
Qo
-1 1 v
—1
—-1<u<l1 €
QQ :
-1<v<1




Tal solido pode ser descrito como,
0<z<1
Q: 0<z<1—-z2
0<y<l-=z

Portanto

1= ///TQ(dedydz
Q
z/// (a:2+y2)zd3:dydz
Q
1 pl—2 pl—z
:/ / / (x2+y2)zdxdydz
o Jo 0
1 pl—z 3 1-z
= / / <x + y2x> z dydz
o Jo 3 0
1 pl—2 o 3
=/ / l(lz)—i—zf (1—2)] zdy dz
o Jo 3
1 3 3 1—=z
(1—-2) y
= - 7 z_ 1 _
/0 [ 5 Y + 3 (1-2)|=2

9 rl
=§/ (1-2)*zdz
0

Considere a sequinte mudanga de varidvel

dz

0

w=1-z
Desta escolha segue-se que
dw = —dz
z=0=w=1
z=1=w=0

Ou seja,

Gabarito Prova Final

Exercicio 3 Uma parametrizagdo possivel para o
segmento de reta do ponto (2,3) ao ponto (0,0) €
dada por

| W

3
2
: 0<t<
72 § ,Oftf
2

e a curva correspondente a fronteira da regido em
questdao é

Yy=7U
onde
3t
t:
(1) T
ol ;0<t <1
(1) = 3t2
W=1re

Assim, a drea procurada serd

A:%fxdy—ydy

5
1 1
:77{ dy—ydy+77{xdy—ydy
2/, 2/,
_1/1 3t 6t —3t* 3t 3—6t°
S 2fo THE (143 148 (14 43)

3
1 [2 3 3
— —(=—=t|dt — —t)dt
raf - (-t)ar(5-)
1/118t2—9t5—9t2+18t5 )
2o (1+t3)3

1 [1ot2 4+ 9¢°
Yy
2Jo (1+13)

142 3
9/t(1+t)dt
0

B (1+13)°

2
1 2
t
2Jo (1+413)

3
4



Exercicio 4 Realizando um esbo¢o da regiao o em
questao obtem-se a sequinte figura:

Az

Q

@V

x
Perceba que trata-se de uma superficie fechada

cujo interior € o conjunto ) simplesmente conexo no
qual o campo vetorial

F(z,y,2) = Va? + y* + 2% (zi + yj + 2k)

estd definido. Deste modo, aplicando o teorema da
divergéncia de Gauss, tem-se que o fluro de F
através da superficie o pode ser calculado da sequinte

forma
flu:w://F-nds
:/// divF dxdydz
Q

aivF=2 (o175 2) 4

Onde

0
+—(y x2+y2 4+ 22) +

y )
+ % (z\/x2 +y? + 22>
_WETET R

Ou seja,

fluzo = ///4\/332 + 12+ 22dxdydz
Q

Usando coordenadas esféricas,
x = psenpcosf
y=psenysentd

zZ = pcosy

Gabarito Prova Final

cujo jacobiano €

8($, Y, Z) 2
U:’zmmw
A(p.0, )
o conjunto ) neste referencial torna-se
1<p<V2

QQZ OSGSQTF
0<p<m

Portanto,

fluxo=///4 22 4+ y2 + 22drdydz
Q
:/// 4p |J| dpd dp
Qo
27 T \/5 .
:/ // 4p® sen p dp dyp df
o Jo J1
2w pm
:/ / plsen o
o Jo
2w pm
:/ /3sen<pd<pd0
o Jo
27 ™
:3/ —Cos @
0
2m
:6/ a6
0

27

V2
dyp df
1

do
0

=60

0
=127
| |

Exercicio 5 Realizando um esbo¢o da regiao dada
tem-se

A >




Como T' € uma curva fechada e o campo vetorial em
questao
F(z,y,2) = 2*y’i +j + 2k

Obedece aos requisitos necessdrios ao uso do Teorema
de Stokes, segue-se que

/F~dF://rotF~nds
T o

Uma parametrizagao possivel para a superficie o pode
ser dada como

onde

do —v
Y99 _ 1.
v <O’ ’\/16—u2—v2>

@Xai— u v 1
u " v V16 —u2 — 32 V16 — uZ — 2’

i j k
rot F = g ﬁ 2
or Oy 0z
22y 1 z
(0,0, —3z7y~)

Portanto,

A:/x2y3dm—|—dy+zdz
r

://rotF~nds

80 % [oled Ao do
F _Ou " Ov
//rot H* ” 80” Hau B du dv
do  Oo
// 0,0, —3u?v (3 6v>dudv

:// — 3uv?dudv
Q

Usando coordenadas polares, ou seja
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O conjunto ) neste referencial torna-se

0<r<2
QQI
0<6<2rm

Logo,
A= // — 3uv?du dv
Q
// — 312 cos® O r2sen?d |J| dr df
27 2
/ / — 3r® cos? O sen?0 dr do
o Jo
21 1 2
/ <— ~r8cos? 6 sen29>
0 2

df
27
—32/ cos? O sen0do
0

0

27
—32/ (cos Osen §)* do
0
27 2
_ _32/ (sen29> 0
O 2
27
—8/ sen?20 do
0

24
—8/ 1 (:20540d9

2
= 4/ (1 — cos40) d

0
sen 460 >

4(9

2m

O

(Outro modo): Uma parametriza¢io possivel para
a curva I' € dada por

x(t) = 2cost
I': < y(t) =2sent
2(t) = V12

,0<t<2rm



Assim,

A= /x2y3dx+dy+zdz
r

2m
= / 4cos® t 8sen’t (—2sen t)dt + 2 cos tdt
0

27
/ (—64 cos® tsen®t + 2 cost) dt
0

= —87

Gabarito Prova Final
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//2y—|—x
QY — 2x

onde Q0 € o trapézio delimitado pelos pontos (—1,0),(—2,0),(0,4) e (0,2).

Problema 1 Calcule a integral

Problema 2 Calcule as integrais

4 prx
a). / / \/gdydx;
1 x2 X
3 rx
b). //xQexydydx.
0 Jo

Problema 3 Inverta a ordem de integracao:

/O 3 [ / Zf(w)dy] di

Problema 4 Usando intregral dupla, calcule a drea da regiao plana compreendida entre
curvas > =9 —x e y> =9 — 9x.

Problema 5 FEncontre o centro de massa da lamina plana delimitada pelas curvas y = 2x e
y=2x3 comxz>0ey>0 e cuja densidade no ponto (x,y) € proporcional ao produto das
distancias deste ponto aos eixos coordenados.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Desejamos calcular a integral

//2y+3:
Y — 2z

onde ) € o trapézio esbogado na figura abaizo

Para isto, considere a seguinte mudanca de
varidveis
u — 2v
_ T =
o1 u=2y+w S0 5
v=1y— 2x 2u4v
Yy = 5
cugjo jacobiano € dado por
Nz, y)| _ 1
] =z
0(u,v)
e, neste novo sistema de coordenadas, o conjunto §2
torna-se
A A
4
N i
V= —Zl«'y % e {
{ : -
< o s AL
Y <u<2w
Qs 2
2<v<4

e, disto seque-se que

//2y+x
y—2x

Exercicio 2

a).

2018
Turma M3
:// Eldudv
921]5
1 4 2v
f// 2cludv
5 2 _%’U
1/4 u? 2
- — dv
5 2 2'1} %
1 /4 v
— [ (4 —7)d
10/, (” 1)
4
32
16 9
9
4
|

4 px 4 px
Yy VY
=d dx://—d dx
/1/:62\/;:(} 1 zz\/Ey

-3

_ 2 (Va3 —Vab

:;/4(96—333)&@
1

4
21, 2 —
-7 (Zx 7@) 1
_2(_200 3
3 714
403



b).

\
o\
w
S
[\v]
8|
o
8
<

3 rx
/ / 22e™dy dx =
0o Jo

3
— 1(6I2—1'2)
2 0
1, 1
=5 (@93
9
-2 s

Exercicio 3 O dominio de integracdo na integral
dada € o conjunto

0<x<3
B
m2—2x§y§\/3x

Desenhando este conjunto, teremos a sequinte figura

Y
3

Donde seque-se que o conjunto B pode ser
reescrito como

B=ByUB;
onde
Yy
3p——m————————
y? !
r="— [
3 |
|
|
|
[
|
|
By ‘
r=1—/1+y 1:l+ 1+y
0 By 3
B T S

Gabarito 12 Prova

{ 1-VIFy<az<l4+ /Ity
BQI

-1<y<0

Portanto

3 mf(x,y)dydx: f(z,y)dzdy
0 Jx2—-2x B

= / f(@,y)dzdy+
By

+ / BQf(l: y)dxdy

3 pl+vIFy
=/ /2 [z, y)dzdy+
o Ju

0 pevIFY
4 / / f(z,y)dedy
—1J1—/1+y

Exercicio 4 A regido plana ) compreendida entre as
curvas y> =9 —x e y2 = 9 — 9z pode ser visualizada
no sequinte esbogo

Observe entao, que a regigo ) pode ser descrita
do seguinte modo

2
i <z <9—y?

Q:
-3<y<3



Portanto

Area(Q) = // dz dy
Q
3 9—y2
:// dx dy
3 19-y?
:/ x
-3

|
NeR =
7 N
\]

DO

<

|
w| oo
<

w
N~~~

144 + 144
9

=32
]

Exercicio 5 Realizando um esboco da lamina em
questao, tem-se

YA

2
2=y
Q Jy=2a3
/
[/
0 1 J;

Chamando de 0 o conjunto que representa esta
lamina, seque-se que

0<x<1
Q:
223 <y < 2z

e a massa desta lamina € dada por

M://Q(S(m,y)dxdy

sendo § a densidade da mesma. De acordo com
o enunciado do problema, (z,y) ¢ proporcional
ao produto das distincias de (z,y) aos eizos
coordenados, ou seja

0(z,y) = kaxy, keR

Gabarito 12 Prova

Assim,

1
Ze = M//Q:U(S(:L',y)dxdy

4 1 pr2z
= 7/ / kx?y dy dx
k 0 J2z3
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Problema 1 Calcule a integral

///Q (z —y)? 2y dedy dz

sendo ) a regiao delimitada pelos graficosdex =1, 2 =3, 2=y, z=y+1, 2y =2, zy = 4.

Problema 2 Calcule o volume da regicdo acima do plano z = 0 e abaixo da superficie

N

Problema 3 Culcule a integral iterada

V9—z2 18— :c2—y
// / x —|—y2—|—22)dxdydz.
z2+y

Problema 4 Calcule a integral
/ xdy — ydx
Ty

sendo vy o circulo % + y? = a* percorrido no sentido

/Fd’y
gl

sendo F(x,y) = 2zyi + (2% + cosy)j e v(t) = (t,tcos (%)) 0<t<m.

Problema 5 Calcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere a sequinte mudanga de Portanto,
varidveis
u=z-y A:///(z—y)dedydz
21 0
i v=uay
w=ux :/// u? | J| dudv dw
Qo
Observe que u2
= /// — dudv dw
rT=w Q, W
_v 4 03 1.9
e Y= :// Y dudw dv
w
r=u+ v 2 J1 Jo
w
4 r3 ud 1
) : . = — | dwdv
e seu jacobiano é dado por 2 J1 3w,
4 3
1
) = [2@9:2) :/ / ~ dwdv
O(u, v, w) 9 J1 3w
4 3
1
0 0 1 = / —lnw| dv
1 v 2 3 1
w w 14
1 A = / —In3dv
w w2 2 3
2
_ l =—-In3
w 3
Neste referencial o conjunto Q0 dado no problema, u
torna-se
Exercicio 2 Realizando um esbogo da regidgo Q) em
r=1 A =1 questdao, obtem-se
2=y & z—y=0 & u=0 Z A
z=y+1 & z—y=1 & u=1 1
zy =2 &S v=2 Q
zy =4 & v=4 &
Ou seja, = g >
K | Y
0<u<l1
QQ : SV S 4
€T
1<w<3




Tal regiao pode ser descrita como
0 0<2<1— /22 +9y?
| @y ek

Sendo K o circulo x + y? < 1. Usando coordenadas
cilindricas, ou seja

T =rcosf
y=rsenf
z=2z

cugjo jacobiano € dado por

ANz, y,2)|

1= ‘aw,z) -

O conjunto ) neste referencial torna-se

0<r<i
QQI OSQSQTF
0<z<1l—-r

V(Q):///Qldxdydz
:/// |J| drdfdz
Qo
21 pl pl—r
:/ // rdzdrdf
o Jo Jo
27 pl 1—r
—[ [
o Jo 0
2 pl
z/ /r(l—r)drd@
o Jo
2m 1
1o, 1 3)
= —r°—cr
[ G-s

Portanto

dr df

do
0

Gabarito 22 Prova

Exercicio 3 O dominio de integragdo na integral
dada € o conjunto

Q:¢ 0<z</9—92

VI +y?2 <z <4 /18 — 22 —y?

Realizando um esbogo deste conjunto, obtem-se a
sequinte figura

Y

ﬁ( y

5 ‘
x4+ y2 =9

Usando coordenadas esféricas, ou seja
T = psen p cosf
y=psenpsend
Z=p Ccosy
cujo jacobiano € dado por

[J| = p*senp,

seque-se que, neste referencial o conjunto €2 torna-se

™

<p< —
07<p74
Qy:{ 0<p<3V2
™

<0< —

0= -2



Logo,

A:/// (x2+y2+z2)dazdydz
Q
—[[[ #11dpasag
Q2

3 V2 %
:/ / / ptsen ¢ dp dp db
o Jo 0
T r3V2
:/ / —ptcosp
o Jo
5 T r3v2
= 1—£ // ptdp do
2 o Jo

dpdf
0

Exercicio 4 Uma parametrizacdo possivel para o
curva vy € dada por

T = acost
v , 0<t<2n
Yy =asent

Assim,
/ xdy —ydr /xdy — ydx
— 72 + y2 . 72 + y2

/27T a?cos®t+ a’sen’t
o 2
0 a

dt

27
:f/ dt
0

=27

Exercicio 5 Observe que

0 0
F = — 2 S —_ = 2
Rot o (z* + cosy) By (2zy)

=2x — 2x
=0

Gabarito 22 Prova

Domg = R? (simplesmente conexo)

Logo, F ¢é um campo conservativo, ou seja a
integral de linha sobre F' nao depende do caminho,
importando apenas os pontos inicial e final da curva
. Perceba, portanto que

Considere a curva o = 1 U7y, sendo

r=t
Y1t 9 Ogtgﬂ-
y=0

r =T T
Yo : , 0<t< <
y=t 2

A curva o possui os mesmos pontos inicial e final da
curva y. Trocando v por a e calculando a integral
dada, tem-se

/Fd’y:/Fda
¥ e}
:/de—k/Fd*y
71 72

- / F(n(t) -4 (0)dt + / F (1a(t)) - 24 (1)dt
0 0

_ /ﬂ (0,82 4+ 1) - (1,0)dt+
0

+/2 (2mt, 7% + cost) - (0,1)dt
0

z
:/ (72 4 cost)dt
0

[SE]

= (7r2t + sent) ‘
0

3

=—+1
2+
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Problema 1 Cualcule

J[zas

onde o € a superficiey = x> +4z com 0 <2 <2e0<y<2.

Problema 2 Calcule a massa da superficie z* + y? + 2% = 4, cuja densidade em cada ponto
¢ igual a distancia deste ponto ao plano xy.

Problema 3 Calcule o fluzro de F(x,y,z) = zi+ yj + zk através da regidgo da superficie
22 4+ 22 =1 entre os planos y = 1 e y = —2, orientada por vetores normais unitdrios para
fora.

Problema 4 Calcule o fluro de F(x,y,2) = (2*+y)i+zyj— (222 +1y)k através da superficie
que corresponde a fronteira do tetraedro limitado pelo plano x +y + z = 1 e os planos

orientados.
/F-dF
r

sendo F(x,y,2) = —3y*i + 42j + 62k e I' € a fronteira do triangulo de vértices (2,0,0),
(0,2,1) € (0,0,0) com orientagao anti-hordria olhando do eizo z de cima para baizo.

Problema 5 Cualcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Uma parametriza¢io possivel para a Portanto,
superficie em questao € dada por 5 5
//wdS://u 99« 9N dudv
o K ou ov
T=u 1
— :/ u—+/4u? + 17du dv
o y= , (u,v) e K K 4
v —u? 112 2
T :1//ux/4u2+17dvdu
o Jo
1 /2 2
sendo = i/ uv4u? + 17v | du
0 0
1 2
K- Dsusx?2 :§/U\/4u2—|—17du
0<v<2 0
Considere
w=4u® 417
Disto seque-se que
e observe que
dw = 8udu
do u
. = 17 Oa 77) €
ou ( 2
1 u=0=w=17
5= (013)
v u=2=w=33
ou’ ov  \2' 4 U 5e5a
1 /2
PYRP 21 //dezi/ uyv4u? + 17 du
_ __ || = I - 1 o 0
H@uxav 4+16+ | 3
= — d
w2yt 16 17*@“
16 1 2 33
1 = — Vw3
= Z 4u? 417 16 3 17
1
— . (V3F - V1T
Portanto,
_33v33 - 17V17
B 24
0<u<l1
|
QQ : SUS 4




Exercicio 2 A distancia de um ponto de
coordenadas (x,y,z) ao plano xy € dado por sua
coordenada z, ou seja, a densidade da laémina em
questao é

6(x,y,2) =z

Além disto, a superficie dada pode ser parametrizada
da seguinte forma

T = 2senu cosv
o:¢ y=2senusenv ,(u,v) € K

z=2cosu

sendo

0<u<m
K:
0<v<2mw

Desta escolha de parametrizacao seque-se que

Assim,

M(o) ://5(;1:,y,z)d5

:// d(o(u,v)) dudv
K
T P27

:/ / 2cosu
o Jo
T P27

:/ / 8cosusenu dv du
o Jo

2

o0 o0
ou Ov

=4senu

Oo

m dv du

o
ou

v
:/ 8 cosusenuv du
0

0
U

= 1671'/ cos usen u du
0

T
cos? u

=167

=8r(1+1)
= 167

Exercicio 3 Realizando um esboco da superficie em

Gabarito 32 Prova

questao, obtém-se

Uma parametrizagdo possivel para esta superficie
€ dada por

T = cosu
o y=v ,(u,v) € K
Z =senu

com

Assim, tem-se que

% = (—senwu, 0, cosu)
Jo
Y (0.1
o7 = (0,1,0)
Jdo  0do
Fu X T = (—cosu,0,—senu)
do  OJo
X
n—__Ou_ v _

du v
o0 00
ou Ov




E o fluxo de F através de o, € dado por
do 0o

T= //F-ndS
"9
_ | __0Ou v
—//UF(U(u,v)) oo ; oo ds
ou  Ov
:// F(cosu,v,senu) - (cosu,0,senu) du dv
K

1 2m
:/ / (cosu, v,senu) - (cosu, 0,senu) du dv
—2Jo

1 27
:// du dv
—2Jo

= Area(K)
= 6m
|

Exercicio 4 Um esbogo do tetraedro em questio é
dado na sequinte figura

z A

r+y+z=1

Observe que

0 B a
ivF = — (22 _ o _
div 52 (2 +y) + By (2y) + 52 (F202 —y)

=2r+x—2x
=z

Assim, como a fronteira do tetraedro € fechada e o
div F existe em todo seu interior, vale o teorema da

Gabarito 32 Prova

divergéncia de Gauss. Logo

T://F-ndS
:/// div F dx dy dy
Q

Sendo Q) o objeto sdlido que corresponde ao tetraedro,
ou seja
0<x<1

QO: 0<y<l-—=x

0<z<1l—-2z—y

Portanto,

T:/// divF dxdydz
Q
1 pl—x pl-xz—y
:// / rdzdydx
0 Jo 0
1 pl—z l—z—y
:// Tz dy dx
0 Jo 0
1 11—z
:// x(l—z—y)dydz
0 Jo
1

1 1—x
= / (my - chy - 2y2x)
0

dx

Exercicio 5 Um esboco da curva em questdo € dado
por

14 2y




Observe que

rot F = (—4,—6, 6y)

e o plano que contém os trés pontos que formam o
triangulo dado, possui equacgao
_y
y ==
2
Assim, wuma parametrizacio da superficie que
representa o interior da curva I' fronteira do
triangulo em questdo, pode ser dada por

v
z==
2
sendo
0<u<?2
K :
0<v<2—u
Disto segue-se que
do
— =(1,0,0
ou (1,0,0)

o0 0o
n—_OJu_ 0v

oz o0
ou  Ov

Gabarito 32 Prova

Como a curva T’ € fechada e o rot F existe na por¢ao
de superficie que representa o interior de I', € vdlido
o teorema de Stokes, ou seja

/FdF://rotF~ndS
T o
do 0o
Xi

://rotF(cr(u,v))~ H as
|52 &

do  Oo

X
_ou v
//;“OtF Hao } 30H

ou  Ov

= // (—4,—6,60) - (O, 71, 1) du dv
K 2
2 r2—u—
:/ / (34 6v) dvdu
0o Jo

2 2—u
= / (3v+ 3v?)
0 0

du
2
:3/ (6 = 5u+u?) du
0

1
=3 <6u - guz + 3u3)

=14

2

0



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral III - Turma M3

Prof°. Edson
Prova Final 1° Semestre 2018
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/ / e dx dy
Q

sendo € o quadrado de vértices (1,0), (0,1), (-1,0) e (0,-1).

Problema 1 Cualcule

Problema 2 Calcule o volume do solido, no primeiro octante, limitado pelos grificos das
superficies z = 4 — 2% ey = 4 — 22.

Problema 3 Calcule
/(1 —ye “)dr 4+ e "dy

Y

onde 7y € o trecho da curva y = \/x + 1, do ponto (0,1) ao ponto (1,2).

//rotF'ndS

Problema 4 Calcule

onde

2=2%+ 9% com 0 < 2z < 4 e vetor normal apontando para baizo.

/F-ch
gl

F(z,y,2) =2%zi+2y*j + 2°k

e o € a regiao do cone z

Problema 5 Cualcule

onde

e v € a intersecao do plano v+ vy + 2 = 1 com o cilindro > + y*> = 9 com orientacio no
sentido anti-horario quando visto de cima.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Realizando um esbogo do conjunto € Portanto
obtem-se
e“tdx dy = // e |J|dudv
yA //Q Qs 1l
r—y=-—1 r+y=1 1oty
Y o = / / §e“du dv
\ —1J-1
Q 1
1
> 1
X = / 56“’ dv
-1 -1
/——V A/_\ 1 X
r+y=-1 r—y=1 zi(e—e_l) dv
-1
Considere a sequinte mudanga de varidvel _1 (e _ 6_1) v !
=5 »
u=x+Yy
et =e—e !
v=x—y
]

Segue-se desta escolha, que

v = U+ v
2
p:
u—v
Yy= D)
cujo jacobiano é dado por
Oz, y)| _ 1
7] = =
O(u,v) 2

Neste referencial o conjunto 2 torna-se

Y Al

Q,

Y

Exercicio 2 Realizando wm esbo¢o do sdlido em
questdo, obtemos a sequinte figura

z A
4 z=4—22
/ y=4—z2
)
K 4 Z
2

Percebe-se portanto, que tal solido pode ser expresso

como
Q: {

Para calcular o volume deste sélido, € preciso resolver

0<z2<4—22
(z,y) €K



a sequinte integral

V= ///1dxdydz
Q

://K/;_zzzdzdxdy
://K(Zl—xQ)dxdy

y A

Observe que

4 y=4—qz2
K
2
0<xr<2
K
{ 0<y<4-a?

Ou seja,

V://K(4—:v2)d:vdy
/02/049;2 (4—2%) dydx

4—2?

:/ (47332) dx
0 0
2 2
:/ (47x2) dx
0
2
:/ (16—8x2+x4)d1‘
0
_ 256
15
|
Exercicio 3 Observe inicialmente que deseja-se

calcular uma integral de linha do campo vetorial

F(z,y) = (1 —ye )i+ e

Gabarito Prova Final

e que

0 0 ,
rot F(z,y) = P (e7®) — y (1—ye™™)

:_efa:_’_e T
=0

Logo, como Dy = R2?, que € simplesmente conexo,
a integral em questdo € independente do caminho
escolhido, importando apenas os pontos de inicio e
fim do caminho, que neste caso sao

A=(0,1)eB=(1,2)

Escolhendo o segmento de reta que que comeca em A
e termina em B, cuja parametrizacao € dada or

x(t) =t
Y1t 0<t<1
yt)y =1+t
e considerando
I= / (1 — yefz) dr + e *dy
¥
Temos que

I= / (1—ye *)dz+e “dy
71
1
:/ [1—(1+t)e "] dt+e"dt
0
1
= / (1 —e b —tet 4+ e_t) dt
0

:/01 (1—te ") at

=[t+e " (t+1)]

1

0
2

e

Exercicio 4 Realizando wm esbogco da regido em



questdo obtemos a sequinte figura

¥

\jx?"+(&"

¥=
-

_//4

=Y

Observe que a fronteira desta regido € a curva dada
pela sequinte parametrizacao

xr =4cost
I':¢ y=4dsent ;0<t<2x

z=4

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

//rotF-ndS:%F-dF
o T

2
:/ F (4cost,4sent,4) - (—4sent,4 co
0

2
:/ (—4sent,4cost,—2) - (—4sent, 4
0

27
= / (165en2t + 16 cos? t) dt
0

27
:16/ dt
0

=327

Exercicio 5 Realizando uwm esbo¢o da regido em

Gabarito Prova Final

questdo obtemos a sequinte figura

o }

Yt =9 r+y+z=1

ENANE

Observe que
rot F = (0,2%,4?)

e a superficie o em questdo, pode ser parametrizada
da seguinte forma

T=u
o Yy=uv w02 <9
———
Q
z=1—u—w
Ou seja
do
% = (170771)
Jo
% == (071,—1)
‘ do 0
o o
% X % =5 (1,1,1)
Logo,
51,0) dt n— LLD
1(1,1, 1]

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

OS%@@"? dar = //th ndS
I o

= Iro UUU'M u av
= [ ot (otuo) - E2Viaua

://rotF(u,v,lfufv)~(1,1,1)dudv
Q

= // (0,u%,v*)(1,1,1)du dv
Q

= //Q (u® +v*) dudv



Usando coordenadas polares, ou seja

x =17rcosf

y =rsenf

cugjo jacobiano €

Gabarito Prova Final

e disto, seque-se que
3 pr27
yg F~dF:/ / r2rdf dr
r o Jo

dr
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Problema 1 Calcule a integral iterada

1 pl
// |z — y| dx dy
0o Jo
2 pd—z? 9y
// e dy dx
0 Jo 41—y

Problema 3 Calcule a massa da lamina delimitada pela intersegao dos circulos x® +y* =9
e 12 + y* = 6y e cuja densidade no ponto (x,y) € o inverso de sua distancia a origem.

Problema 2 Cualcule

Problema 4 Calcule a integral

// (2£L‘2 —xy — y2) dx dy
Q

Sendo ) a regiao do plano delimitada pelas retas y = —2x+4, y=—-2x+7, y=x—2¢
y=x+ 1.

Problema 5 Encontre o volume do sélido limitado superiormente pela esfera x*+y*+2% = 2
e inferiormente pela superficie z = x* + y>.

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral III

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito 12 Prova 2018
Data: Segunda-feira, 17 de Dezembro Turma A3
. . el 1 o
Exercicio 1 Inicialmente, observe que / / o — y| da dy :/ / o — y| dy da+
r—y, sex—y >0 00 00
[z —y| = Lt
—(z—y), sex—y <0 —|—// | —y|dy dx
0 Jzx
T—1Yy, sex >y 1 pz
B —z+y,sex <y :/0/0 (= y)dy da+
Além disto, perceba que o dominio de integracdo € o Lot
conjunto +/0 /m (=@ +y)dy do
0<x<1
Q : s 1 1 x
O0<y<l :/ xy—§y2 dz+
que pode ser expresso como 0 0
1 1
1
Q=000 +/ —:ch+§y2 dx
0 T
J
Yy 19
= / —2?de+
O 2
1 1
1, 1)
+ -z —x+ - |dx
Qs /0 <2 2
1
1
Ql :/ ($2—$+>d$
O 2
1 T N
1p_ L1, 1
= - Tt + -
sendo 3 2 2
0<z<1 1
Ql - g
0<y<=z
0<zxr<l1
QQ : |
r<y<l1
Assim,
1 el
—y|dxdy = —y|dxd
/0 /0 v =yl de dy //Q v =yl dw dy Exercicio 2 Observe que o dominio de integracao é
o conjunto

0<r<?2
+// |z — y|dx dy QO ,
22 0<y<4— 22



cujo esboco € dado na sequinte figura

y A

4 y=4—qz2
Q)
23‘;

O conjunto ) também pode ser expresso como

{0§x§\/4—y
Q:

0<y<4

Assim, invertendo a ordem de integragdo, tem-se

2 47122 2y 2y
// re dydx:// Y€ dzdy
0o Jo 41—y od—vy
4 Va—y 2y
:// e dx dy
0 Jo 41—y
/4 e x? V4_yd
= - Y
0o 4—y 2 0
4 2y 4

1 4
= f/ e2Ydy
2Jo

4

ey
2

N |

0

(1)

=
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Exercicio 3 Realizando um esbo¢o da lamina em
questao obtém-se

wr

Y

NV

De acordo como enunciado do problema, a densidade
da lamina € dada por

1

Assim, a massa desta lamina é

M(Q) = //95(;3,y)dxdy

Usando coordenadas polares,
x =rcost
y = rsenf

I =,

5(1‘,3}) =

cujo jacobiano é

o conjunto ) neste referencial torna-se

Qo =0, U UQ,,

sendo

T

0<9<—
Qg : -6 ,
0<r<6send

T <7
Q- 6~ — 6 ,

0<r<3

5—ﬂ-< <7

Q. : 6 — =



3
Portanto,
(@) = [[ 8. g)dody
Q
// L ed
= —azxay
/2?2 +y?
1
:// L J1dr o
QT
1
:// —rdrdf
QT
:// dr df
Q2
:// drd9+/ drd@—l—// dr df
Qq o8 Qe
& [6sent ‘%’ 3
:/ / drd9+/ /drd9+
o Jo = Jo
T 6 sen 6
-I-// dr df
z=Jo
z 6 sen 0 %’ 3
:/ r d0+/ r| df+
0 0 z 0
T 6 sen 0
+/ r df
= o
:/ GSeanQ—i—S/ d9—|—/ 6senf df
0 5 =
z ST" iy
= —6cosf| + 360 — 6cost
ol ¥
=12—-6V3+2m
|
Observacgao.: Conforme pode ser visto na figura

anterior exestem trés regioes delimitadas pelas
circunferéncias dadas. Infelizmente o enunciado do
problema nao deiza claro a qual regidgo se refere.
Desta forma considerarei vdlida qualquer uma das
escolhas. A sequir a solu¢do para uma regiGo
diferente da considerada anteriormente.
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Outra Solugdo: Realizando um esbo¢o da lamina
em questao obtém-se

Y

-
N

De acordo como enunciado do problema, a densidade
da lamina € dada por

1

o(z,y) =
Assim, a massa desta lamina €
M) = //Q(S(x,y)dm dy
Usando coordenadas polares,
xr =rcosd
{ y =rsenf
cujo jacobiano é
=,

o conjunto Q) neste referencial torna-se

m 5

—<p< =
QQZ 6 — -6 y

3<r<6senf



Portanto,

M) = //Q(S(x,y)dx dy

dx dy

e

z// 1|J|d7“d€
QT
:// 17’d1"d0
Q7
/ dr df
Qs

3% r6senf
/ / dr df
5 3

6 sen 0
do

57

6
= r

6

3

ot

b

:/6 (6sen6 — 3) do

6

o
g

= —60059—39‘

ol

=6V3 - 27

Outra Solugao: Realizando um esboco da lamina
em questao obtém-se

v4

De acordo como enunciado do problema, a densidade
da lamina € dada por

1

5($,y) =
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Assim, a massa desta lamina €

M(Q) = //Q(S(a:,y)da:dy

Usando coordenadas polares,
T =rcosf
y =rsenf
cujo jacobiano €
[J] =,
o conjunto ) neste referencial torna-se

Qs = 0, UQUQ,

sendo



Portanto,

M(Q) = //Qé(x,y)dxdy

dx dy

“ [

1
:// L J1dras
Q7
:// 1rdrdﬁ
QT
:// dr df
Qo
:/ drd9+/ drd9—|—/ dr df
Qa Qp Qe
-7 3 0 3
:/ / drd9—|—/ /drd0—|—
7%' 6 sen 6 —7J0
T 3
+/ / dr df
0 6 sen 6
- 3 0
:/ r d0+/ r
— Iz 6sen 6 -7
x
+/ r
0

3
- 0
:/ (3 —6send) d9+3/ do+
_ —

6

3
do+
0

do
6 sen 6

™

+/6 (3 — 6senf) do
0

0 3
+ 360 + 6 cos b

—T

-7

= 30 + 6cosf + 360

T
6

0

= 12447 +6V3
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Exercicio 4 Realizando um esbo¢o da regido )
obtém-se

y)\

y=—2r+4

Considere a sequinte mudanca de varidvel

1 u=y-+2x
T2
vV=y—xT

Seque-se desta escolha, que

uU—v
T =
. 3
L u+2v
-3
cujo jacobiano é dado por
O(u,v)
1 1
_ |3 3
1 2
3 3

Neste referencial, o cojunto £ torna-se

v A

Y




4<u<T
Q:
—-2<wv<1

Além disto, observe que

222 —xy —y? =222 —xy + 2y — xy — 2
=222 — 2zy + zy — 1>
=2z(z—y)+y(@—y)
=2z +y) (x—y)
= —uv

Portanto

// (2x2—xy—y2)dmdy=// — uv dudv
Q Qo
17
—/ /uvdudv
—2J4
_ /1 vu?
==/,

Exercicio 5 Realizando um esbo¢o do solido em
questdo obtém-se a sequinte figura

Gabarito 12 Prova

Logo, o volume deste sdolido € dado por

// V2 -2 =2 — (2? +y)}d:rdy

Sendo Q o disco
2 +y? <1

Usando coordenadas polares
x =rcosf
y=rsenf 7

Il =r

cujo jacobiano €

o conjunto ), neste referencial, torna-se

0<r<i1
Qgi
0<60<2mr

Portanto

V=L
/ 2”/

—r2—r ) |.J| dr df

V2—r2—r )drd@
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1 1 I3 ox 2
/ / / T =7y Ser; (ry’) dz dy dz
o J¥zJo Yy

Problema 2 Calcule o wvolume da regiao mo primeiro octante limitada pelos planos
coordenados, pelo plano v+ 1y =4 e o cilindro y* + 42* = 16.

J[[ 6+ v ayas

Sendo Q2 a regido no primeiro octante limitada pelas superficies z = /a2 + 42, 2?+y?+2%2 =4
e pelos planos coordenados.

Problema 1 Calcule

Problema 3 Calcule

Problema 4 Calcule a integral
/(fc —y)dx + (z +y)dy
”

Sendo v a fronteira do triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1), percorrida no sentido
antihorario.

Problema 5 Um arame de densidade homogénea possui formato (e posi¢io) dado pela

equacao

x2+y2:a2

Determine o momento de inércio deste arame quando girado em torno do eixo z.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o dominio e integra¢do 3 el sen y )

; . . A= dzx dy
desta integral € o conjunto

0<x<In3

In3
Q. JE<y<i // Ty sen 7ry) e2*dx dy

0<2<1 2o |3
Cugjo esboco é dado na figura a sequir: :/0 my sen (my?) 7 . dy
VA A 1
:/ 41y sen (7Ty2) dy
0
1
1 = —2cos (7ry2)
- o
=1
> u
Yy
In3 /

Exercicio 2 Realizando uwm esbo¢o do sdlido em
T questao obtém-se a sequinte figura:

Segue-se portanto que este conjunto pode também ser
eTpresso como

0<zx<In3
Q: 0<y<1

0<z<y?

In3
// / me2®sen y)dmdydz
2z 2
_ / / / ﬂin(y)dx dyd
Q Y Este solido pode ser expresso como

3y 2 sen 2)
// / T dedrdy {0§$§4—y
Q:

(y,2) € K
1 In3 2z, (mﬁ) v
= —— ——z| dxdy
0 Jo Yy

0 sendo K a face em destacada na figura. Desta forma,

Assim,

3




seque-se que

V(Q):///Qld:cdydz
://[(/04_ydxdydz
el
://K(4—y)dydz

Usando coordenadas polares adaptadas, ou seja

dydz

y =rcosf

I

z = —rsenf
2

cujo jacobiano €
1
J| = -,
=57

O conjunto K neste referencial torna-se

IN

0

IN

™
0 _
KQI 2
0 4

IN
IA

r

Portanto, tem-se que

V(Q) = -//Kz (4 —rcosf)|J|drdb

:// —r (4 —rcosf)dldr
0o Jo 2
4

= %/ (4r9 — TQSeDH)

‘dr
0 0
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Exercicio 3 Realizando um esbogo do sdlido em

questao, obtém-se

A

X

Usando coordenadas esféricas, ou seja
x = psen p cosf
y=psenpsend
Z=p Ccosy

cujo jacobiano é

|J| = p*sen g,

o conjunto () neste referencial torna-se
QQ . 0 § ,0 S

Assim,

B:///Q (6 + 4dy) dz dy dz

= /// (6 + 4psenpsend) |J|dpdp dd
Qo

= /// (6pzsen © + 4p>senp sen 9) dpdyp db
Qa

T 3 [
= / / / (6p%sen ¢ + 4p®sen’p sen ) dp dip do
o Jz Jo

2
dy df

T [ 2
= / / (2p3sen @ + psen®psen 9)
0 Jz 0

= 16/2/2 (sen<p+sen2<psen9) dyp db
U

™

z 1 2
:16/2 {coscer(gosen So)senﬂ}
0 2 2

jus
4



3 8 4

%
B:16/
0

= 8V20 — (27 + 4) cos b

V2, (” + 1> SeHG] d6

jus

2

0

=42 + 27+ 4

Exercicio 4 A curva em questdo possui o sequinte
esbogo

Ay

Y2
3

Y1

1 ;1;7

Uma parametrizacdo possivel para esta curva € dada
por

Y= Uy2U"s,

sendo

y(t) =0
w{ T s
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Assim, seque-se que

B:/(x—y)dx+(x+y)dy
:/ (x —y)dz + (x + y)dy+

+ / (x —y)dz + (x + y)dy+

2

+/ (x —y)dx + (x + y)dy

2

1 1 1
:/tdt+/ —(1—2t)dt+dt—/tdt
0 0 0
1
:/Qtdt

0

=1
]

Exercicio 5 De acordo com o enunciado do
problema, tem-se que a densidade do arame é
homogénea, ou seja

0(z,y,2) =k, keR
e este arame estd girando em torno do eizo z. Logo

d= /2?2 + y?

Além  disso,o arame possui formato de uma
circunferéncia de equacao

2?4 y? = a?
Uma parametrizacao possivel para a curva que
representa este arama € dada por

r =acost
v y=asent ;0<t< 27w
z=0

Portanto
I= / d*5dry
¥

2
- / a2k |/ ()] dt
0

27
= ka® / dt
0

= 27ka®
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/ / e dx dy
Q

sendo §2 o quadrado de vértices (1,0), (0,1), (-1,0) e (0,-1).

///Bzdxdydz
Q

onde € € o solido limitado porx =0,y=0,z=1ex+y+2=2.

Problema 1 Calcule
Problema 2 Calcule

Problema 3 Determine a drea da parte da superficie z = x*+y que estd acima do triangulo
com vértices (0,0), (1,0) e (0,2).

Problema 4 Calcule o fluzo de F(x,y, 2) = 2% + xyj + 2k através da superficie do sdlido
delimitado pelos planos coordenados e o plano 2x + 3y + 4z = 12.

//rotF-ndS

F(z,y,z) = —yi+zj—2k

Problema 5 Calcule

onde

2

e o € a regiao do cone 2> = 2* + y? com 0 < z < 4 e vetor normal apontando para baizo.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Realizando um esbogo do conjunto € Portanto

obtem-se

T4y _ u
yA //Qe dmdy—//gge |J| du dv

r—y=—1 r+y=1 1oy
Y — = / / —e"dudv
\ 1J12
{ 1
1
> 1
x = / —e" dv
120 |,
rTH+y=— rT—Yy= = —‘1/d
Y 5 (e e ) B v
Considere a sequinte mudanga de varidvel 1 ( 71) !
=—(e—ce v
2 -1
u=r+y
ol —e_e !
v=x—y
|
Segue-se desta escolha, que
U+ v . . o
T = 5 Exercicio 2 Realizando uwm esbo¢o do sdlido em
p: questao, obtemos a sequinte figura
uU—v
y =
2 Z A
cujo jacobiano é dado por 2
C0(u,v) | 2 1
Neste referencial o conjunto 2 torna-se
1
y A y
Y™ Y
Qs 1
> T
-1 1 1
Observando esta figura podemos deduzir que o sélido
—1 Q pode ser descrito por
—-1<u<l1 0<z<l1
Qy: QO 0<y<l-=z

—1<v<1 1<z2<2-2—y



2 Gabarito Prova Final

Ou seja Segue-se portanto, que
@(u,v) = (1,0,2u)
[:///Sdedydz u
¢ 0o
7(“7”) = (07 13 1)

1 pl—z p2—z—y v
= / / / 3zdzdydx
o Jo 1 Ao 9

o
%(u, v) X %(u,v) = (—2u,—1,1)
1 1—x 3 ) 2—z—y 5 5
= —z dy dx o o B
/0 /0 2| 'au(u,v)xav(um) = Vdu? +2

3 [l -z donde, temos que, a drea procurada é dada por
5// [(2—x—y)2—1}dydx
o Jo

A= [[as

3 1,pl—x
= 5// (x2+2xy—4x+y2— 4y—|—3)dy dx
0Jo

0 0
://I(Haz(u,v) X 8—Z(u,v) du dv
3/1( y® e
2 2 2
= - r y+ry” —dry+=——2y +3y> dx
2Jo 3 0 :// V4u2 + 2du dv
K
—31/1 (—x3+6x2—9x—|—4)dz 1 p—2u+2
23 0 :/ \/4U2+2d7jdu
0o Jo
1 x4 3 922 !
_ 1 _+2x_+4x) :
2( 4 2 0 :/ (—2u + 2) V4u? + 2du
0
_d 1
] |

Exercicio 4 Realizando um esbog¢o do sdlido dado,
obtemos a sequinte imagem

Exercicio 3 Uma parametrizacao possivel para a
superficie dada € 2 A
20+3y+4z=12
3

T=1u
c:{ y=v ,(u,v) € K /
z=u’+v /4 y

onde K € a regigo delimitada pelo triangulo de
vértices (0,0),(1,0) e (0,2), ou seja

Y

i 0<u<l1 Como a fronteira deste solido compreende uma
"l 0<v< —2u+2 superficie fechada, € possivel aplicar o Teorema da



Divergéncia de Gauss para o cdlculo do fluxo do
campo vetorial

F(x,y,2) = o% + ayj + 2k

através desta superficie.Ou seja

//F-nds:// divFdz dy dz
o Q
:///(3m+1)dmdydz
Q

sendo
0<z<6
12 — 2z
Q:¢ Osys—3 :
nggw
4
Portanto,
] 12 -2z 12 -2z — 3y
//F-ndSZ// 3 / 4(3x+1)dzdydx
- o Jo 0
12 — 2z 12 — 22 — 3y
‘ 4
:// 3 Bx+1)z dy dx
o Jo 0
12 — 2z
1 /© 3
:f// (Bx +1)(12 — 2z — 3y)dy dx
4Jo Jo
12 — 2z

1 6
= f// 3(12+34x73y79zy—6x2)dydz
4Jo Jo
I 3 9
= 7/ (12y + 34xy — —y? — —xy’—
0

4 2 2
12 — 22
3

—6x2y) dx

0

1 6
=5 / (32 — 352” + 96z + 36) dx
0

6

1/3 , 35 4 9
=~ (=a2* — =2’ +482% +

0

= 66 ]

Exercicio 5 Realizando uwm esbo¢o da regido em

Gabarito Prova Final

questdo obtemos a sequinte figura

¥
> g
~—
4 g
x

Observe que a fronteira desta regido € a curva dada
pela sequinte parametrizacao

x =4cost
I':< y=dsent ;0<t<2r
z=4

Assim, usando o Teorema de Stokes, temos que

//rotF-ndS:?{F~dF
o T

2m
:/ F (4cost,4sent,4) - (—4sent,4cost,0) dt
0

27
= / (—4sent,4cost, —2) - (—4sent, 4 cost,0) dt
0

27
= / (1ﬁsen2t + 16 cos? t) dt
0

2
= 16/ dt
0

=327
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Problema 1 Calcule a integral iterada

/ 8 / 2 dydx
o Jyzyt+1
Problema 2 Calcule a integral

// e2rv) dxdy

sendo Q0 o quadrildtero de vértices (0,0),(2,0),(3,2) e (1,2).

Problema 3 Resolva a integral iterada

2 py/1-(z—1)2
/ / i+y dy dx
0o Jo x? + 3

Problema 4 Calcule o volume da regidgo abaizo do grifico de z = x*> + y* e acima do
triangulo delimitado pelas retasy =z, x =0 e x +y = 2.

Problema 5 Calcule a massa da lamina cuja regido estd entre as curvas y = 1 —1z? e
y = V4 — 2% e acima do eizo x, tendo densidade no ponto (x,y) proporcional d sua distancia
a origem.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente, observe que o dominio de
integracio pode ser expresso por

0<x<2
Q: ,
Vx<y<s8
Realizando um esbogo desse conjunto obtém-se a sequinte

figura

Ya

8 X
/

Ou seja, o conjunto Q) também pode ser expresso como
0<x<y?
QO:
0<y<2

Logo,

//2 dy dx /2/y3 dx dy
yt+1 JoJo yr+1
2, Y
CJo 1

2
Y S
oyt+1

= iln(]/‘—i—l)

2

0

Exercicio 2 Realizando um esboco do
integragio, tem-se a seguinte figura

dominio de

Ya

Considere a sequinte mudanga de varidveis
) u=2x—-y
¢ ,
v=y

e observe que

_u+o
P 2
y=vo
cujo jacobiano é dado por,
.
| =
0 1

e, neste referencial o conjunto () torna-se

0<u<4
QQ:
0<ov<?2

Donde segue-se que,

//y o2y dxdy = // Pue’ |J| dudv

1 2 rd
= 5/ / v3ue’ du dv
0 Jo
1 2 4
— Z/0 ZJ3€”2




Exercicio 3 Deseja calcular

2 py/1-(x-1)2
A:/ / JzH_yzdydx
0 Jo xX-+vy

O dominio de integracio da integral em questdo é dado
por

Q‘{ 0<y<1-—(x—1)2

0<x<?2

cujo esbogo é dado pela segquinte figura

y,ik
r=2cosf
@)
1 2 x’

Usando coordenadas polares, ou seja
x =rcosf
7
y =rsen®
cujo jacobiano é

‘]|:r1

o conjunto Q) neste referencial torna-se

0<o<n
02: 7
0<r<2cosb

Gabarito 12 Prova

Portanto,

A // rcos(?—i—rsen@mdrde

T 2cos€r2(cose+sel’19)
:// > drdo

T p2cosf
= / / (cosf + senf) drdo
0 Jo

2cosf

7T
:/ (cos® +senf)r a6
0

0

7T
= / 2cos 6 (cos B +senf) do
0

7T
= 2/ (cos2 0+ cosGsenG) do
0

T
:2/ <l—|—c20520 +Cos€sen9) do
0

_5 Q—l— sen 20 B cos? 6
- 2 4 2

=T

0

Exercicio 4 O volume que se deseja encontrar é dado por

V://Q <x2+y2) dx dy

Onde a regido Q) é esbogada na figura abaixo

UL

Fad

2

e pode Ser expresso como

x<y<2-x
Q: 7
0<x<1



|
7N
|
WIN
=
'
+
W
=
w
|
N
=
()
+
W oo
=
~

Exercicio 5 Realizando um esbogo da ldmina em questdo
obtém-se a sequinte figura

'z

>

(1N
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Usando coordenadas polares, ou seja
x =rcosf
4
y=rsenf

Il =r

cujo jacobiano é

o conjunto (), neste referencial, torna-se

1<r<2
022
0<o<m

E a massa desta ldmina, cuja densidade é dada por

5(x,y) =k\/x2+y%, keR

serd, portanto

M(Q) = / /Q 5(x,y)dx dy

:// kr ]| dr d6
(93]
2 7T
:k// 1240 dr
1 J0

_Tkn
3
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Data: 21 de Outubro de 2021 Duragao: 10:00 - 12:00

Problema 1 Calcule a integral
1 pV1-22 py/1—22—9y2 3
/ / / e~ (@) g, dy dx
-1Jo 0

Problema 2 Encontre o volume do sélido situado acima do cone z* = x> + y? e interior a
esfera x? + y* + 2% = 4z.

Problema 3 Um sdlido € delimitado pelo cone z = \/x?+ y? e pelo plano z = 4, e a
densidade no ponto (x,y,z) € diretamente proporcional a distancia ao eizo z. Determine o
momento de inércia em relagdo ao eixo z.

/ xdy — ydx
TP

sendo v o circulo x* + y* = a® percorrido no sentido sentido anti-hordrio.

/ zytds
”

onde v é a metade direita do circulo x* + y* = 16.

Problema 4 Calcule a integral

Problema 5 Calcule a integral de linha

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral IIT

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito 2? Prova 2020
Data: Quarta-feira, 27 de Outubro de 2021 Turma E3
Exercicio 1 Desejamos calcular a integral Portanto,
3
1 Vi /12— 3 — _()2
o P [T R gy | A= e e
-1Jo 0
1 % rm
Observe que, neste caso, o dominio de integragio é o = / / ’ / e_p3p2sen pdfdedp
conjunto /0 J0
1 ) 7T
-1<x<1 :// e Ppsengf| dedp
JOo JO 0
Q:X 0<y<vV1—x2 .
1 2 7‘03 2
0<z</1—x2—y2 :71/0/0@ psen@dedp
cujo esbogo é dado na figura abaixo IR 7
= —7‘[/ e P p*cos | dp
JO 0
A 2.2 1
gyl :n/oe P p%dp
1
— _Eeip:i
3 0
5 _r(!
-3 e
|
Exercicio 2 Realizando um esbogo do sélido em questdo
% obtem-se a sequinte figura:
A 2 2 2 _y
Assim, usando coordenadas esféricas, & Ty 2t =4z
2 _ .2 2
x = psen ¢ cosf A
Yy = psen@senf 2],
z =pcosf
cujo jacobiano é dado por
A(xy2)| _ o A
Il = ’ = p“sen
U= 13006,9)| =P 5en?

O conjunto Q) torna-se

0<¢p<7%
Qz: OSpSl
0<o<m

Ou seja, este sélido pode expresso da seguinte forma

((FiFszsar /iy

x> +y? <4



Usando coordenadas cilindricas,
x =rcosf
y=rsenf ,
z=2z

cujo jacobiano é

=[5 -

o conjunto Q) neste referencial torna-se
0<r<2
Qz : 0 S 0 S 27T

r<z<24++V4-—-12

Portanto, o volume deste sélido é dado por

V:///dedydz
:///02|]|drd6dz

2 2 2+V4-1
:/ // rdz drdo
0 0 Jr
o 2 24++/4—1r2
:/ / rz drdo
o Jo ,
2 2
:/ /r(2+\/4—r2—r>drd9
o Jo
2 2
:/ / (Zr+r\/4—72—r2> dr do
o Jo
2
2 Ja—2)P 3
0

3 3

0

27
=4 de
0

=81

(Outro modo:) Observe que o sélido consiste da
composigio de uma meia esfera de raio 2 e um cone de
base circular de raio 2 e altura 2. Ou seja, o volume deste
solido pode ser obtido da seguinte maneira

V= %Vol(esfem) -+ Vol(cone)

14 1
= 7.4 _-7.22.2
537 +37T
_2un
-3
=871
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Exercicio 3 Um esbogo possivel para o sélido em questio
é dado na figura abaixo

¥4
4 %::\J-le-(d,l
~—
X

Usando coordenadas cilindricas

X = pcosf
y = psend
z2=1z
cujo jacobiano é
JI=p
o conjunto () torna-se
0 <2m

A distancia de um ponto qualquer (x,y,z) € R3 ao eixo

z, é dada por
N

e, como a densidade neste mesmo ponto é proporcional i
distdncia ao eixo z, segue-se que

5(x,y,z) = kd = k\/x2 + 12

ondek € R. Assim, o momento de inércia procurado serd



entdo

- g
=[x ()
)
NG
k[ [Tt (4~ p)dodp
-0

4096
~ 15

x2 + y2dx dydz

|]|dpd9dz

km

Exercicio 4 Uma parametrizagdo possivel para a curva
v é dada por

X =acost
v , 0<t<2mr

y = asent
Assim,
/ xdy —ydx _/xdy—ydx
—y +yr Sy 22+

27 g2 cos? t + a® sen® t

-/ . dt
0 a
27

=—/ dt
0

= 27
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Exercicio 5 Sendo 7y a metade direita do circulo
2+ y2 =16,

podemos parametrizar a curva <y da seguinte forma

x(t) =4cost
- Tt
y(t) =4sent 2 2
De onde segue-se que
= /X' (£)2 4y (t)%dt
= v/16c0s2t + 16sentdt
= 4dt
Logo,
/xy4ds = 4cost(4sent)*4dt
U -7
= 46/7 cos t sen* tdt
-3
Tome
u = sent
e observe que
du = costdt
t=—-F=u=-1

Entdo

T

= 46/2 cos tsen? tdt

2

/xy4ds
g
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Data: 28 de Outubro de 2021 Duragao: 10:00 - 12:00

Problema 1 Considere F(z,y) = xy®i + 2%yj e v(t) = (t+senZ,t+cos%) , com
0<t<1. Calcule
/F - dy
Y

Problema 2 Calcule a integral de linha

/me_%dx + (:L‘4 + x2y2) dy

o

onde v é a fronteira da regido entre os circulos x> +vy* =1 e 2% +y*> = 4.

Problema 3 Culcule a drea da parte do paraboldide z = x* + y* que estd dentro do cilindro
2+ 9y =9.

Problema 4 Calcule o fluxo do campo vetorial F(x,y, z) = yi+xj+zk através da superficie
fechada que corresponde a fronteira do sélido delimitado pelo paraboldide z = 1 — 2% — y? e

o plano z = 0.
//x222 ds

sendo o a regido do cone 2> = x? + y* que estd entre os planos z =1 e z = 3.

Problema 5 Cualcule

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que

RotF(x,y) = % <x2y> — i (xyz)

%y
= 2xy — 2xy
=0
e
Dr = R?

Ou seja, F é um campo conservativo e portanto, as
integrais de linha sobre o campo F ndo dependem do
caminho escolhido, dependem apenas dos pontos inicial
e final da curva, que neste caso sio

7(0) = (0,1)
(1) =(21)

Considere o caminho alternativo, cuja paramentrizagdo é
dada por

Assim,

Exercicio 2 Considere

A= /xe_zxdx + (x4 + xzyz) dy
0

Usando o teorema de Green, tem-se que

A= //Q {aax (x+222) - aay (xe2x)] dx dy

sendo
Q:1< 2 +y* <4

A= //Q (4x3 + nyz) dx dy

Usando coordenadas polares, ou seja

X = rcosf . ‘a(x,y)
y=rsenf [9(r,0)

Ou seja

’:r

o conjunto (), neste referencial torna-se

1<r<2
Qz:
0<e<2rm

Portanto,
21 2
A= / / <4r3cos39 + 2r3cos O sen 9) rdrdf
0o J1

27 2

= / / (4r4cos39 + 2r*cos O sen 9) drdo
Jo N1
27T 2
:/ ér5cos36+ g1’5cosesen6 do

27
:/ gc:os‘q’GJchostﬁ)senG do
0 5 5

Exercicio 3 Uma parametrizacdo possivel
superficie em questdo, é dada por

para a

X=1u
o y=v ; 0§u2—|—02§9
| —

z = u? +? 0

Donde segue-se que

llow x 00| = /4 (U2 +02) +1



A(U)://Uds
://Q 0w X | du do
://Q\/mdudv

Usando coordenadas polares, ou seja

7
v=rsend

{ u=rcosf la(u,v)

o conjunto (), neste referencial torna-se

0<r<3
QQ:
0<o<2nr

Portanto,
2 3
A((f):/ /r\/4r2+1drd6
0 0
7T
== (37\/37— 1)
m

Exercicio 4 A superficie em questdo pode ser expressa
com

c=0Un
com
X = UCoSv
0<u<l1l
o8 y=usenv; :
0<v<2m
z=1-—u?
e
X = UCOSUV

04 y=usenv ; sz{
z=20

Donde seque-se, que
_ 2 2
01y X 010 = (2u“cos v,2u“senv, u

0-214 X 0'2'0 = (0,0,M)
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Assim,

//Pnds://F-nds%— .F'nds
JJo J o Jo

= // (u3 (4senvcosv —1) —|—u) du dv+
M

—|—/ 0dudv
(93]

2t 1 3
:/0 /0 (u (4senvcosv—1)+u) du dv
s

2

O
Outro modo: Usando o teorema da divergéncia de
Gauss, tem-se que

//F'nds = // div Fdxdydz
. o -«03

onde Q)3 é o interior da superficie o ou seja
X242 <1
03 :
0<z<1—x%—y?
Usando coordenadas cilindricas, ou seja

x = rcosf
X,Y,2)
(r,0,2)

=T

| v
—

y=rsenf ; ‘
z2=2
o conjunto (3 neste referencial, torna-se
0<r<1
Qy : 0<o<2n
0<z<1—12

e disto segue-se que,

//F-nds:// div Fdx dy dz
ag 03
= ldxdyd
Il i
:/// rdrdfdz
D 04

1 2w p1—12
// / rdz do dr
0 J0 0
7T

2
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Exercicio 5 Uma parametrizagdo possivel para a e
superficie em questdo, é dada por
//xZszs = // u?cos?v u? ||oy, x 0| du dv
X = U COST v 0
o: = usenv
Y = // V2uScos?v du dv
zZ=1u Q
2 3
com { 1<u<3 = /0 /1 V2uScos?v du dv
Q:
0<ov <21 B 364 ,
Donde seque-se que =3 Ve

low x o3| = V2u [ ]
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Problema 1 Calcule

4 2
/ / vV x3 4 ldx dy
0 sy

dxdyd
///szxyz

sendo () a regido do espago localizada no primeiro octante, acima do cilindro parabélico z = y
e abaixo do paraboléide z = 8 — 2x> — y>.

Problema 2 Calcule a integral

2

Problema 3 Calcule a massa do cilindro de raio 2 e altura 4 sendo a sua densidade dada por
e onde z é a distancia do ponto a base do cilindro (sugestdo: considere o cilindro com a base no
plano xy, orientado na direcdo do eixo z).

xZ_-|-yy2i -+ 2 j_yzj e 7y a fronteira do quadrado de vértices
(1,1),(1,-1),(=1,—1) e (—=1,1) percorrida no sentido antihordrio. Calcule

/F-d’y
v

Problema 5 Seja o a regido da esfera x> +y? + z> = 9 que estd entre os planos z = /5 e

z = /8. Calcule
//z_lds
(2

Problema 4 Considere F(x,y) =

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o dominio de integragio é o
conjunto

Q: 0<y<4
|l W<x<2

Este conjunto pode também, ser expresso como

0<x<2
' 0§y§x2

Portanto

/04/\/2?\/mdxdy = //Q\/mdxdy

2 a2
:/0/0 vV x3 4+ 1dy dx

Exercicio 2 O conjunto ) pode ser descrito como
y2 §z§8—2x2—y2
O:¢ 0<2x*+2 <8
T-/

Usando coordenadas cilindricas adptadas, ou seja

1
X = ——rcosf

V2 o Py
y =rsend ! a(r,0,2) o V2
z=12z
conjunto Q), torna-se
0<r<+8

Qz: OSGSZT[
r2sen?f < z < 8 — 72

Portanto,

1:/// dxdyd
| rzdxdydz

—/ /Zﬂ/ Senzg\fT’COSG )a((x’g’;) dzdo dr

27
= —7rcost —dzdb dr
/ / / 2sen2f \[ ﬁ

21
—/ / / fr 2 cos 0dz do dr
2en26 2

=0

Exercicio 3 Usando coordenadas cilindricas, ou seja

x =rcosf

o 9y z)|
y=rsend ; ’8(7‘,9,2) =r
zZ =2z

conjunto Q), neste referencial, torna-se

0<r<?2

0<z<4
Além disso, é dado no enunciado do problema que

672

d(x,y,z) =

Assim,

M:///Q(S(x,y,z)dxdydz
= “Zdxdyd
///Qe xdydz
2 21 44
:// /efzrdzdedr
0oJo Jo
1



Exercicio 4 Considere a curva

X = cost
T ; 0<t<2m
y =sent

que estd no interior da curva -y que corresponde a fronteira
do quadrado dado na questdo e estd orientada no sentido
anti hordrio. Segue-se do teorema de Green, quee

/F cdy= [ F-dm
v m
27
:/ F(1(t)) - (—sent,cost) dt
0
27
= / F(cost,sent) - (—sent,cost)dt
0
27T
:/ (—sent, cost) - (—sent, cost)dt
0

27
= dt
0

=2

Gabarito Prova Final

Exercicio 5 Uma parametrizacdo possivel para a
superficie em questdo, é dada por

X=1Uu
c:d y=v ;o 1<u*+0*<2
z =9 —u? —v? Q
Donde segue-se que
low x 03| =
9—u?—10?

1
-1 _
//Uz ds_//079—u2—v2 llow x oo du do
3
= [z o

27T 2 3r
= ——drdf
/0 Lo—nr2

=91In2 —-3mIn5
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Problema 1 Calcule a integral

//Q (x+y) dxdy

sendo Q) a regido do plano delimitada pelos grificos dey = |x| ey = 4.

Problema 2 Resolva a integral iterada

VT VE 2
/0 /y x* cos (x y) dxdy

Problema 3 Resolva a integral dupla

¥ Vdxd
//Qe xay

sendo ) a regido do plano limitada pela circunferéncia de raio 3 e centrada na origem.

Problema 4 Calcule o volume do sélido limitado pela superficie z = 1+ x? e pelos planos
z=5—-yey=0.

Problema 5 Calcule a massa da chapa plana limitada pela curva x =y —y?> earetax +y = 0,
sabendo que a densidade num ponto qualquer da chapa é dada pela soma de suas coordenadas.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Deseja-se calcular a integral Ou seja
/ / (x+y) dxdy
a A= / / x cos dx dy
sendo ) a regido do plano delimitada pelos grdficos de
y = |x| ey = 4. Inicialmente, observe que Q) pode ser 2y
expresso cono = / / xt COS dy dx
—y<x< v x
Q: y=r=y —/ x2sen(xy) dx
0<y<4 0
- ¥
Ou seja, = / x’sen ( 3) dx
0
4 ry 3
// (x+y)dxdy:// (x +y)dxdy 1 NG
Q 0J-y = ——cos (x )
3 0
y
= / ( + yx) dy _2
—y 3
4
= [ 2°d
/0 y-ay [
_2f
3 o Exercicio 3 Para resolver integral dupla
_ 128
3

Exercicio 2 Deseja-se resolver a seguinte integral

iterada
A= / / x4 cos (x y) dx dy

Observe que o dominio de integragio é o conjunto

y<x<ym
Q: ,
0<y<Jm
que pode também ser expresso por
0<x< Y
Q:
0<y<x

2V xd
/Ae xay

sendo Q) a regido do plano limitada pela circunferéncia de
raio 3 centrada na origem, usaremos coordenadas polares.
Em outras palavras considere

x =rcosf
7
y =rsenf
Neste referencial, o conjunto () torna-se

0<r<3
022
0<oe<2m

Jl=r



Entdo,

// e*xzfyzdxdy:// e*’2|]|drd9
0 0,
2t 3 5
:/ /re_r drde
0 Jo
27 1 _p
_/0 —5e
211 1
-/, z(“@)dg
:n<1—e*9)

Exercicio 4 O volume do sélido em questio é dado por

V://Q [(S—y)—(l—i-xz)}dxdy
://Q(AL—y—xZ)dxdy

—2<x<2
QO:
0<y<4—x?

3
de
0

sendo

Disto segue-se que,

V= /‘2 /‘4x2 (4—y—x2) dy dx
J—2Jo
2 1, 4—x2
:/72 <4y—2y —xy) dx
= /722 (;x‘l —4x2+8> dx

(1 5 43 2
—<10x 3x—l—8x>

0

-2
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Exercicio 5 De acordo com o enunciado do problema,
segue-se que a massa que se deseja calcular é dada por

M(Q) = .//Q(S(x,y)dxdy

sendo
S(xy)=x+y
a densidade da chapa no ponto (x,y) e
0<y<2
Q:
—y<x<y-y
Ou seja,

M(Q) = /Oz/yy—yZ (x+y)dxdy

2 /42
- [ (5 +w) .
_[F(1, 3 2
7/0 <2y —2y +2y)dy
(15 1y 25\
_<1oy 2y+3y>

_8
~ 15

y—y?
dy

0
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Problema 1 Calcule o wvolume do sélido no primeiro octante que estd entre os planos
x+y+z=1lex+y+2z=1

Problema 2 Calcule a integral

///Q (x®+y?) dxdydz

sendo Q) o sélido que estd dentro do cilindro x> + y*> = 2, acima do plano z = 0 e abaixo da

superficie z = /x> + y>.

Problema 3 Resolva a integral tripla

dx dyd
[ fyxdves

sendo Q) o sélido obtido como intersecio entre x> +y*> + 2> < dzez > /x2 + 12

Problema 4 Calcule o momento de inércia em torno do eixo z da caixa Q) = [—a, a] X [—a, a] X
0, h] assumindo que Q) possui massa M.

Problema 5 Resolva a integral

///Q (xzy + 3xyz> dxdydz

sendo () a regido do espago definida pelas desigualdades
1<x<2,0<xy<20<z<1

Boa Sorte!
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Exercicio 1 O volume que deseja-se calcular é dado pela

integral
dxdyd
[ fteava:

sendo ) a regido do espago dado por

0<x<1

Ou seja,

1-x pl—x—y
// dxdydz—// / dzdydx
(1—x—y)
//-l x |I=x—y
a %1 x—y)
1 /1 pl1—x v d
—5/0/0 (1—-x—y)dydx

dy dx

—X

:2/ (y—y y) dx
fl ! 2
—Z/O(l—x)dx

1 1
= ——(1-x)?

12 0
_1
12

[

Exercicio 2 Usando coordenadas cilindricas, ou seja
x =71 cosf

y =rsend

cujo jacobiano é

o conjunto () neste referencial, torna-se
0<r< \ﬁ

0 0<o<2m

0<z<r

Ou seja

///Q (x2+y2> dxdydzz///nzf’2|]|drd6dz
:/Oﬁ/ozn/orr3dzd6dr

r

\/E 27T
AL
0o JO 0
27
- / / Ad0 dr

\fz 27
= o) dr
0

do dr

0

V2
= 27r/ rdr
0

Exercicio 3 Usando coordenadas esféricas, ou seja

X = psen ¢ cosf

y = psengsend

Z = pCos @
cujo jacobiano é
(x,y,2) 2
] H = p“sen @,
= 15t8,9)]| =707




o conjunto Q) neste referencial, torna-se

IN
IN
NS

o
N
o o o
INIA
> © =
IA
N
(@)
[}
»
-e

IN

Portanto,

dx dy d :/// dpdod
//Qxyz QzIIMO ¢
T r2m rdcose
:/0 /0 /0 p?sen ¢ dpdf dg
T oomq 3 4c05(pd9d
—/0 /0 3P sen g . )
X r2r
= %/4/ cos® psen ¢ df dg
0o Jo

e i
i

21

de
0

cos® psen ¢ 0

1287 [F

=3/ cos® g sen pdg

1N

= _Tn cos4(p’0

=8

Exercicio 4 O momento de inércia da caixa em questio
em torno do eixo z é dado por

I:///zéddd
[ ddxdydz

sendo

Gabarito 22 Prova

Portanto,

I:/_au/_aa/ohk <x2+y2) dzdx dy
:k/_ﬂa/_aa (x2+y2)z
:kh/_ﬂa/_aa (x2+y2) dx dy

a 1 a
= kh <x3 + y2x>
2 \3

dy
a
=kh <§a3 + 2y2a> dy

h
dxdy
0

—a
—a

a

e (28,23
=kh <3a y+3y a)

= gkha‘1

—a

Observe que
M=46V(Q)
=k-2a-2a-h
= 4ka’h,

Ou seja

Exercicio 5

///Q (xzy + 3xyz) dxdydz

Considere a sequinte mudanga de varidveis

u=x

-1,
QT iq v=2xy
W=z

ou seja,

X=1u
v
P y—;
z=w



cujo jacobiano é dado por

2 (x,y,2)
0 (u,v,w)

Tu

n-=|

’_1

Neste referencial, o conjunto () torna-se
1<u<?2
0:< 0<v<2

0<w<i1

A= ///Q (xzy + 3xyz) dxdydz

= ///Q (uv + 3vw) |J| du dv dw

2 2 /1 1
= / / / (uv + 3vw) —dwdvdu
1 Jo Jo u

Assim,

= (2u+3In|u|)

=2+3In2
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Problema 1 Calcule a integral
/xydx + (2% + x)dy
7

sendo vy a curva fechada que corresponde i fronteira do triangulo de vértices (—1,0), (1,0) e (0,1),
orientada no sentido anti hordrio.

2

Problema 2 Encontre a drea da regido da superficie do cone z> = x> + y?, com z > 0, que estd

dentro do cilindro y* + 2> < 1

Problema 3 Calcule o fluxo do fluido representado pelo campo vetorial F(x,y,z) = (x —y)i+
(z +y +4)j + 2%k através do disco circular x*> + z> < 1 sobre o plano y = 0, na diregdo do vetor
normal apontado no sentido positivo do eixo y.

//UF-nds

sendo F(x,y,z) = x?zi+ yxj + xyz k e o a superficie que corresponde a fronteira do tetraedro
dado por

Problema 4 Calcule

x+y+z<1,x>0y>02z2>0

Problema 5 Calcule o fluxo do rotacional de F(x,y,z) = 3zi + 5xj — 2yk sobre a regido do
paraboléide z = x> + y? que fica abaixo do plano z = 4, com vetor normal apontando para cima.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Inicialmente observe que o campo vetorial dados.Disto segue-se, que
fly) = xi+ (2 +2)f . ( .
(o)
é continua em todo o R? e como a curva em questio é ou Vu? + 02
fechada, o Teorema de Green garante que 5
o
9 9 ( 2 )
/xydx+(x +x)dy = // [ oty) S;y) dxdy Vil ot
dor L 9o oo ( -0 1)
- //Q x+1) dxdy ww \ViEro2 Vi
Onde Q) é o interior do tridngulo de vértices (—1,0), o 8(7 _
(1,0) e (0,1), ou seja, Fe
y—1<x<1-y )
0y : e a drea que se dese]a encontrar é, portanto
0<y<l1

A= //ds
1—y JJo

1
/xydx+(x2+x)dy = / / (x+1)dxdy
v 0 Jy—1

N du do
1 /52 1-y
[ (Fe)| [ v
y 0
1
=2/ (1-y)dy = V2 [[ dudo
0 Q
1,\ |1 = V2 Area(Q)
=2 (v-37)
— 2t
V2
=1
=7
|
Exercicio 2 Uma parametrizagio possivel para a u
superficie em questdo é dada por
x=u Exercicio 3 Uma parametrizacdo possivel para a
superficie em questdo é dada por
c:q4 Y=o (u,v) € Q
z =Vu?+v? X=u

sendo Q) o conjunto u? 4+ 2v*> < 1, cuja fronteira

corresponde a intersecdo entre o cone e o cilindro 7 =0




sendo Q) o conjunto u? + v> < 1.Disto segue-se, que

15104

3= (1,0,0)
o
Fr (0,0,1)
do  Jdo
™ X Fr (0,1,0)
a£ X 870- —1
ou’ av|

e o fluxo de F através de o é, portanto

T://F-nds
(o

Jdo o

5 X5, |loc 9o
://QF((T(M,U))H @X% dudv
|55

Jdo oo
_//QF(u,O,v)-(auxav) du dv
_ 2 .
—//Q<u,v+4,v> (0,1,0)dudov

://()(v+4)dudv

Usando coordenadas polares, ou seja
u =rcosf
v =rsenf

Jl=r,

cujo jacobiano é

o conjunto Q) torna-se

Portanto,
T= // (v+4)dudo
JO

1 r2m
:/ / (rsenf +4)rdodr
J0 JO

= /01 (—rzcos 0 +4r9) 27r

dr

0

Gabarito 32 Prova

Portanto,

1
= / 8mtrdr
0

1
= 47172

0
=4

Exercicio 4 Como o campo vetorial F é continuo em todo
R3 e a superficie em questdo é fechada, o Teorema da
Divergéncia de Gauss, afirma que

//F-nds = // divFdxdydz
Lo O

sendo Q) o interior do tetraedro dado, ou seja
0<x<1
0 0<y<1l—x
0<z<1l—-x—-y

. Disto segue-se que,

//UF.nds:///Q (2xz + x + xy) dxdy dz

1 pl1—x pl—x—y
:/ / / (2xz+x + xy) dzdy dx
0oJo Jo

= /01/01_x (xz2+xz+xyz)

1 p1—x ’ ’ 3
:/0/0 (2x+x y—2xy—3x"+x )dydx

1-x—y
dydx

0

1 1 1-x
:/ <2xy+x2y2—xy2—3x2y+x3y) dx
0 2 0

—/1 71x4+2x3f§x2+x dx
o 2 2
= —ix5+1x4—§x3+1x2 l
N 10 2 6 2 0
_ L
15
|

Exercicio 5 De acordo com o Teorema de Stokes,

tem-se que
//rotF'nds:/FdF
o r



onde I é a curva que corresponde a fronteira da superficie
o, ou seja

x =2 cost
I: y=2sent ,0<t<2m
z=4

Portanto,

//rotF-nds:/F-dr
o T

_ /02”1: (T(1)) - T (¢)dt

Gabarito 32 Prova

27T
:/ F (2 cost,2sent,4) - (—2sent,2 cost,0) dt
JO

27
= / (—2856nt+20c082t) dt
0

27

= (28 cost 4 10t + 5sen 2t)

0
=207
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Problema 1 Calcule a integral iterada

3

Y Ym
4 2
/0 /y x* cos (x y) dxdy

Problema 2 Calcule o volume do sélido no primeiro octante que estd entre os planos x +y +z =
lex+y+2z=1

Problema 3 Calcule a integral

///Q (2 + ) dxdy dz

sendo Q) o sélido que estd dentro do cilindro x> + y*> = 2, acima do plano z = 0 e abaixo da

superficie z = \/x2 + y2.
Problema 4 Calcule o fluxo do fluido representado pelo campo vetorial
F(x,y,2) = (x —y)i+ (z+y+4)j +2°k

através do disco circular x* + z> < 1 sobre o plano y = 0, na direcdo do vetor normal apontado
no sentido positivo do eixo y.

Problema 5 Calcule o fluxo do rotacional de F(x,y,z) = 3zi + 5xj — 2yk sobre a regido do
paraboléide z = x> + y? que fica abaixo do plano z = 4, com vetor normal apontando para cima.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Deseja-se resolver a seguinte integral Ou seja,
iterada
1-x pl—x—
Nt ///dxddz—// / ydzddx
A= /0 /y x* cos (xzy) dx dy Q Y (1-x—y) Y
Observe que o dominio de integragio é o conjunto _ / /1 x =y dy dx
{ y<x<Im 3(1-xy)
O ,
3 1 pl1—x
O<ys<vm _1 (1—x—y)dydx
2Jo Jo e
que pode também ser expresso por
—X
o, 0<x<¥m 22/ (y—y y) dx
lo<y<x
1 1 2
Ou seja = 1./0 (1 —x)%dx
A= / / x cos dxd 1
Y — Lo
12 0
= / / x4 cos X’y dy dx 1
v x o
w
— 2 2
_/0 xsen(xy) de n
Ve
— / xZsen (x3> dx Exercicio 3 Usando coordenadas cilindricas, ou seja
0
v x =7 cosb
_ ! cos (x3 )
3 0 y =rsend
_2? z2=2z
3
[ ] cujo jacobiano é
Exercicio 2 O volume que deseja-se calcular é dado pela 3 (x,y,2)
integral 7= H@(r,@,z) -

| /]/(')dx dy dz

sendo Q) a regido do espago dado por

0<x<1

o conjunto () neste referencial, torna-se

0<r<v2
0 0<o<2m

0<z<r



Ou seja

///Q (x2 +_1/2> dxdydz = ///erz |J| drdfdz
\/i 21T pr
:/ / /rsdzd()dr
o Jo Jo
ﬁ 27T r
:/ / 2
JO JO 0
V2 21
:/ / rAd6 dr
0o Jo

_/ﬁ
0

dodr

Exercicio 4 Uma parametrizacio possivel
superficie em questdo é dada por

para

sendo Q) o conjunto u® + v* < 1.Disto segue-se, quie

Jdor
Evi (1,0,0)
15 lo
Fr (0,0,1)
Jdor  do
3 X 3 = (0,1,0)
bslog ELU
E)u v

a

Gabarito Prova Final

e o fluxo de F através de o é, portanto

T—//F nds
Jdo ol

_ . ﬁxav
_//QF(U(u,v)) 2 ag‘ du dv

u X

Jdo  Jdo
= //QF(u,O,v)~ (E)u X 8) dudo

2) - (0,1,0) dudo

Usando coordenadas polares, ou seja
u =rcosf
v=rsenf

=

cujo jacobiano é

o conjunto () torna-se

o<r
Qz:
0<6<2r

T://Q(v—f—él)dudv

1 27
:/ / (rsenf +4)rdfdr
0 Jo

1 2r
J

Portanto,

dr

—r2cos 0 + 4r9)
0

Portanto,

1
= / 8mrdr
0

= 47r?

=4
[ |

Exercicio 5 De acordo com o Teorema de Stokes,

tem-se que
//rotF'nds:/FdF
o r



onde I é a curva que corresponde a fronteira da superficie
o, ou seja

x =2 cost
I: y=2sent ,0<t<2m
z=4

Portanto,

//rotF-nds:/F-dr
o T

_ /02”1: (T(1)) - T (£)dt

Gabarito Prova Final

27T
:/ F (2 cost,2sent,4) - (—2sent,2 cost,0) dt
JO

27
= / (—2856nt+20c082t) dt
0

27

= (28 cost 4 10t + 5sen 2t)

0
=207
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Problema 1 Resolva a integral
1/
dx d
Vo
sendo Q) a regido do plano limitada por x =1,x =2,y =0ey = X2,

Problema 2 Calcule o volume da pirdmide cuja base é o quadrado de vértices (1,0,0), (0,1,0),
(—1,0,0), (0, —1,0) e vértice (topo da pirdamide) no ponto (0,0,6).

Problema 3 Resolva a integral

dx dy

2
i
sendo QO = { (x,y) € ]RZ‘ x> +y*<4,x<0}.
Problema 4 Resolva a integral dupla
//()xZdedy
sendo Q) = {(x,y) eR?0<x<2, —; gygl—x}.

Problema 5 Considere a chapa plana de densidade homogénea que corresponde a um tridngulo
equildtero de lado 2. Qual é a distdncia entre o seu centro de massa e os lados desse tridngulo?

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sdo Francisco

Engenharia Civil

Célculo Diferencial e Integral IIT

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito 1% Prova 2024
Data: Sexta-feira, 14 de Setembro de 2024 Turma M3
+
Exercicio 1 O conjunto () pode ser descrito como Assim,
1<x<2
QO: —4// —6x — 6y) dxdy
0<y< x3
1 pl—x v d
=4 / / 6—6x—6 x
Desta forma, Jo Jo ( y)dy
-1 ( 2) 1-
2y =4/ (6y—6xy—3 dx
A= / / dx d / y —6xy =3y
ovaxt+1 Y 0 0
1
3 —12 (1-20+2%) dx
= / / dy dx 0
J1Jo v x4
1 1
3 =12 (x—x2+x3>
v T 3/ b
B /1 Vxt+1lp -4
— / Y
1 vVt 41 [ ]
1 2
= -Vaxt+1
2 1 Exercicio 3 Deseja-se calcular a integral
1
=5 (VI7-V2)
2 2y
J——"
= 04+ /x% 4 y?
H 2 2 < <
Exercicio 2 Explorando a simetria da pirdmide em sendo (2 0 conjunto x= +y .= 4 com x < 0 Usando
N . . . coordenadas polares, ou seja
relagiio ao eizo z, podemos afirmar que o seu volume é dado
por 4 vezes o volume da regido da mesma que encontra-se
no primeiro octante. Para seu cdlculo, peceba que a face
o x =rcosf
que encontra-se no primeiro octante corresponde ao plano | =r
que passa pelos pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,6), ou seja y =rsenf ’ ’
6x+6y+z==6
observe que o conjunto (), neste referencial, torna-se
e estd sobre o conjunto
0<r<2
0<x<1 .
O: -0 M9 7 <g< 3
0<y<l-x 2507



Logo,

2rsen |]|d - do

dx d //
//04+\/x2+y 7=
2 3152
://zZr senQder
0Jz 4+r

/ —272 cos @
“Jo  4+r

2_2},2
= —0)d
A 4_’_1’(0 0)dr

=0

Exercicio 4 Para resolver a integral dada, considere a
seguinte mudanga de varidveis

ou seja,

cujo jacobiano é

Neste referencial, o conjunto () torna-se

0<u<2-vw
Qz:
0<v<?2

Gabarito 12 Prova

Entdo,

//sz\/mglxdy://ozvz\/ﬂmdudv

2 2—'171
= / / —v*udu do
0Jo 2

1 2 2—0v
= o3 dv
3Jo 0
3/ 2 —0) Zdv
1 0
=3 (2 — w)? wrdw
2
f_l <8w2_8wz+w2> ’
3 \5 7 »
256
945 V2
]

Exercicio 5 De acordo com o enunciado do problema,
segue-se que a massa que se deseja calcular é dada por

://Q(S(x,y)dxdy

o(x,y) =k keR
a densidade da chapa no ponto (x,y) e

Y 1<x<1-
(OF V3
0<y<+V3

sendo

Si=

Ou seja,
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Problema 1 Calcule a integral

dxdyd
[ feaxdve
2

sendo Q) a regido no primeiro octante, limitada acima por z = 8 — 2x% — y? e abaixo por z = y>.

Problema 2 Calcule o volume do cone circular reto de altura h e raio R.

///Q\/szryZJrzzdxdydz

sendo Q) o sélido definido por x> + y* + z% < 2z.

Problema 3 Calcule

Problema 4 Determine a coordenada z do centro de massa do sélido Q) que estd acima da esfera
x? + y? + z% = 6 e abaixo do paraboléide z = 4 — x> — y*. Suponha densidade homogénea igual
al.
Problema 5 Calcule o volume do elipséide

x\ 2 2 Z\ 2

3+ () () -

a b c

sendo a, b, c niimeros reais positivos e nio nulos.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 O conjunto () pode ser descrito como _ / 2 <8r2 _ 21,4) dr
{y2§z§8—2x2—y2 ¢

Q: 2
(x,y) €K _ ;re&_%rs
sendo K o conjunto do pontos (x,y) tais que 0
Py <4 _ 128
15

Desta forma,

A= ///Qx dxdydz

Exercicio 2 Observe que a equagio do cone em questao é

- 8—2x2—y?
_ /// xdzdxdy dada por
KJy? 2, 2 R,
Xty =5z
8—2x% —y? h
= //K =z dx dy com 0 < z < h. Logo, seu volume é dado por
Y
_ [/ 9.2 2 V(Q):// ldxdydz
= //Kx (8 2x° — 2y )dxdy a
Usando coordenadas polares, ou seja onde
x = rcosf % x2+y2<z<h
, |]| =7, Q N
y=rsen6 (x,y) €K
o conjunto K, neste referencial, torna-se 6x+6y+z=06
0<r<2
Ky: sendo K o conjunto do pontos (x,y) tais que
0<0< 7
Logo, 2+ <R?
A= // x (8 —2x% — 2y2) dxdy Usando coordenadas cilindricas, ou seja
JJK
= 0
:// reosd (8212 ]| drde T reos
Ky

y=rsenf , |J|=r,

:// c059(8r2—2r4) drdo z=2z
K;

) .1 o conjunto (), neste referencial, torna-se,
2
= / / cos 0 (81’2 - 2r4) aedr
0.Jo

0<r<R

2 7 0:{0<06<2n
:/ sen9(8r2—2r4> dr -

0 0 hy<z<h

R



Portanto,

Q):// 1|]| drd6 dz
O
27 rR rh
:/ //rdzdrde
0 Jo Jhr
27
—/ / rz)
R’
27t rR h
= hr — =72 | drdf
/0 /0 <r Rr) r
/‘271’ (h?’_h?’)
2 0

27 | R2
_ / hidg

drdo

b,

de

1
= §7TR2]1

Exercicio 3 Perceba que o sélido () pode ser expresso da
sequinte maneira

xz—i—yz—l-zzSZZ =
Ay +22-224+1<1 =
2y (z-1)7<1

Ou seja, () é a esfera solida de raio unitdrio e centro em
(0,0,1). Usando coordenadas esféricas,

X = psen@cosf
y=psengsent |,

Z = pCos @
cujo jacobiano é dado por
|J| = p*sen g,

o conjunto ), neste referencial torna-se

IN
IN

n
2
Qz:

o o o
IN

'
p=2cos¢g
0

IN
I/\
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Logo,

I:///Q,/xz—kyz—kzzdxdydz
[ pari

2 5 r2cosg
:/ /2/ p>sen @ dpdgpdo
0 0

27T 2cos ¢
= / / —sengo

dedo
2w %
:4/ / sen(pcos4 pdedo
o Jo

Exercicio 4 De acordo com o enunciado do problema,
segue-se que a coordenada z do centro de massa do sélido
Q) é dada por

Ze = /// z6(x,y,z)dx dy dz
(@)

o(x,y) =1
a densidade de Q) no ponto (x,y,z) e

Q.{\/6—x2—y2§z§4—x2—y2

X24y?2<2

sendo

Usando coordenadas cilindricas,
x =rcosf
y=rsend ,
z2=2z
cujo jacobiano é dado por
=
o conjunto Q), neste referencial torna-se
0<r<v2
O:q0<60<L2m

Ve—1r2<z<4—12



Logo,

Q) = ///Q(S(x,y,z)dxdydz
:/// ]| drdo dz
= /m/ /mrdzdrdG

21 2
) b
—/zn/ﬁ<4r—r3—r\/6—rz)drd9

0o Jo
:'/Ozn <2r2—4r4+; (6—r2)3> \/Ede
- (137—2\@) /Oznde

_271(

2 (17 - 6\/6>
-

drd6

0

2xf)

B Mgm///gzé(x,y,z)dx dy dz
_ W///sz ]| dr d6 dz

T on 17 6\[ /2”/ /mZT’dzdrde
3 21 V2
ek b

7—/271/ 10r — 77 +1°) drdo
(17 6\f

V2
do

drd6

0

27T
= s / <5r2 — Zr4 + 1r6)
4 (17 — 6\@) 0 4 6
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1 27
_ B [T

T (17 - 6\/6) 0
B 13
2 (17 _ 6\/6)
m

Exercicio 5 Para calcular o volume desejado, considere
a seguinte mudanca de varidveis que consiste numa
deformagdo das coordenadas esféricas

= psen ¢ cos 0

= psen ¢ sen

=pcosg

NS R

ou seja,
X =apsen¢cost

y=Dbpsengpsenf
Z=Cp Cos ¢
cujo jacobiano é dado por

n=|5ean

=abcp?sen @
Neste referencial, o elipsdide ), torna-se
0<9p<m
M):¢0<p<1
0<o<2m

:'//Qldxdydz
:///021 | dpd6 dg

2 pmopl b ’ o dod

p— 9
/0 /0 /Oa cosengdode

abc 27 !
/ p sen ¢

27
=2¢ bc / sen pd¢ df

Portanto,

d(pd@

T

do
0

= —@ COos
= 3 o @
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2abc [?7
= do
3 Jo

= —mabc
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*

/F-d'y
gt

F(x,y) = xi+yj

Problema 1 Calcule

sendo

e y é a fronteira do tridngulo de vértices (0,1), (0, —1) e (1,0), orientada no sentido antihordirio.
Problema 2 Calcule a drea da regido do plano formada pelos pontos (x,y) tais de
<
comy > ‘/TE
Problema 3 Calcule o fluxo do campo vetorial
Flx,y) = (x —y, —x+2y)

no sentido externo a curva correspondente a fronteira da regido do plano definida pelos ponts (x,v)
taisquel —x <y <3e0<x <1

Problema 4 Calcule a drea da superficie do paraboléide z = 2 (x2 + yz) ,com0<z<8.

//U(VXF)-nds

T
F(x,y,z) = m

Problema 5 Calcule
sendo

e o é o paraboldide (sem a base)
x:9—y2—22,0§x§9
com n apontando no sentido positivo do eixo x er = (x,V,z).

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que < é uma curva fechada, A— T _1
orientada no sentido antihordrio. Segue-se do Teorema 4 2
de Green, que -

/F-d'y:/xdx+ydy
v v

g/

= Odxd

[lpoixas

=0

d d
52 )= 55 ()] dxy

sendo Q) o interior da curva 7. |

Exercicio 2 Seja vy a curva que corresponde a fronteira
da regido em questdo. Uma parametricio possivel para
esta curva é dada por

Y="Un
sendo
X = cost T 37T
4! ;o St —
y =sent 4 4
x=t
2 2
X ;Y2 V2
_ 2 2 2
¥y=2
Assim, a drea que deseja-se calcular é dada por
A= /xdy
Jy
= [ xdy+ [ xdy
T 72

x ¥
_ 2
é cos tdt—l—/\?tOdt

1 + cos 2t
_ [Tl
z 2

1
(t + Esen 2t>

s

N~

R

Exercicio 3 O fluxo que deseja-se calcular é dado por

T:/F-nd'y
v

e, 0 Teorema da Divergéncia de Gauss afirma que

/F~nd'y - // div Fdx dy
0% Q

sendo Q) o interior da curva -y, ou seja

1-x<y<3
Q:
0<x<1

Além disso, tem-se que

divF=V - F
= (aax,a?) (x—y,—x+2y)
=3
Portanto
T:/F-nd'y
v

— [[ divFdxd
/], divEaxay

= [[ 3dxd
Jlpaxas

=3 Area(QQ)

Perceba que () é um trapézio de bases 2 e 3 com altura 1.1
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Exercicio 4 Uma parametrizagio possivel para a Exercicio 5 Observe que a fronteira da superficie o é a
superficie em questdo é dada por curva I' com posstvel parametrizagdo dada por
X=UCSV o,
oiq y=usenv; = o x=0
z = 2u? —
Q I':¢ y=23cost ; 0<t<2m
Donde segue-se que 7z = 3sent
0
a—a = (cosv,senv,4u)
u e usando o Teorema de Stokes, segue-se que
d
9 _ (—usenv,ucosv,0)
v //(VXF)-nds:/F-dr
e o T
a"" oo 2 2 27
3 av (—4u cos v, —4u“senwv, u) _ / r ' dt
o |l
or oo 27
— X —|| =uv16u? +1 _ xy, "2 dt
E)u 80 7 2 (x ’y ’2 )
X +y?+z
e a drea da superficie de o é dada por
27T
A://ds :/ sen t cos t dt
0
= // dudv _ sen’t o
2 o
2w 2
-/ /u\/16u2+1dudv —0
0o Jo
276565 — 1
_ / 65 Jv m
0 48
_ 65v65—1 .
N 24
|
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+

Problema 1 Resolva a integral

J—T——
YN oy

sendo 0 = { (x,y) € R?| x* +y* < 4, x < 0}.

Problema 2 Calcule o volume do cone circular reto de altura h e raio R.

///Q\/x2+y2+z2dxdydz

sendo Q o sélido definido por x* + y? + 2> < 2z.

Problema 3 Calcule

Problema 4 Calcule a drea da regido do plano formada pelos pontos (x,y) tais de
X% + y2 <1
comy > @
Problema 5 Calcule a drea da supetficie do paraboléide z = 2 (x> + y*) ,com 0 < z < 8.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Deseja-se calcular a integral

J R
04+ /x2 +y?

sendo () o conjunto x2 + yz < 4, com x < 0 Usando
coordenadas polares, ou seja

x =rcost
y =rsend '

observe que o conjunto (), neste referencial, torna-se

|J| =,

0<r<2
Qz:
T3
2 - — 2
Logo,
2rsen9|]|d 40

e Vel

7/ /2 212 sen9

—272 cos @
—/ dr
4—|—T’ Ui
2
2_2;,2
= —-0)d
0 447 (0 0) 4

=0
|

Exercicio 2 Observe que a equagio do cone em questao é

dada por

RZ

ﬁz

com 0 < z < h. Logo, seu volume é dado por

— [[[ 1dxaya
[ axave:

x+y— 2

onde

6x+6y+z=26
sendo K o conjunto do pontos (x,y) tais que
24 y? <R

Usando coordenadas cilindricas, ou seja

x = rcosf
y=rsenf , |J|=r,
z=12z

o conjunto (), neste referencial, torna-se,

hr<z<h

Portanto,

:// 1 ]| drd6 dz
Q
2 R rh
:/ //rdzdrd9
0o Jo J&r

)
_ /OZH/OR (hr— zr2> dr do
LRl

27T [ R2

drdo

de

= %nth



Exercicio 3 Perceba que o sélido Q) pode ser expresso da
seguinte maneira

4y +22 <2z =
242 -2241<1 =
2+ (z-1)72<1

Ou seja, () é a esfera solida de raio unitdrio e centro em
(0,0,1). Usando coordenadas esféricas,

X = psen@cosf
y=psengsent |,

Z = pCos @
cujo jacobiano é dado por
J| = p*sen g,

o conjunto ), neste referencial torna-se

IN
IN

z
2

©)

N
o o o

IN

¢
p < 2cos¢
0

IN
I/\

Logo,

1= '///Q\/Xz +y? + 22dx dy dz
= [[],plrarae

2 % 2cos¢
= / / / p3sen pdpde db
0o Jo

o 2cos ¢
= / / —sengo

dedo
21 o F .
:4/0 /0 sen @ cos” pdg do

4 2r g
do

=75/ cos5(p

Gabarito Prova Final

Exercicio 4 Seja 7y a curva que corresponde a fronteira
da regido em questdo. Uma parametricdo possivel para
esta curva é dada por

Y=711UYmn

sendo

X = cost
M ; Tere M
y =sent 4 4

x =t

y =%

N\&
IS

; <t<

T2 -

Assim, a drea que deseja-se calcular é dada por
A= / xdy
v

= [ xdy+ [ xdy
T 72

= cos tdt+/ t0dt

Lid V2
1 7

2

B /4"14—c032t

4

E t—l—1 2t
2 5sen

Exercicio 5 Uma parametrizacio possivel
superficie em questdo é dada por

para a

i oz
N IO o<e<on
Z=zU ~—_————
Q
Donde segue-se que
eleg
Eyl 7 /4
5 (cosv,senv,4u)
d
ag (—usenv,ucosv,0)
e
) d
a—z X a—g = (—4u2 Ccos v, —4uzsenv, u)
or  do
— X — || =uV16u? +1
ou  ov




e a drea da superficie de o é dada por

A://Uds
= /1

27T 2
_ / / 1uy/1612 + 1du do
0 0

Jdo  do
3. X e dudov

_/27r65\/£—1dv
o 48

_65V65 -1
Y

Gabarito Prova Final
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Problema 1 Resolva a integral

4 r2 X v d
/o/\/;y5+1yx

4xfyd d
//Qe .X'y

sendo Q) o paralelogramo gerado pelos vetores (4,1) e (3,3).

Problema 2 Calcule a integral

Problema 3 Calcule o volume do tetraedro limitado pelos planos coordenados, x = 0,y = 0,
z=0,eoplanoz =8 — 2x — 4y.

Problema 4 Resolva a integral dupla

//Q (x+y?) 7 dxdy

sendo Q) = { (x,y) e R®|x?+y> <1, x+y>1}.

Nl

Problema 5 Calcule a massa de uma chapa plana cujo formato é dado pelo conjunto dos pontos
(x,y) € R? tais que x> + y?> < 20 e x > 10 e densidade dada por

x2

(S(X,y) = m

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o dominio de integracio () é

dado por
QO: {

e pode ser reescrito como

o

42 5
A:// ———dydx
o Jyxy> +1
x
—//Qﬁdxdy
2 2 x
= ——dxd
/o/o v¥+1 xey

2

y

1<x<4

Vx<y<2

OSxSyZ

0<y<2

Desta forma,

1 2 X2
2Jo Yo +1

— dy
0

1 72 ]/4
“ 2 ]/5+1dy

1 5 2
gl [+1]
wny—i- .

~ In33
10
[ |

Exercicio 2 Para resolver a integral dada, considere a
seguinte mudanga de varidveis

. u=4x—y
Q
v=2Xx
ou seja,
{ X=0
@
y=4v—u

<+

cujo jacobiano é

Neste referencial, o conjunto Q) gerado pelos vetores (1,4)
e (3,3) torna-se

0<u<9
Qz:
Uy M3
33— — 3
Entdo,
// e4x—ydxdy:// e |J| dudo
Q O,
=
= edvdu
0Jg
o |
= e'v du
0 u
9
= [ e'do
0
9
:eu
0
= -1

|
Obs.: Este problema foi cancelado. Houve um erro de
digitacdo e ao invés do vetor (4,1) o correto deveria ser
(1,4). Pontos concedidos a cada aluno que fez a prova.

Exercicio 3 O volume que deseja-se encontrar é dado por

V://Q(S—Zx—ély)dxdy

o

sendo
0<x<4-2

0<y<2



Ou seja,,

2 r4-2y
V:// (8 —2x —4y)dxdy
0Jo

:/02 (8x—x2—4yx)

- /02 (4% — 16y +16) dy

4-2y
dy

0

43 o2 ?
= | zy° — 8y~ + 16y

3 0
_ 3
3

Exercicio 4 Deseja-se calcular a integral

//O (x2 —l—yz)_% dxdy

sendo Q) o conjunto x> +y* < 1, com x +y > 1 Usando

coordenadas polares, ou seja
x =rcosf
=
y =rsenf

observe que o conjunto (), neste referencial, torna-se

O, : sen 6 + cos @

7T
<6< —
0= -2

Logo,

//Q (x2+y2)7% dxdy = //02 <r2>7% |J| dr o
= /075/117_3;’011*519

sen 0+cos 0

_/%1
=/ =

1
do
1
sen 6-+cos 0

= /7 (sen® + cos6 — 1) do
0

= (—cosf +senb —0)

7T
:2——
2

T
2

0

Gabarito 12 Prova

Exercicio 5 De acordo com o enunciado do problema,
segue-se que a massa da ldmina designada por () é dada
por

M(Q) = .//Q(S(x,y)dxdy

sendo

2

3(x,y) = m

a densidade da chapa no ponto (x,y) e
x2 4+ y? <207
QO:
x >10
Usando coordenadas polares, ou seja
x =rcosf
’ |,” =7,
y =rsenf

observe que o conjunto (), neste referencial, torna-se

1

Qz . co

o
N

0

<r<
g =TS

<6<

7]

SE
W[

Ou seja,

‘1 12 cos? 0
M(Q) = //Q s
2

Z r20 oy
:/ / r cos” 0drdo
_nm J_ 10
3% cosf
20
1

:/j 1rzcosZG do
-z 2

0
cos 6

:50/% (4cos0—1) do

Wy

50 (9 + %sen 20)

_rt
3

- —10;)” +50V/3
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Problema 1 Calcule a integral

///dedydz

sendo Q) o solido delimitado pelos planos y —2x =0,y —2x =1,z—-3y =0,z—-3y =1,
z—4x =0,z —4x = 3.

Problema 2 Calcule o volume do sélido que encontra-se dentro da superficie z = \/x2+y? e
entreos planosz =lez =2

Problema 3 Calcule o volume do sélido que encontra-se dentro da esfera x> + y* + (z — 1) = 1
e acima da esfera x*> + y> + 2> < 1.

Problema 4 Calcule o volume do shampoo.

Problema 5 Calcule a massa da esfera x*> + y*> + z> = a? sabendo que sua densidade no ponto
(x,vy,z) é proporcional a distdncia deste ponto a origem.

Problema 6 (Questdo extra: exclusiva para os alunos que ndo participaram do problema do
shampoo) Considere 0 cubo 0 < x < 1,0 <y <1,e0 < z < 1 e suponha que a densidade no
ponto (x,y,z) seja igual a x. Calcule o momento de inércia deste cubo em relagio ao eixo z.

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Considere a sequinte mudanga de varidveis 13 o ! duw

=2k ?,
u=y—2x
1 1P
i v=z-3 = -
¢ Yy 57 .
w=z—4x
_3
ou seja, 2
_ Bu—v+tw [}
T

Q: y=-"2u—v+w ’

z = —6u—2v+ 3w x = rcosf

cujo jacobiano é dado por

y=rsenf ,

Exercicio 2 Usando coordenadas cilindricas, ou seja

z=2z
a(x,y,2)
Il = a(u, v, w) cujo jacobiano é
3 1 1 |Jl=r
2 2 2 Neste referencial, o sélido (3, dado no problema, torna-se
8ptl =1 _» _
(8pt] 2 -1 1 0<r<s
-6 -2 3 O :{ 0<9<2m
1 1<z<2

e o volume de Q) é dado por,
E, neste referencial, o conjunto () torna-se

V(Q) = // Q1 dxdydz

0<u<l
My:¢ 0<0v<1 :///Q |J| dr df dz
2
O<ws3 2 r21 rz
= [ [ [ rdrded:
E disto segue-se que 1Jo Jo

2 21 42
//dedydz:///nlmdudvdw —/1 /0 5
31 /1 2 2m
:///ldudvdw = / 2 d46dz
0JoJo 2 1Jo 2

1 2
dvdw = <
0 1

1 3 r1
= — u
il

z
do dz
0




Exercicio 3 Considerando ) o sélido descrito no
problema, ou seja

a 2y (z-1)2<1
222>

O seu volume é dado por

V:///dedydz

Usando coordendas esféricas, ou seja
X = psen ¢ cosf
y=psengsent |,
Z = pCos @

cujo jacobiano é dado por

]| = p*sen g,
neste referencial, o conjunto Q) torna-se
0<¢<3%
M :¢1<p<2cos¢
0<0<2m

Ou seja,,

v [[[ 1dodsa
Jo, Tldp 6 dy
2 % r2cosg
:/ /3/ p?sen ¢ dpde db
27T 2cos ¢
—/ / < 0 sen<p>

dedo
1 5
= 5/0 /o (8cos3(psen(p—sen (p) dedf

3
de

= %/Ozn (—2cos4<p+cos<p) .

11 2w
=/ do
24 Jo

11

:ET[

Gabarito 22 Prova

Exercicio 4 Trabalho Extra-classe.

Exercicio 5 De acordo com o enunciado do problema, a
densidade do sélido é

3(x,y,z) = ky/x2+y2 + 22,
onde k € R. Usando coordendas esféricas, ou seja

X = psen ¢ cosf
y=psengsent |,

Z = pCcos @
cujo jacobiano é dado por
/| = p*sen g,

a esfera de raio a, neste referencial, torna-se

0<g9p<m
O:<0 <
0 <2m

Logo,

M:///(S(x,y,z) dxdydz
JJQ
:k/// 21| dpdo d
Qz\/;\fl pdfde
Tor2m a3
:k// / dodod
)y ), Psengdpdddy
[T " 04
= /0/0 4sengo‘0 Q
27‘(4
—k// —sen @dfde
_k/

mat [
_kT/o sen@de

4
= k% (—cos ¢)

sen(pG dgo

7T

0

= krma*



Exercicio 6 De acordo com o enunciado do problema,
segue-se que o momento de inércia do cubo () em torno
do eixo z é dada por

I = // d?(x,yz)8(x,y,z)dx dy dz
o)

sendo

S(x,y,z) =

d(x,y,z) = /%2 + 1?2

a densidade do cubo no ponto (x,y,z) e

Gabarito 22 Prova

Portanto

L= [f[ (#+47) waxaya:
= [ () axayas
L)
Lo
gl

dydz

dz
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Problema 1 Calcule

/F-d’y
gt

F(x,y) = (x +3y)i+ (2x — y)j

e 7 é a curva dada pela equagio x* + 2y* = 2, orientada no sentido antihordrio.

sendo

Problema 2 Calcule a drea da regido do plano limitado pela pardbola y = +/2x> e pela
circunferéncia de raio unitdrio centrado na origem.

Problema 3 Calcule a drea da regido da superficie da esfera x> + y*> + z> = 4 que estd no
primeiro octante, entre o plano z = 0 e 0 cone z = /x> + y2.

Problema 4 Calcule o fluxo do campo vetorial
F(x,y) = (y — 6x*)i+ (x + y°)]

no sentido externo a curva correspondente a fronteira do tridngulo formado pelas retas y = 0,
y=xex=1

Problema 5 Calcule

/F-d'y
gt

F(x,y,z) = (x* +22,y,2x2)

e 7y é a curva fechada correspondente a fronteira da regido do plano z = 4 — x — y que encontra-se
no primeiro octante. Considere a orientagio no sentido que desejar

sendo

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que a equacio que define a curva
7y pode ser reescrita como

x4 (ﬁy)z =2

O que torna possivel a sequinte parametrizacido para a
mesma

,0<t <2

X = ﬁcost
v

y =sent

' (t) dt

- ¥
/ V2cost,sent)-
(-

\fsent cost) dt

/ 2cost—|—3sent Zﬁcost—sent)-

. (—\fsent,cost) dt

27
:/ (—3costsent—3\@sen2t+
0

+2v/2 cos? t) dt

27T 2 2
= / (3 cos fsen t+¥ COSZt{) dt
JO

21
3, 52 V2
= fisen t+Tsen2t7 71?

0
=—V2r

Outro Modo: Como vy é uma curva fechada e o campo
vetorial F estd definido em todo o seu interior (), o

Teorema de Green, garante que

/F-d'y://rothxdy

% Q

// —(2x -2 —i(x+3) dxd
dy Yy Yy

-~

= —Area(Q)

= —V2r
Perceba que Q) é uma elipse de eixos le \/2. |

Exercicio 2 Observe inicialmente que a curva que
corresponde a fronteira da regidio em questdo é dada por

Y=71Y7r2,
sendo
x=t
T V22
X = cost
7 T
y=sent 4 4

Disto segue-se que a drea que se deseja calcular é dada

por
A= /xdy
g

/ xdy+ [ xdy
7 72

/fzftzdt+/ cos? tdt
v

¥v2 3
22 4| ° 1, 1 k3
="t —t+ ~sen2t
0] )|
1.
6 4



Outro modo: Usando a Integral de Riemann, a drea
procurada é dada por

A= /_\i (\/1 —x2 — \@xz) dx
2

2 £
"7 2
:/ ?/E\/l—xzdx—ix3
-7 3 _V2
2
¥ 1
_ 1 42 _ =
[/\? 1 xdx] 3
Considere
X = cost
e observe que
dx = —sentdt
e
V2 3T
= _= ==
X 2 T
V2 7
== =t="
=7 4
Assim,
A= [—/4sen2tdt} —1
3n 3
4
_ _1 _senZt 4 _1
2 2 o 3
4
1,7
6 4

Exercicio 3 Uma parametrizagdo possivel para a regido
em questdo pode ser dada por
X = 2senucosv
oc:q y=2senusenv ,

z=2cosu

com

ES”SE
- 4 2
0<ov< 7%

Gabarito 32 Prova

e sua drea, portanto, é

A://Uds
-/

= /7/74senududv
Jo Jz

7
= / —4 cosu
0

= /72\f2dv
0

Jdo oo
3 X 3 dudov

T

2
dou

T

T

= V21
[ ]
Exercicio 4 Observe que a curva em questdo é dada por
T=mUrnUrs

sendo

y=t

Assim, o fluxo do campo F através de v é dado por

/F~nds: F-nyds+ | F-npds+ [ F-n3ds
v 2 73

. s
= [/ Fn o) s i) aee
) i o] -
OB O

- /OlF(t,O) (0, —1) di+
+/01F(1,t) - (1,0)di—

—/OlF(t,t) (1, -1)dt



1 1 "1
:/ —tdt+/ (t—6)dt+/ 7t% dt
0 0 0
1
— 2
_/0 <7t

Outro Modo: Como -y é uma curva fechada e o campo
vetorial F estd definido em todo o seu interior (), o
Teorema da Divergéncia de Gauss, garante que

/F-nds :/ div Fdx dy
v Q

AL
://Q(—lzx+2y)dxdy
A
:/01 —12xy + 1

= /01 (712x2 + xz) dx

1

0 2
@(x—ky )| dx dy

y6x+

—12x +2y) dy dx

X
dx
0

1
= 43 4 248
x+3x

0

Exercicio 5 Observe inicialmente que a curva 7y é dada
por

Y=711Ur2Urs

sendo
x=4—1t
Z:

Gabarito 32 Prova

x=0

Y2 : y:4_t,0§i‘§4
—
x =t

Y3 : y=0 ,0<t<4
z=4—t

Logo,

/de /Fdw Fedy+ de
st T2

—/ (7 (t 1(t)dt+
+/ (72(t o (t)dt+
+/ (va(t )dH—

- (=1,1,0)dt+

—/ —t2t0
+/ t2 (0,

+/ t2 )2,0,2t(4 —

:/04 (3t2—6t—4)dt

1,1)dt+

[ ]
Outro Modo: Observe inicialmente que
i i k
rotF = 9 9 9
ox dy 0z

x>+22 y  2xz
=(0-0)i—(2z—-22)j+(0—-0)k
=(0,0,0)

Considere o uma parametrizacdo qualquer da regido do
plano que possui vy como fronteira. O Teorema de
Stokes nos garante que

/F‘d'y://rotFnds
0% I

)) (1,0, —1)dt
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Problema 1 Calcule o volume do sélido delimitado pelo cilindro 4x* + y*> = 9 e pelos planos
z=0ez=y+3

Problema 2 Calcule a integral

dxdyd
///Qyzxyz

sendo Q) 0 sélido formado pelos pontos (x,y,z) € Rtais que 0 < x +2y <2,0<x—z < 2e
0<2y—z<3.

Problema 3 Calcule o trabalho realizado pela forca
x o, y

F(x,y) = + j
= R

ao mover uma particula ao longo da curva y = 1+ x? do ponto (—1,2) ao ponto (1,2).

Problema 4 Calcule o fluxo do campo vetorial
F(x,y) = (y — 6x*)i+ (x + )]

no sentido externo a curva correspondente a fronteira do tridngulo formado pelas retas y = O,

y=xex=1
/F-d'y
g

F(x,y,z) = (x* +2%,y,2xz)

e vy é a curva fechada correspondente a fronteira da regido do plano z = 4 — x — y que encontra-se
no primeiro octante. Considere a orientagio no sentido que desejar

Problema 5 Calcule

sendo

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Observe que o sélido () delimitado pelo e, portanto, segue-se que
cilindro 4x> + y> = 9eos planosz = 0 ez = y + 3
possui o seguinte esbogo 27 1 9
V= / / (Brsenf +3) ~rdrdf
0o Jo 2
ﬂk% 27 r2m rl
2
=— 0 drdo
2/0 /0 (rsen —i—r) r
27 27 (1 4 1,5\
=%, (3r sen@—i—ir ) OdG
-3
34%3’ T 1senf)—i—1 dae
~2Jo \3 2
% K
s 27 (1 1\ |
== <—3c059+ 28) .
Assim, segue-se que o volume V deste sélido é dado por
_
V://(y+3)dxdy 2
K
|
onde K é o conjuntos dos pontos (x,y) tais que
2 Exercicio 2 Considere a seguinte mudanca de
2 2 2x Y2 L
dx*+y <9 | - ) + (7> <1 varidveis
3 3
u=x+2y
Usando coordenadas polares, tome p 1l v=x-2z
x = 3rcosf w=2y—z
y= 3rsen b Ou seja,
utov—w
cujo jacobiano é N 2
. u—v+tw
7| = %cos@ —%rsen@ 721, ¢ 4
| 3senf 3rcos® | 2 U—D—w
z= 5
Assim, neste novo sistema de coordenadas, o conjunto K
pode ser descrito do sequinte modo cujo jacobiano é dado por
g.{oso<2n ] = dxyz)| 1
"l 0<r<1 ~|o(u,0,w)| 4




e neste referencial o conjunto () torna-se

Portanto,

I:///Qyzdxdydz
:///Qz (M_Z—HU) <u—z;—w> |J| du do dw
:3172/02/02/03 (u—v+w)(u—v—w)dwdvdu

Exercicio 3 Considere

P B x
(x,y) = \/aﬂ:—i—yz
Qlx,y) = ——~

Observe que

1
—y | —— |2
y(zx/x2+y2> i

x2 +y?

af(x,y)

—2xy
2 (Va2 2) (2 + )

(x2 +y2)°

1
— x| — 2
or _ (2 x2+y2> Y
*(xrl/) x2+y2

—2xy

2 (VETV) 02 +a2)

(22 +y2)°
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Ou seja,

W) = 31;<x,y>,v<x,y> #(0,0)

Assim, considerando
Q= {(x,y) ele‘y>0},

como Q) é simplesmente conexo (ndo tem "buracos”) e
(0,0) ¢ Q, podemos afirmar que o campo vetorial

F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j

é conservativo em ). Portanto, o trabalho realizado
por F para deslocar uma particula do ponto (—1,2) ao
ponto (1,2) é independente do caminho escolhido. Sendo
assim, tomemos <y sendo o segmento de reta que une os
pontos (—1,2) e (1,2), ou seja

x(t) =t

'y:{ ,—1<t<1
y(t) =2

Com isto, chamando de T o trabalho que desejamos
calcular, teremos que

:LF~d7
_/ ,0)d

/(ﬁw

_/1 t
—1v2+4

Para resolver esta tiltima integral, tome

) (1,0)dt

u=t-+4
e observe que

du = 2tdt
t=—-1=u=>5

t=1=u=>5
[

)V 4
/5 du

Assim,



Exercicio 4 Observe que a curva em questdo é dada por

Y=711Ur2Urs

sendo

x=1

Y2 ,0<t<1
y=t
x =t

_73: IOStgl
y=t

Assim, o fluxo do campo F através de «y é dado por

AF-nds:AlF-nlds%— Fompdst | Fongds
= [T s )] dee
() i )] de-
OB R

- /OlF(t,O) (0, —1) dt+

1
+/0 F(1,t) - (1,0)di—
1

—/ F(t, 1) - (1, —1) dt
0

1 1 1
:/ —tdt+/ (t—6)dt+/7t2dt
0 0 0
1
_ 2 _
_/0 (7t

1

73
=~ — 6t
3

0
_u
3

Outro Modo: Como vy é uma curva fechada e o campo
vetorial F estd definido em todo o seu interior (), o

Gabarito Prova Final

Teorema da Divergéncia de Gauss, garante que

LF-nds://Qdidexdy
—// { (y — 6x2) +aay(x—|—y2) dx dy
://Q(—IZx—ka)dxdy
ke

1
- / 12xy 4+ 1
0

:/01(_

—12x +2y) dy dx

X
dx

0

12x% + xz) dx

1

1
= —4x3 4+ 24
3 1o
__1u
3

Exercicio 5 Observe inicialmente que a curva <y é dada
por

Y=711YUr2U7s

sendo

x=4—1t

Y1 : y= ,0<t<4
z=0
x=0

Yo : y:4_t,0§t§4
7 =
x =t

13y y=0 ,0<t<4
z=4—t



Logo,

/F-dfy:/F-d'y+/F drt [ Fody
JY T T2

+/ t2

1(t)d

t+

L(F)dt+

L(E)dt+

)+ (-1,1,0)dt+

+/ t2 —to) 0,

2.0,2¢(4 —

1)dt+

)) -(1,0,-1
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Outro Modo: Observe inicialmente que

i j k
otF=| 9 9 9
ox dy 0z

x>4+22 Yy 2z
=(0-0)i—(2z—22)j+(0-0)k
=(0,0,0)

Considere o uma parametrizagdo qualquer da regido do
plano que possui vy como fronteira. O Teorema de
Stokes nos garante que

dt
/F-d'y://rotF-nds
v Jo



