Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil

Calculo I
Prof°. Edson
1* Prova 1° Semestre 2004
Data: Sexta-feira, 03 de Dezembro de 2004 Duracao: 09:40 - 11:20
PI'oblegl;rE)la_l1 Calcule os limites: B L 23
L b) m R 4

Problema 2 Determine L para que a funcdo

/i 5 sex #5

Vz+5—-v/10’
f(z) =
L sex =25

Y
seja continua em T = 5.

Problema 3 Calcule os limites:
1

tg 3x
a) li b)li =
) r20 sen 4z )xlir(l) TR &

Problema 4 Determine as constantes a,b de modo que

bvr+3—a 1

lim —mM8M— = —
rx—1 €T — 1 6
Problema 5 Calcule os limites:
) lim — COST b)hm tg x —sen x
a z—0 ,132 x—0 [E?’

Boa sorte!
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Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito 12 Prova 2005
Data: Quarta-feira, 11 de Maio Turma C1
Exercicio 1 Exercicio 2 Para que f seja continua em x = 5,
temos que mostrar que
I z® —1
a). lim ———- Observe que i). f(5) existe;
5 _ ii). lim f(z)= lim f(z);
1 ) - f(x);
z 1:x4+x3+x2+m+1. z—5+ z—5
T —

i) iy f(a) = (5)

Entao Para provarmos o item (i), observe que, pela
oxb -1 o . ) defini¢ao da fungao f temos que f(5) = L, o que
ilgll T — = alclinl o’ tat o+l mostra que f(5) existe.

Para a demonstragao do item (4), observe que

. . VI =5
1 = lim ——— "
s, R Ty

= b VTV Vo d5 4 V10
b). Observe que 2—5% \/z +5— /10 vz + 5+ V10
i Sl @zt (@+]) _ oy VE=VE) (VE+5 4 V10)
s——122 -1  a—-1 (z—1)(x+1) z—5% =5
R G ) iy VE—VE) (Va5 4+ VI0)
- 5 (Va-5) Vit 5

— Ll . (VT +5+V10)

-1 lim ~—mM 7

z—5+ \/E —+ \/S

2v/10
O 25

c). -2

E finalmente, do item (iii) seque-se que

=1+1+1+1+1

-1 lim f(x) = f(5) = V2= L.

Ou seja, para que a funcao f seja continua em x =5,

——— devemos ter L = /2. [ |

d).




Exercicio 3

a).

tg 3z
im
z—0 sen 4x

tg 3z 4x 3z
im ——
z—0 sen 4x 4x 3z

4x 3x
m 2 O
z—0 cosdxrsen 4x 4x 3z

sen 3x

. sen 3x 4x 1 4
= lim 5
z—0 3x sen 4x cos3x
=1-1-1- %
_3
1
O
b).
sen
lim zsen — = lim T L =0
z—0 x z—0 =
| |

Exercicio 4 Queremos calcular o limite

. bVJr+3—a 1
lim —mM8M— = =
z—1 r—1 6

Para isto, observe que bv/x +3 —a = 0 para x = 1
pois, caso contrdrio

. bvr+3—a
lim ———

z—1 rz—1

=400

Assim,
bvi+3—a=0=2b—a=0=a=2b

FE o limite acima pode ser escrito como:

. b/ +3—a bvx+3—2b
lim —— =Ilim ————
z—1 rz—1 z—1 z—1
. vr+3-2
=limb( ——
rx—1 :];71

tome y = vz + 3, e observe que

r=1y>-3

y — 2 quando x — 1

Logo:

Gabarito 1? Prova

Entao, para que

z—1 r—1 6
Devemos ter
b 1 2 4
—=—-—=b=-ea=2b=—
4 6 3
|
Exercicio 5
a).
. l—coszx . l—coszl-+cosx
lim — = lim 5
z—0 T z—0 x 1+ cosx
. 1—cos?z
= lim N E T
—0 22 (1 4 cos x)
. sen 2z
= m —-
-0 22 (1 4 cosx)
. sen xsen x 1
= lim
z—0 x x 1+ cosx
-1.1.1%
=1-1-35
_1
)
O
b).
. tgx—senx . St —sen
lim =——+—— = lim &% —
x—0 3 z—0 x3
. sen x — cosxsen x
= lim 3
z—0 T2 COoSxT
. senxl—cosz 1
= lim 5
z—0 T CcoS &
—1.1.
=1-5-1
_1
)



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
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Calculo Diferencial e Integral 1

Prof°. Edson
22 Prova 1° Semestre 2005

Data: Sexta-feira, 25 de Fevereiro Duracao: 07:30 - 09:30

Problema 1 Calcule a derivada das sequintes funcoes:

a) f(r)=1In (Jrosinfjg) ; b) g(x) = In (sen 5z);

Problema 2 Suponha que f é uma fungao que satisfaz a equagao
fla+y) =f@)+ fly) +2°y +2y°

para todos os niumeros reais x e y. Suponha também que

lim @ =1
z—0 X
a) Calcule f(0); b) Calcule f'(0); c) Calcule f'(x).
Problema 3 A fungio f(x) = sec x, 0 < o < T € inversivel e sua inversa € a fungdo
1
g(x) = arc sec x, x > 1. Mostre que ¢'(r) = ———.
ryvax? —1

Problema 4 Seja y = f(z) uma funcao derivivel num intervalo aberto I, com 1 € I.
Suponha que f(1) =1 e que, para todo x € I, f'(z) =z + [f(z)]’.

a) Mostre que f"(x) existe para todo z € I.

b) Calcule f"(1);

c) Determine a equagio da reta tangente ao grdfico de f no ponto de abcissa 1.
Problema 5 Considere a figura abaizo. Suponha que os comprimentos dos segmentos AB

e OB sejam, respectivamente, bem e 3em. Suponha ainda, que 6 esteja variando a uma taxa
constante de %md/s. Determine a velocidade de A, quando 0 = Srad.

Boa sorte!
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Exercicio 1 b).
. fO+h)—f(0) . f(h)
a). / = JANT ) SN SN
) FO= = oy =
_ cos \/z [l
f(x) =In <1+scnﬁ) = ,
/ _ 1 . cos /T C).
fx) = T (1+sen \/5) .
g @) = }ILH% flz+ z—f(l)
_ 14seny/ @ —%(l—ﬁ-sen \/5)2—“’52% _ }ILIH}) f($)+f(h)+z;h+rh2,f($)
cos x (1+sen \/5) _ ];n f(h)+m;h+zh2
1 2 2 h—0 .
. 1 - [sen VZ+sen”\/z+cos \/5] o f(h) 2
~ cosm B 1+sen /z - %li% h +2% +zh

=1+22
1 72%/5[sen \/EJrl]
cos /@ 1+sen /z

Exercicio 3 Queremos calcular a derivada da

- _ 1 . (__1 i1
~ cosyxT ( 2\/5> fungao
g(x) = arcsecx
_ -1 .
= 3 mcos vz Usando a regra da inversa, temos que
1
0 ¢(@) =
)
b). onde f(x) = secx € a inversa de g; Calculando f'
g(z) =In(sen 5z) = temos:
1 /
!
= . 1
9@ sen bz (sen 52) f(x) =secx=
cosw
! 5cos b senx senz 1
= cosbx
sen 5z fl() =——=
cos?T  COST COST
_5 COS 5T
= cen bz =secxtg x
Logo
=b5cotg dHx
J@) = ;
u sec (arcsec x) tg (arcsec x)
Exercicio 2 1

xtg (arcsec x)
a). Tome x =y =0 e observe que
Usando que

=010~ VT
f(0)—=2f(0)=0= seque-se que:

—f(0)=0= o) = 1 1
10)=0 g = z+/sec? (arcsecw) — 1 CaVrr—1




Exercicio 4

a). Considere as fungies

p(z) =2 e q(x) = 2®

Como p e q sao deriviveis em R e f € derivdvel
em I C R, podemos afirmar que

[f ()
q(f(z) = 2+ [f(2))”

i) q(f(2)) =
). p(fﬂ)

€ derivavel em I;

€ derivdvel em

Logo
fl@)=z+[f(2)]
€ derivavel em I C R. O

b).
(@) = [f’(w)]'

3}’

*1+3f( )f'(@
f1@) =143f(1)2f(1)
=1+43[1+ f(1)?]
—1+3-2
=T.
U
¢). A reta que passa por (1,f(1)) = (1,1) e tem
coeficiente angular m = f'(1) = 2 € dada por
y—1=2@z-1)=y=2r—-1

Gabarito 22 Prova

Exercicio 5 Considere a figura:

¥ B
9 a
h
a A
a m n (%,0) X
Temos que:
h
se119:§ = h=3send
0080:% = m = 3cosf

=+/25—9 sen? ¢
x(f) = 3cosf + /25 — 9 sen? 6

h+n?=25 =

r=m-+mn =

Logo
de _dodt
dt  dodt
fsen 6 cos b do
=|-3senf - —— | —
V25 -9 sen? 0/ dt
T df
equand06—§ Tt teremos
=3
at 2 e
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Data: Tercga-feira, 19 de Abril Duragao: 09:30 - 11:30

Problema 1 Considere a funcao f(r) = 2* + %

a) Faca o estudo de crescimento e decrescimento de f;

b) Faga o estudo de concavidade de f;

c) Calcule os pontos de mdzimo, minimo e inflexao de f e classifique-os como locais ou
globais;

d) Calcule as assintotas de f;

e) Faca o grdfico de f;

Problema 2 Calcule 0s limites:
a) 111_{1 (22 + 1)1”'

b) h%l— (1— cosx)%'

c) IHI(I) sen zlnx;

d) lim ze:;

x—0t+

Problema 3 Considere a curvay = 1 — 2%, 0 < x < 1. Determine a tangente a curva tal
que a drea do triangulo que ela forma com os eixos coordenados, seja minima.

Problema 4 Calcule as integrais:

1
a)/x\/x2+3dx;
0

b) /2sen2 xdx;
02

c)/Q‘de'

d)/ 1—|—;t2

Problema 5 Calcule o volume do solido gerado pela rotacao, em torno do eizo y, do con-
junto de todos os pares (x,y) tais que 0 <z <2, 0<y < “%2 +ley>a?—1.

Boa sorte!
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2005
Turma C1

Exercicio 1 Temos que f(z) = z* + 1. Entdo,

a).
23 — 1
=2

F(@) =20~ — = /'(2)

T
Considere a funcao

como % > 0,Yx € R, seque-se que, o estudo de
sinal de f' € completamente determinado pelo

estudo de sinal da fungdo g. Ou seja,
g(x):0;>2$3*1:0¢g;:3% c).
donde:
- +
ou seja:

f € crescente para x > i/g

f € decrescente para x < \S/g

b). 0

2842 22%41
o3 22

() = 24 2 = (@)

Considere a funcao

2
como — > 0,Vz € R, seque-se que, o estudo de

x
sinal de f" é completamente determinado pelo
estudo de sinal da fungao h. Entdo:

P24+1=0=>z=-1

- =1 + + + .
! - 74+ 1
1 '

— - g _— Dl -+ +
1 L T
] H

+ + . = . o+ o+ -

|

1 0 &

Assim, [ possui concavidade para cima em

(=00, —1) U (0, +00)

e concavidade para baizo em (—1,0) O
4 3 3 1
fllr)=0=22"-1=0=2= 3
isto €, T = ¢ % € 0 unico ponto critico de f.

5/ 1 2
f”(J 2)—2+3—2+4—6>0

3/1

2

o que implica dizer, que T = {’/g € ponto de
minimo da funcgao f.

2
ffla)=0=2+ 5 =0=2=—1
x
logo, x = —1 € ponto de inflexdo da funcao f.OI
Observe que

lim f(z) = lim 2?41 =+o00

z—0t z—0t
lim f(z) = lim 2?+ 1 = -0
rz—0~ r—0~

Portanto, x = 0 € uma assintota vertical de f.

lim f(z)= lim 2?41 =400

r——+00 xr——400

lim f(z)= lim z?+

r— —00 r— —00

8|~

:+OO

Portanto, f nao possui assintota horizontal. [



e). Esbocando o grifico

da fungao f temos

Exercicio 2

1
nx

lim (502 + 1)

Tr——+00

b).

lim,_g- (1 — cosx)

— lim em(@*+1) Inz
xT——+00

1
1 2
= lim elnz n(#*+1)
xr——+00

In (502 + 1)
Inz
222
= lim ex?+1
r—+00

4x

= lim e2x
r——+o0

= lim e
r——+0o0

8=

1
—1; In(1— @
= lim, - e(1—cosz)z
In(1—cos z)

. 1
= lim,_,g- e=

= 400

Gabarito 32 Prova

= lim Inz

lim sen zlnx
x—0 1

x—0

sen r sen x

z—0 T —COST

d).

Exercicio 3 A equacdo da reta tangente ao grdfico
de f, que passa pelo ponto P = (a, f(a)) = (a,1—a?)
e possui coeficiente angular m = f'(a) = —2a é dada
por

y—(1-a®)=-2a(z—a)=y=—2ax+a*+1

Calculando a intersecao desta reta com 08 eixos co-

ordenados encontramos os pontos:

a’+1
2a

Desta forma, a drea A do triangulo AOAB é dado
por

A=( ,0) e B=(0,a® +1).

a1 ()’
2 o 4a

Para determinarmos seu mdximo, basta derivar e
igualar a zero, ou seja:

Afa) =

16a%(a® +1) — 4 (a* + 1)
- 16a2

2

=0

A'(a) =0
= 16a2(a2 +1) = 4 (a® + 1)°
=4a® =a’+1

=3a2=1

_ 1
éa-:l:\/g
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Como 0 < a < 1, seque-se que a = \/g € G equacao
da reta tangente que estamos procurando é dada por:

c).
) 1 4
y=—2ax+a +1:>y:—2\/>x+ 2
3 3 20 > 4-1 3
2%dx = = = —
u / 1n2 In2 In2
Exercicio 4 0
1
a). /1]\/372 + 3dz, tome y = x2 + 3 e observe que
0
d d). / sdx tomey =1+ 22 e observe que
dy = 2zxdxr = xdx = ?y
y =3 quando x =0 dy = 2zdx
y =4 quando x =1 y =1 quando z =0

Assim, y =2 quando z =1

1
/x\/ 22+ 3dx = %/\/@dy Portanto
0

senzdx. Inicialmente lembre-se que

b).

O\MH

1 —cos2x to3
seny — 5 Exercicio 5

e portanto, seque-se que

jus
2
— cos 296
/senza:dx /
0
%/ 1 — CcoS 23@
0

2
Vi :27r/x(§+1)dx:87r
0

2
%) :27r/x(:c271)dac: 97”
1

Vi o =V-W
2
:1<m_sen x) _871—_91—7£
> ), 5 2




Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral 1

Prof°. Edson
Prova Final 1° Semestre 2005

Data: Quarta-feira, 27 de Abril Duracao: 09:00 - 11:00

Problema 1 Cualcule os limites:
o) lim VEZ VP

z—p T — ]

2 X

b) lim <x+ )
T—+00 ZL‘—|—1

Problema 2 Determine [’ e f" para

, onde p € uma constante real;

f(z) = 2?2+ 3z, sex <1
| bx—1, sex>1

Problema 3 A retay = x+2 intercepta a pardbolay = x* nos pontos A e B (veja a figura!).
Encontre o ponto P sobre o arco AOB da pardbola que mazimize a drea do triangulo PAB.

Problema 4 Calcule as integrais abaizo:

0 [ezdn
b)/a: In zdz.

Problema 5 Calcule a drea da regiGo R delimitada pelo grdfico das funcgoes f(x) =z |x| e

g(z) = 3.

Boa sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral I

Prof°. Edson

2° Semestre

Gabarito Prova Final
Data: Quinta-feira, 11 de Maio

2005
Turma C1

Exercicio 1

a).
’
i VPP, (W)
T—p Tr—p T—p (l'—p)
1
1 —1
—rn
= lim
Tr—p 1
1
1 ——1
= —pn
n
O
b).

. x+2\" . r+14+1\"
lim lim _
z—+oo \ x + 1 T—+00 r+1

1 xT
= lim (1 + )
T—~+00 r+1

assim, tomando-se
y=xz+1

segue-se que
r=y—1

ey — +o0o quando x — +4o0. Portanto, temos
que

xr
lim (LJFQ)
r—4oo \TT1

1 x
lim (1 + )
z—+00 r+1

1\
lim <1 + )
y——4o00 Yy

. 1Y 1\t
Jm (1+3) (1+7)

Exercicio 2 Sabe-se que

2?2432, sex<1

fz) =

Sx—1, sex>1

Assim temos que,
e parax>1= f(z)=5z—1= f'(z) =5.
e parax < 1= f(xr)=22+3z = f'(z) =2z +3.
fA+h)—f(1)
h

o parale:f’(l):%ir%

— para h — 0" = 1+ h > 1, logo

S0 = lim 5h+5h—1—4:5

h—0t

— para h — 07 =1+ h <1, logo

h? +5h+4 —4
1) = 1 _
() hlrgf h
= lim Ah+5
h—0—
=5

Calculando f":

e parax >1= f'(z)=5= f"(x) =5.

e parax < 1= f'(z)=2x+3.= f"(x) =2.
'(1+h});f'(1)

o pamm:1:>f“(1):}llim !

—0

— para h — 0" = 1+ h > 1, logo

5—5
"1 = lim —— =0
fr) = Jim =

— para h — 0~ =1+ h <1, logo

2h+5-5
1) = 1 _— =2
) hi»noﬂ— h

— Logo f"(1) = %. [ |



Exercicio 3 Cualculando A e B:

P=r+2=2>-2-2=0=>2"=2c2" =-1

Logo A= (—1,1) e B=(2,4).
Como P estd sobre a pardbola y = x
P = (a,a*),a € R. Assim

2 Seque-se que

a a 1
A(:r:):f 2 4 1

R :%(—3a2+3a+6)

A"(z) = 1(=6) = -3

Ou seja:

1
A’(a):O:>3—6a:O:>a=§

1
AH(Q) == —3 < 0

11

Portanto, P = (a,a*) = (3,3) € o ponto que mawi-

miza a drea do triangulo ABAP. |

Exercicio 4

sen x
a). / dz, tome

cos3 x
Y = Ccosx
e observe que
dy = —sen zdzx

Portanto:

/ sen T —dy
dr = [ —=
cos? x y3

2cos? x

%sec2:r+k

onde k € R. O

b). /x In xdz; usando integragao por partes, tome:

u=Inx dufédx
dv = xdx = v—“’—;

Gabarito Prova Final

FEntao:
/xlnxda: zglnx—/m—;%dz
= lnx—ﬁ/xda:
z? 1,..2
=%z —g2°+k
=2 (Inz—3)+k
onde k € R. |

Exercicio 5

2
_ _ z*, sex >0
f(x)—m|x|—{ —22, sex <0
3
g(z) ==
y 15T I/
 —
A
VA
0.5 /:_'./ :
;F 1
S
| L0 i :

15 4 ,?55'"' 0 05 1 15
; ,j ¥
yar
v
V4
 — :

/

Pelo grdfico acima, podemos ver que a drea A que
estamos procurando € dada por:

0
~ [ 17~

1

2 / (@) - g(a)] de

|d:c+/|f x)| dx



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Coelgiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral 1

Prof°. Edson
1% Prova 1° Semestre 2007
Data: Quarta-feira, 04 de Abril de 2007 Duracgao: 08:00 - 10:00

Problema 1 Calcule os limites:
3 _ 3
a). lim M;
z—3 I —3
Vo —1
V22 +3—+5

Problema 2 Calcule os limites:

). lim

) 22 =9
a). im ——:
a—3 1249’

1_ 1
Clim =—2
o)t

Problema 3 Determine a,b € R tais que a func¢ao
—2r—2, sex <1
flx) =4 2> +bx+c, sel<x<4
br — 15, sex >4
seja continua em R.

Problema 4 Calcule os limites:
—t
a). lim =27
=01 +tg x
b). lim w
z—0 12 — sen x

Problema 5 Cualcule os limites:

a). h? [\/x—l— 1—+Vz+3|;

b). lir% (1+2z)".

Boa sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral I

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito 1* Prova
Data: Segunda, 30 de Abril

2007
Prof°. Edson

Exercicio 1

a). tome

e observe que

m:u3

T — 3= u— V/3com
com isto, teremos que
Yr — /3 u—v/3
lim u = lim V3

z—3 T —3 w— 3 ud —3

Usando a divisao de polinomios, temos que
b —3=(u—V3) (uQ—&-\S/gu—i— \S/§)
Donde seque-se que

. Yr—¥3 .
iy =7 = i
u— V3

— u— Y3
=y e Ve )

- m 1
B uli% u2+ V3u+ 9

1
T (B

_ 1 _ 3
379

b).

lim Yl = i L Ve
p—1 V22 +3—V5 p—1 V22 +3—V5  Va+l

= lim

z—1
M V()

~ fim (z—1) (V22 F3+V5)
T a1 (e-2)(Vatl)

— Iim (z—1)(v22+3+V5)
| 2(97*1)(\/5+1)

— lim Y2zE3+V5
= o 2(Va+1)

2v5 _ /5
4 T2

|
Exercicio 2
a).
. ox2—-9 32-9 0
lim ———=—+—=— =
e—322+9 3249 18
O
b).
1 1 2—x
soxr 2 2z
911—>HIZ rT—2  a—2x—2
_ 2—z 1
T 2 20 x—2
B —(z—2)
-2 2z (x — 2)
=
1
4
[ |
Exercicio 3 Observe que:
o Sex<1= f(z)=—-2x—-2, ouseja, sex <1a
funcao f € polinomial e portanto, continua em

(—o00,1).

o Sel<x<d4= f(x)=2%+bxr+c, ou seja, se
1 <z <4 afuncdo f € polinomial e portanto
continua em (1,4).

e Sex>4= f(x)=5x—15, ou seja, sex >4 a
funcao f € polinomial e portanto continua em
(4, 4+00).

Desta forma temos que a fungao f, da forma como
estd definida, sem sabermos os valores de b ou ¢, jd
é continua em (—oo,1) U (1,4) U (4,4+00), 0 que nos
leva a concluir que, para a funcdo f ser continua em



todo o conjunto R resta apenas, que seja continua em
r=1ex=4.

Para que f seja continua em x = 1 devemos ter
que

lim f(x) = f(1)

rz—1
ou seja

lim fz)=f(1) &

z—1t

11H11m2+bm+c:—4 =
1+b+c=—-4 &

b+c=-5

Para que f seja continua em x = 4 devemos ter que
lim f(z) = f(4)
r—4

ou seja

lim fz)=f(4) <

r—4—
lirrix2+bx+c:5 &
16 +4b+c=5 =

4db+c=—-11

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes (1) e
(2) teremos

c=—-3
b= -2
[ |
Exercicio 4
a).
sen x
T —
r—tgx cos T
m = sen T
w—)Ol’—i—thj w—)Ox+
cos T
senx 1
T — -
T cos T T
}}E}) sen T 1
x + el
cos T g
sen x 1
11—
S
xT—
1+
T COS T
1-1 0
:7:—20

b).

T +sen x

e een 7
z—0 2% —sen x

Exercicio 5

a).

b).

Gabarito 1? Prova

. T+ sen x
= lim ———
z—0 22 —sen x

sen x
1+
. x
—}313% sen x
T
1+1
-l
0-—1

liT vr+1l—+yzx+3

(VAF1-va3)(Vati+vat3)

H\»—l‘H\»—l

m VeV
. z+1—(z+3)
L T ats
. —2
Lll,r_,r_loo vVr+l+v/z+3
lim (1 +22)" = (140)°=1"=1
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Problema 1 Determine a derivada das sequintes func¢oes
a). fz)=(a*+3z)’;
b). f(x)=cos(e”).

Problema 2 Seja r a reta tangente ao grdfico de f(z) = % no ponto de abcissa p. Mostre
que r intercepta o eizo x no ponto de abcissa 2p.

Problema 3 Determine a reta que é tangente ao grdfico de f(x) = z* e paralela a reta
y=4r 4+ 2.

Problema 4 Seja g : R — R diferencidvel tal que g(1) = 2 e ¢’'(1) = 3. Calcule f'(0),
senda f dada por f(z) = e"g(3z + 1).

Problema 5 Uma escada de 8m estd encostada em uma parede. Se a extremidade inferior
da escada for afastada do pé da parede a uma velocidade constante de 2m/s, com que veloci-
dade a extremidade superior estard descendo, no instante em que a inferior estiver a 3m da
parede?

Boa sorte!
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Exercicio 1 e a reta procurada € dada por
a). Sendo f(x) = (z* + 3:17)2 temos que y—fp)=mz-p) &
F(2) = 2(2? + 32)(2z + 3) = 42° + 1822 + 18z y-d=4@-2) =
0 y=4r —4
b). Sendo f(x) = cos(e®) temos que u
N N x Exercicio 4 Sendo ¢g(1) = 2,¢'(1) = 3 e f(x) =
F'(w) = —sen(e”)e” = —e"sen(e”) e*g(3x + 1) teremos
|

Exercicio 2 Sendo f(z) = % seque-se que

1
!
fix) = T2
e portanto
1
fllo)=-=
p2

Logo, a reta que passa pelo ponto (p, %) e possui co-

efiente angular —p% € dada por

—_z 42
0= 2ty =
2
=y =
r=2p

Exercicio 3 Seja p € Dy. O coeficiente angular da
reta tangente ao grdfico de f em (p, f(p)) € dado por
m = f'(p) = 2p. Assim, para que esta reta seja par-
alela a reta y = 4x + 2, devemos ter

m=4=2p=4=p=2

f(z) =€"g(3z+ 1)+ 3e"g'(3x + 1)
Logo,
£1(0) = e%(1) + 3¢%' (1)
Ou seja,
fl(0)=2+3-3=11
|

Exercicio 5 Se considerarmos x sendo a distancia
da extremidade inferior da escada a parede e y a
distancia da extremidade superior ao chdo e, obser-
vando além disto que, a escada forma com o chao e
a parede, um triangulo retangulo de catetos x e y e
hipotenusa 8m, seques que

x? +y® = 64

ou seja,
y =64 —2?

Usando a regra da cadeia, temos que

dy  _ dyds
at — dzdt
=_—z dzr
V64—z2 dt
e quando © = 3m e % = 2m/s, teremos
dy —6

dt /55
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Problema 1 Calcule os limites

: tg mx
a). 31612% n(1ta)’

: l—cos x
b). 3161_{% o

Problema 2 Determine o ponto da pardbola y =1 — 2% no qual a reta tangente forma com
0s eiros coordenados, no primeiro quadrante, o triangulo de menor drea.

b
Problema 3 Determine o intervalo [a,b] para o qual o valor da integral / (2+ 2z —2?)dx

€ mdaximo.

Problema 4 Calcule as integrais
9
a). ( T+ L) dx
.| (va+

3m
b.) /2 |sen z|dx
0

2

Problema 5 Se zsen 7z :/ f(t)dt, onde f € uma funcao continua, calcule f(4).
0

Boa sorte!
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Exercicio 1 ou seja, M = (%,0). De modo andlogo, a in-

a). Observe que

tgmrzr — 0 quando x — 0

In(1+z) — 0 quando x — 0
Assim, usando a Regral de L’Hospital, temos

2

tgmx . Tsec Ty
im ——— = lim ———
z—0 111(1 + l’) x—0 Tz

= lim 7wsec?rz(1 + z)

x—0

=T

b). Observe que

1 —cosz — 0 quando x — 0

2> +x — 0 quando x — 0
Assim, usando a Regral de L’Hospital, temos

. 1l—cosz
hmzi =
z—=0 x°+x

sen
1m
z—0 21 + 1

=0
]

Exercicio 2 A reta tangente ao grdfico da pardbola
y =1— 22 no ponto Q = (p,1 — p?) tem coeficiente
angular m = —2p e seu equagao ¢é dada por

y—(1-p*) = —2p(x —p)

ou seja
y=—2pr+p*+1

A intersecdao desta reta com o eixo x € o ponto
M = (z0,0),0nde

p*+1

0=—2pzo+p°+1= 1=
2p

terse¢ao com o eizo y é o ponto N = (0,yp), onde
Yo = p2 + 1a

ou seja, N = (0,p*> +1). Assim, o tridngulo de
vértices O, M e N, onde O € a origem do plano, pos-
sui drea
»*+1)°

4p
Para encontrarmos o p tal que A(p) sejd minimo de-
vemos resolver a equagdo

Alp) =

A(p) =0
entao, resolvendo teremos

16p°(p* +1) —4(p* +1)* _
16p? B

16p2(p2 +1) —4(p*+1)2 =0 <«

16p*(p* +1) =4(p* +1)* &

16p% = 4(p? + 1) &

4p? = p? +1 &

3p? =1 &
p="%

Entao, o ponto da pardbola que € cadidato a mini-
mizar a drea do triangulo em questao €

V3 2
Q:<3,3)

_ Ipt 41
=0

A" (?) =2v3>0

Observe que

A" (p)

Logo, Q € um ponto de minimo. |



Exercicio 3 Observe que a pardbola y = 2 + x — 22

possut raizes r1 = —1 e xo = 2 e sua concavidade é
voltada para baizo. Logo,

b
/(2 +a —2?)dz <0 se [a,b] C (—o0, —1] U [2, +00)

e
b
/(2+:17 —2%)dx >0 se [a,b] C [~1,2]
Assim, a integral terd valor mdximo se a = —1 e
b=2. |

Exercicio 4

a).

Il
wWiny
8
e

_|_
[\
8
[N

b). Observe que, para x € [0, 3F], vale
sen x, se0<z<T

|sen x| =
—sen x, sewﬁxﬁ%ﬂ

Gabarito 32 Prova

Entao,

3
2

Jo? lsen x| dz = [ |sen x| dx + f:% |sen x| dx

= [y sen xdx + f:%(—sen z)dx
- 3
= —cosz|, + cosx|?
=+14+14+0+1
=3
|
Exercicio 5 Seja F' uma primitiva da funcao f, ou

seja
F'(t) = f(t), t €0,27]

FEntao, ,
/ " (0t = Pa?) - F(0)

Mas, por outro lado

xsen Tx = / ft)de
0

Assim, temos que
wsen mx = F(2%) — F(0)

Derivando esta expressao com relagdo em ambos o0s
lados temos

sen 7z + wr cosw = 2o F' (2?) &
sen mx + mx cos mr = 2x f (x?)

Quando x = 2, temos

sen 27 + 2w cos2m = 4f(4) = f(4) = %
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Problema 1 Calcule os limites:

1
a). lim (— — );
e—0 \x sen x

o Vr+2-1
b). lim YL 2T

--1 x+1

Problema 2 Determine L para que a funcao
f(a:):{ %g’ sex #3
L, sex =3
seja continua em x = 3.
Problema 3 Calcule a derivada das funcoes:
a). f(z)=2%
b). flz) =12t

Problema 4 Deseja-se construir uma caiza, de forma cilindrica, de 1m? de volume. Nas
laterais e no fundo serd utilizado material que custa R$ 10 o metro quadrado e na tampa,
material de R$ 20 o metro quadrado. Determine as dimensoes da caixa que minimizam o
custo do material empregado.

Problema 5 Calcule as integrais:

a). /%dm;
b). /e“';zdx.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Exercicio 2 Para que a funcao f seja continua em

x = 3, devemos ter

T L T
s—0\x senz/) 2—0 xsenz ilg})) flz)=f(3)

Observe que

sen z — 22 — 0 quando x — 0 ou seja

¢ lim f(z) =1L
xsen x — 0 quando x — 0 z—3

Assim, usando a Regra de L’Hospital, temos

. 1 x . sen x — z?
lim | — — = lim ——

Desta forma temos que

z—0\x senx z—0 Tsen I L =1 — ]
lim f(z) = lim f(2)
I cos T — 2x
= m -—
z—0 sen x + rcos T = lim \f_\/g

z—3 T —3
Agora, observe que

x— 07 = sen z + xcos x — 0T —1imi
:E~>32\/E

x— 07 = sen x + xzcos z — 0~ B
Portanto 72\/3
. 1 x
lim [ —— = 400 .
z—0+ \ & sen x
e
I 1 T
1im —_ — = —0 s,
c—0- \x sen x Exercicio 3
Logo,
I 1 T 3 Comsid ] -
lm - = - . pu—
e—0\ 1 sen x a). Considerando f(x) emos que
O

‘() = 2°[zIn 2] = 27In 2
b). Observe que /@) | ]

Vz+2—-1—0 quando x — —1 0
e
z+1—0 quando x — —1 b). G p In z
. ) d = — -
Assim, usando a Regra de L’Hospital, temos ). Considerando f(z) x seguese que
. Ve +2-1 . 1
lim —— = lim ——— 1
z——1 x+1 z——1 3«3/(I+2)2 , 5.’17—111 x 1—Inz
f ('T) = 22 = 22




Exercicio 4 Suponha que o cilindro em questdo
tenha raio v e altura h. Assim, se considerarmos
A, A e Ay sendo as dreas laterail, do fundo e da
tampa do cilindro, respectivamente, teremos que

A; =2nrh
Ap = qr?
Ay = 7r?

e com isto, dado que o preco do material usado na
lateral e no fundo do cilindro é de R$ 10 por metro
quadrado e R$20 por metro quadrado para o material
usado na tampa, Seque-se que o custo para a con-
strugcao de um cilidro € de:

C =10(2rrh + 7r?) + 2072

= 207trh + 3072

Mas, como o volume do cilidro deve ter 1m3, entdo

1
mr’h=1=h=—
r

ou seja
20
C(r) = —+ 307>
Observe que

C'(r) = -2 + 60rr

C"(r) = 34 + 607
Determinando os candidatos a extemos,

1
/ = :37
C'(r)y=0=r 3

Gabarito Prova Final
Classificando,
3T T

1 1
C”<3 ) =180r > 0= { 3 é minimo

Assim, as dimensoes do cilindro que minimizam o
custo de sua confeccao sao r = {/ % eh=¢2. N
us ™

Exercicio 5

a).

22

Z?—Hn |z| + k. k € R
([

).
/%dm :%/(e”-i-e_”)dx
=% "% ikkeR
2

|
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Problema 1 Calcule os limites:

a). lim In(z+2);

r——21

23— 322+ 4
b). i .
) xLH%Sx—5x2+x3—4

Problema 2 Seja f uma funcao tal que |f(x)| < z* para todo x € R. Prove que f é
continua em x = 0.

Problema 3 Calcule os limites:

. cos h—1
@) fim ——

. cos({g + h) — coss
). lim h '

Problema 4 Seja f uma funcao tal que

limLx)zl

z—0 X

Calcule lim f(7) .

z—0 3x

Problema 5 Calcule os limites:

Vit Vo

)

a). lim
) z—+too 243

r+2\"
b). lim .

Boa sorte!
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Exercicio 1
a). Observe que

r— —2T=2>-2=242>0=2+2—0F

Logo
lim In(z+2)=—0c0
rz——21
O
b). Observe que
23 =322 +4=(x—2)(2® —x—2)
e
8r — 5z + 2% —4= (2 —2)(z? — 3z +2)
Assim,
: z®—3x%+4 T (z—2) (2% —2x—2)
lim e il I = et 2)
: z2—z—2
= }/,IL% x2—3x+2
Observe novamente que
P —rx—2=(z-2)(z+1)
e
2?2 —32+2=(r—2)(z—1)
Ou seja,
. 2% — 322 +4 . 2 -z —2
im = lim ———
e—2 8x — a2 + 13 — 4 1212 — 3z + 2
(x—2)(x+1)

Exercicio 2 Para mostrar que a fungao f € continua
em xr =1 precisamos mostrar que

i. f(0) existe;
ii. lim f(z) ewiste;
r—0

iii. lim f(z) = f(0).

z—0

Para provar o item (i), observe que

f(z)] < a?

para qualquer x € R, logo esta expressao também serd
verdadeira para x = 0 o que que no dd a seguinte ex-
pressao

0] <0 0<f(0) <0< f(0)=0

Portanto, f(0) existe e € igual a zero.

Além disto temos que

f@)] <2

—2? < f(x) < 2?

Observe agora que

lim (—2%) =0

z—0

lim 22 =0
x—0

logo, pelo teorema do confronto seque-se que

lim f(z) =0

x—0

ou seja,

lim f(z) = f(0)

z—1

o que prova os itens (ii) e (iii) e conseqientemente
prova que a funcao [ € continua em x = 0. |



Exercicio 3

a).

. cosh —1 . cosh—1 cosh+1

m ———- = lim .

h—0 h h—0 h cosh+1
cos?h —1

— Qi 2> T
Py h(cosh+1)

lim —sen?h
h—0 h(cosh + 1)

i —sen h sen h
= lIim .

h—0 h cosh+1
=0

b). Considere

cos (% + h) — cosI=

A=1 10
s h
Temos que
A - lim cosf—O cos h — sen f—osen h — cos 1”—0
h—0 h
= %{1{}1}) {COS%L:_U — sen %%
= —sen %
[ |
Exercicio 4 Por hipdtese temos que
lim M =1
x—0 x
e f(7z) 7f(7x)
z T
z—0 3x z—0 3-Tx
7
= lim %f( )
z—0 71»
_ 7
-3

Gabarito 1? Prova

Exercicio 5

a).

|~

i YEFVE o m(VEEVE)

¥

z—+oo 243 z—~00 ?12(1'2-5-3)
1 1
, 2 T A
= lim 3
T— 400 1+m7
-0
1
=0

b).

. z+2\" , z+1+1\"
lim = lim (——
z—+oco \ x + 1 z—+00 z+1

1 1
im (24
z—t+oo \x+1 x+1

1 xT
(153
z—+00 rz+1

lim

Tome y = x + 1 e observe que
T — +00 = Yy — +00

Assim,

2\° 1 \°
T s — Iim (1+
z—+oo \ x + 1 z—-+00 r+1

1 )
= lim <1—|—>
y—+o0 Y

=€

y
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Problema 1 Dado que f(3) = —1 e f'(3) =5, encontre uma equagdo para a reta tangente

ao grdfico de y = f(z) no ponto onde x = 3.

Problema 2 Mostre que f(x) = {/(x —2)? € continua em x = 2 mas ndo € diferencidvel
em v = 2.

Problema 3 Encontre ¢'(3) dado que f(3) = —2 e f'(3) =4 para

a). g(r) =322 - 5f(x);

b). g(x) = %

Problema 4 Uma escada de 1,3m estd apoiada em uma parede. Se seu topo desliza sobre
a parede para baizo a uma taxa de 0,2m/s, com que rapidez a base da escada estard se
afastando da parede quando o topo estiver 0,5m acima do chdo?

Problema 5 Determine uma equagao da reta tangente ao grdfico de x +y + xy = 3 no
ponto (1,1).

Boa sorte!
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Exercicio 1 Como f(3) = —1 e f'(3) = 5 segue-se |

que a reta procurada passa pelo ponto (3,—1) e tem
coeficiente angular m = 5. Portanto a equac¢do desta
reta € dada por

y+1=5x—-3) < y=>5c—-16

Exercicio 2 Observe que
i. f(2) =0, portanto f(2) existe;
ii. lim f () = lim Y(x—-2)2=0;
iii. ilinQ flx) = f(2).
Assim, seque-se de (i),(ii), (iii) e da defini¢ao
de continuidade de uma fun¢do num ponto, que f €

continua em x = 2.
Por outro lado, observe que

2
3Jx —2

donde, podemos-se ver que f' existe para qualquer
T # 2, ou seja f ndo € diferencidvel em x = 2. |

Fay=2@-9it= 2wt =

Exercicio 3
a). Dado que g(x) = 3z? — 5f(x), seque-se que

g'(x) = 6z —5f'(x)

Logo
J(3) =18 20 =2
O
b). Dado que g(z) = 20+ 1 segue-se que
. que g\r) = fx) g q
yo_ 2f(@) = (20 + 1)f ()
7 F@)P
Logo
J(3) = 2><(—2)—7><4:_8

Exercicio 4 Pelo que é dado no problema, se
chamarmos de x a distancia da base da escada a
parede e de y a altura do topo da escada em relagao
ao chao, usando o teorema de Pitdgoras, teremos que

a? +y? = (1,3)° (1)

e quando y = 0,5 teremos x = 1,2. Derivando im-
plicitamente a equagdo (1) com relagao a t teremos

dx dy

202 Loy g

T TV
Logo
de  ydy 0,5 5102 1
huiadY St A 0.9 = -~ _ —
dt —  zdt 1,2X(0’) 01210 - 127°

Exercicio 5 Dado que
r+y+azy=3
Derivando implicitamente com rela¢do a x teremos

—1—y

I+y +y+ay =0y = 2

E, no ponto (1,1) teremos portanto

E a equagao que passa pelo ponto (1,1) com coefi-
ciente angular —1 é dada por

y—l=—(rz-1)ecy=—x+2
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Problema 1 Considere a funcdo
f(z) =5+ 12z — 52°
Encontre:
a). Os intervalos nos quais f € crescente;
b). Os intervalos nos quais f € decrescente;
c). Os intervalos abertos nos quais f possui concavidade para baizo;
d). Os intervalos abertos nos quais f possui concavidade para cima;

e). As coordenadas x de todos os pontos de inflexao de f.
Problema 2 Mostre que In(z + 1) <z se x > 0.

Problema 3 Encontre as dimensoes do retangulo com drea mdxima que pode ser inscrito
em um circulo de raito 10cm.

Problema 4 Calcule as integrais:

a) / dr
") aln 2’
b). /xQG“dx.

Problema 5 Calcule a drea da regigo delimitada pelas curvas y? = 4z e y = 2z — 4.

Boa sorte!
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Exercicio 1 a). Sabendo que a). (_\/%7 \/g) :
=5+ 12z — 5z®
@) =5+12z =5z b). <foo,f\/%) u (\/?,JFOO) ;
seque-se que o). (0,+00);
f'(z) =12 — 1527 d). (—00,0);
e e). =0
I (z) = —30x [ ]

O estudo de crescimento e decrescimento da
funcao f pode ser feito através do estudo de
sinal da funcdo f'. Para tanto, observe que

4
flz)=0e12-152° =0 o=+ :

e como f' € uma funcdo do sequndo grau com
concavidade voltada para baixo, seque-se que

fl(x) >0sexe (—\/%7 \/%)
fl(x)<0sexe (—oo, —\/g) U <\/%7 —l—oo)

Logo,

5 4 [a
f € crescente em (—\/;7 \/;)
, n ,
f € decrescente em (—oo, \/;) (\/; c:)

De modo semelhante, o estudo de concavidades
da fungdo f pode ser obtido através do estudo
de sinal da funcdo f”. Para tanto, observe que

["(2)=0& -30z=0<2=0

e como f" é uma funcdo do primeiro grau de-
crescente, seque-se que

f"(xz) >0 sex € (—o0,0)
f(x) <0 sex e (0,+00)

Assim,
f possui concavidade p/cima em (—o0,0)
f possui concavidade p/baizo em (0,400)

f possui ponto de inflexio p/ x =0

Em resumo, temos

Exercicio 2 Mostrar que
In(x+1) <z paraz >0
€ equivalente a mostrar que
In(z+1)—2 <0 paraxz>0

Para isto vamos fazer o estudo de crescimento da
funcao

fl)y=ln(z+1)—=z
a fim de provar que

f(x) <0 para x>0

Observe entao, que

1 —x

!
= —1:
F(@) r+1 r+1

f(x)=0&2=0
Como f' € um quociente de duas funcoes do primeiro

grau, através da andlise do estudo de sinal de ambas,
chegamos a sequinte conclusao

f'(z) >0 sex e (—1,0)

fl(x) <0 sex e (—o0,—1)U(0,+00)
Assim, seque-se que
f € crescente em (—1,0)
f € decrescente em (—oo, —1) U (0, +00)

f(0)=0
e como conseqluiéncia temos que
f(z) <0 parax >0

Ou seja,
In(x +1) <z para x>0



Exercicio 3 Considere o retangulo que estd inscrito
na circunferéncia tende base b e altura h conforme
estd na figura abaizo:

10
h h/2

10 b/

Usando o teorema de Pitdgoras temos a sequinte

relacao
h\? b\
- ) =1
(3) < (5) -

h% +b% = 400 < b = /400 — h?2

e o retangulo terd sua drea, dada em fun¢ao da altura
h, pela funcdo

Ou seja,

A(h) = h\/400 — A2

Para encontrarmos o seus extremos, basta resolver-
mos a equacao

A'(h)—O@M—O@h—lox/ﬁ
V400 — h?
Calculando A" obtemos
2 _
() — 22— 600)
(400 — h2)?

donde temos que
A" (10v2) = —4<0

Logo h = 10v/2 é um mdzimo da func¢io A(h) e as
dimensoes do retingulo procurado sio b = 10v/2 e
h = 10V2. [

Exercicio 4

a). Tome y =1Inz e observe que

1
dy = —dx
x

Gabarito 32 Prova

Assim
/dsc _ [dy
zlnz ) y
=Infy|+k
=In|lnz|+k
onde k € R. O

b). Usando integracdo por partes, considere
e observe que

Assim, temos que

/a:Ze_xdac = g% " 4 2/e_xxdx

Usando novamente integragcao por partes, con-
sidere

e observe que

Portanto

/e‘xxda: = —xe ¥+ /e‘xdx

=—ze ¥ —e T+k
=—e"(x+1)+kkeR

E finalmente temos,

/x%‘“’dm = g2 4 2/e_wmdx

=-—z2% -2z +1)+k

:—e’x(x2—|—2x+2)—|—k
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Exercicio 5 Calculando a intersec¢do entre as cur- drea da regiao procurada dada por
vas dadas teremos . .
2
/ (5t =) dy :%/ (2y+8—y?) dy
=) -2
2 = = = — _ 1,2 1,3\(4
podea=ley=-2 30 )l
& ou
=2z -4 r=4ey=4 _ 20, 7
Y Y =3T3
=9
Usando integragdo em relagdo a varidvel y temos a
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Problema 1 Calcule os limites

2100 22 4 —1

a)' }}E} 210 _ 1 ’
1
b). lim n

a—to0 €37
Problema 2 Um ponto P move-se ao longo do grdfico de

1
241

y:

de tal modo que a sua abcissa varia a uma velocidade constante de 5m/s. Qual a velocidade
de sua ordenada y no instante em que r = 10m?

Problema 3 Considere a funcao

fx) =

>
a). Faca o estudo de crescimento e decrescimento da fun¢ao f;
b). Faca o estudo de concavidades da fungao f;

c). Encontre os pontos de inflexdo de f;

d). Esboce o grifico de f.

Problema 4 Uma caiza fechada com fundo quadrado deve ter um volume de 4.000cm?’.
Determine as dimensoes da caixa que possa ser fabricada com o minimo de material.

Problema 5 Calcule a drea da regiao delimitada pelas curvas y = x—IQ, y = 5 — 4x* com
x> 0.

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Observe que, quando x — 1,

29 2?4150
z9—1-0
Logo, usando a regra de L’Hospital, temos que

100 _p2 41 1002%° —2z+1

. o
lm S—5—r— = lim 55
— 99
— 10

b). Observe que, quando © — +00,

Inx — +o0

6393 — 400

Portanto, usando a regra de L’Hospital, seque-

se que
. Inz ) % . 1
wEI-ir-loo I wEI-ir-loo 3e3r wl{rf-loo 3gedr 0
|
Exercicio 2 Sabe-se que
d
d—j =5m/s,
e que
1
y= 7 +1
usando a regra da cadeia temos que
dy  dydw
dt  dxdt
% i
(x2 + 1)2 dt
e, quando x = 10m, temos entao
dy -20 100
— = 55 =— 5m/s
dt  (101) (101)
|

Exercicio 3 Sabemos que

rz—1

fz) =

2

a). O estudo de crescimento e decrescimento da
funcdo f pode ser obtido através do estudo de
sinal da funcdo f'. Para tanto, observe que

IEZ*I* x
PR U VIC)

24
_ 2 — 222 + 2x
S e—
—22 + 2

24
Como z* > 0,Vz € R, o estudo de sinal da

funcdo f' pode ser reduzido ao estudo de sinal
da fungao

g(x) = -2 + 2z

e como se trata de uma funcdo de sequndo frau,
temos que

g(x) >0 para x € (0,2)

g(x) <0 para x € (—o0,0) U (2, +00)
Ou seja,

f € crescente em (0,2)

f € decrescente em (—o00,0) U (2, +00)

O

b). O estudo de concavidades da funcao f pode ser
obtido através do estudo de sinal da funcdo f”.
Para tanto observe que

f/(x) _ _3/2 2‘ 2x _

T




e portanto
—2% — (2 — x)(32?)
@) = -
_ —z3 — 622 + 322
= —
_ 223 — 622
=%
2r — 6

4

Novamente, como z* > 0,Yx € R, o estudo de
sinal da funcdo f" pode ser reduzido ao estudo
de sinal da funcao

h(z) =2x—6

e como se trata de uma funcdo do primeiro
grau, temos que

h(z) > 0 para z € (3, 400)

h(z) <0 para x € (—o0,3)
Assim,

f possui concavidade para cima em (3, +00)

[ possui concavidade para baizo em (—o0,3)
O

c). Como em x = 3 acontece o encontre de duas
concavidades de nomes contrdrios, seque-se que
x = 3 € um ponto de inflexdo da funcao f. E
como isto s6 ocorre uma vez, ele € Uunico. O

d). Juntando o que foi obtido nos itens anterios, um
esbogo do grafico seria

| o
\

Exercicio 4 Suponha que a caiza que desejamos
construir tenha como base um quadrado de lado [ e
sua altura seja h. Assim, o seu volume seria

vV =101h
mas, por outro lado sabemos que

V = 4000

Gabarito Prova Final

Logo, seque-se que

4
th:4ooo<:>h:$

A drea da superficie desta caiza €
A=21"+4lh
ou seja,

4000
12

A(l) =212+ 41

16000
=2l2+T

Para descobrirmos os extremos desta fungao, pre-
cisamos resolver a equac¢ao

A(ly=0
que € equivalente a
16000
4Z—T:O<:>l3:4000<:>l:10\3/1
Observe ainda, que
32000
A”(l) — 4 + 173

A"(10V4) =12>0

e isto significa que | = 103/4 realmente é wm min-
mizante para a o funcdo A. Assim as dimensdes da
caiza sdo | = 10/4em e h = 4?90 = 10V/4. [ ]

Exercicio 5 Fazendo esbogo do grdfico das duas cur-
vas obtemos

Calculando a intersecao entre as duas curvas temos
_ 1
Y=z

y=5—4x?
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Donde seque-se que sera pada por
%:574x2 & 1
r 1 4 11
/ (5—4x2—?)dx :5$_§$3+;;
2 2 1 2
?b-42%)=1 & 2
_ 14 13
fx? —dzt —1=0 <« -3 73
_1
xz:l:% ouxr = =1 -3

Como x > 0 temos que a drea da regiao em questao



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Coelgiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral 1

Prof°. Edson
12 Prova 2° Semestre 2007
Data: Segunda-feira, 10 de Setembro de 2007 Duracao: 10:00 - 12:00

Problema 1 Calcule os limites:

1

a). lim ;

2—0 COS T
3 — 2% — 8x + 12
b). li .
) 2 4z 48

Problema 2 Seja f uma funcio tal que |f(z) — f(1)] < (z — 1)? para todo x € R. Prove

que f € continua em x = 1.

Problema 3 Cualcule os limites:

. cosh—1
o
b). }Liné sen(g + h) —sen %.

Problema 4 Seja f uma funcgao tal que

limM:1

x—0

2
Calcule lim f )

x—0 X

Problema 5 Cualcule os limites:

YVt F 2w — 1
o). fim VEH2 L

v—too 22 o+ 1

b). hn%(1+2x)%.

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Observe que cos0 =1, logo

1 1
lim =-=1
z—0 cos T 1

b). Observe que

23— 2? —8r+12 = (z—2)(z* + - 6)

e
23— 207 —dx + 8 = (x —2)(2* — 4)
Assim,
. z2—2?—8z+12 _ 1: (z—2) (% +2—6)
I e —r—rs — M0 e
— Jim 2tz—6
= lim =525

Observe novamente que

4+ —6=(x—2)(x+3)

2?2 —4=(z—2)(x+2)

Ou seja,

I 23— 22 -8z +12 22 +x—6
im = lim —————
z—2 13 — 222 —4x + 8 -2 x2—4

Exercicio 2 Para mostrar que a fungdo f € continua
em x = 1 precisamos mostrar que

i. f(1) existe;

ii. lim f(x) existe;
r—1

iii. lim f(z) = f(1).

r—1

Para provar o item (i), observe que

[f(@) = f)] < (2 - 1)?

para qualquer © € R e como o f(1) € usado nesta
expressao, seque-se que f(1) existe.
Além disto temos que

[f(@) = f()] < (z = 1)? ©
—(z—1)? < f(2) - f(1) < (@ - 1)?

Observe agora que

lim [—(z —1)2] =0

r—1

lim(z —1)2 =0

rz—1

logo, pelo teorema do confronto seque-se que

lim [f(z) — f(1)] =0

r—1
ou seja,
lim f(2) = (1)

o que prova os itens (i1) e (iii) e conseqlientemente
prova que a funcdo f € continua em x = 1. |

Exercicio 3

cosh+1
cosh+1

cosh—1
1m
h—0 h h—0 h

lim cos?h —1
h—0 h(cosh + 1)

lim —sen?h
h—0 h(cosh + 1)

. —sen h sen h
== lm .

h—0 h cosh+1
=0



2 Gabarito 1? Prova

b). Considere
. sen (% +h) —senZ
A= ,{{T}) h Exercicio 5
Temos que
A - lim seng cosh +sen hcos g —seng a).
h—0 h 3 3 T o T
lim Yo T 2wl = lim Veitar 1
= lim |senZ (€8h=1) | ;og msen h] e—too Va2 + 41 zotoo zVaitatl
Tl 8 h 8 h
s = 1 v 1+x%_a%3
:COSg 713:}}»100 1+%+w%
" Vi
— V1
Exercicio 4 Por hipdtese temos que Vi
A C =1
x—0 X
Desejamos calcular o limite
2
) x
111% % b). Tome y = 2x e observe que
xr—
Para isto, tome y = x2 e observe que z—>0=y—0
r—0=y—0
e alé, disto, temos
e
=+
. T=EVY lm (1+22)F = lm(1+y)7
Assim temos que z—0 y—0
0 &) iy S ) 172
Ty 55 =l = lim [(Hy)ﬂ
y*)
= lim £y 7 =
=0-1=0
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Problema 1 FEncontre a drea do triangulo formado pelos eixos coordenados e a reta tangente
ao grdfico de y = x~1 — x no ponto (1,0).

Problema 2 Mostre que a funcao f(x) = /x € continua em x = 0 mas ndo € diferencidvel
em z = 0.

Problema 3 Encontre y'(1) para

) x%—l—Z
aj. = ;
y=—

SeC T
b). y= -2
Al v

Problema 4 Uma escada de 1,7m estd apoiada em uma parede. Se sua base for puxada ao
longo do chao, afastando-se da parede a uma taza constante de 0,5m/s, com que rapidez o
topo da escada estard se movendo para baizo na parede quando estiver 0,8m acima do solo?.

Problema 5 Encontre todas as retas que saio simultaneamente tangentes ao grdfico de y =
22+ 1 e ao grifico de y = —a% — 1.

Boa sorte!
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Exercicio 1 A reta tangente ao grdfico da funcao

1

continua em z = 0.
Por outro lado, observe que

y=xr —x
no ponto (1,0) € dada por 1 1 1
f/(j]j) = ggj%_l = gq;_% = — y
y—0=m(x—1) (1) 3V
onde
m =y (1) donde, podemos-se ver que [’ existe para qualquer

Donde temos que
m=y'(1) = -2

e, voltando a equacdo (1) da reta que estamos procu-
rando, teremos

y=2@-1)ey=—-2c+2 (2)

Esta reta juntamente com os eixos coordenados for-
mam um triangulo retangulo cuja base € a abcissa de
sua intersec¢do com o eixo x e altura € a ordenada
de sua interse¢ao com o eizo y. Para encontrarmos a
intersecdo da reta (2) com o eixo x, fazemosy =0 e

x #0, ou seja f nao é diferencidvel em x = 0. ]
Exercicio 3

3
2

a). Dado que y = i, seque-se que
x

x
obtemos x = 1, que é a base do triangulo. De modo
andlogo, para encontrarmos a intersecao da reta (2) %x% —z? -2
com o eizo y, fazemos x = 0 e obtemos y = 2 que € - 72
a altura do triangulo. Logo a drea deste triangulo é
1 3
5T2 —2
base x altura 1 x 2 =2
= =1 x2
2 2
] o vV JJS —4
22
Exercicio 2 Observe que
i. f(0) =0, portanto f(0) existe; Logo
ii. lim f(z) = lim ¢z = 0;
z—0 z—0
1) =-3
ifi. lim f(x) = £(0). Y 2
r—

Assim, seque-se de (i),(ii), (iii) e da defini¢do
de continuidade de wma fungdo num ponto, que f €




sec r

b). Dado que y = Ttigz

, seque-se que

sec wtg z(1 + tg x) — sec3z

(14 tg x)?

y'(z) =

sec xtg x + sec mthx —sec3x

(1+tg x)2

sec xtg x + sec x (sec% — 1) —sec?x

(1+tg 2)2

sec wtg = + sec3x — sec x — sec®x

(1+tg x)?

sec rtg x —sec x
(1+tg x)?

sec z (tg x — 1)
(1+tg x)?
Logo
sec 1(tg 1—1)

Y= =i

Exercicio 4 Pelo que € dado no problema, se
chamarmos de x a distancia da base da escada a
parede e de y a altura do topo da escada em relagao
ao chao, usando o teorema de Pitdgoras, teremos que

2?9 = (1,7)° 3)

e quando y = 0,8 teremos x = 1,5. Deriwvando im-
plicitamente a equagao (3) com relagio a t teremos
dzx dy

2.2 410y — o
T T
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Logo
dy xdx 1,5 15101 15
—_— = ——— = — 5 :————:——m/s
dt y dt 0,8 10 8 2 16
|

Exercicio 5 Suponha que a reta que procuramos seja

e tangente ao grdfico de y = %2+ 1 no ponto cuja
abcissa € p

o tangente ao grifico de y = —x> — 1 no ponto
cuja abcissa € q

Assim, esta reta passa pelo ponto (p,p2 +1) com
coeficiente angular 2p e pelo ponto (¢, —q*> — 1) com
coeficiente angular —2q, logo deverd ter equacgoes

y—(*+1)=2px—p) S y=2pr—p°+1 (4)
e
y—(—a’=1) = -2q(x—q) & y = —2qz+¢* 1 (5)
e estas equagoes devem ser iguais, ou seja
2p = —2¢q
—pP+l= ¢ -1

Donde, resolvendo este sistema, encontramosp =1 e
q=—1oup=—1eq=1. Substituindo estes valores
nas equagoes (4) e (5) teremos

y=2xouy=—2x
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Problema 1 Considere a funcao
f(z) = 2" — 5% 4+ 92°
Encontre:

a). Os intervalos nos quais f é crescente;

b). Os intervalos nos quais f € decrescente;

c). Os intervalos abertos nos quais f possui concavidade para baizo;
d). Os intervalos abertos nos quais f possui concavidade para cima;

e). As coordenadas x de todos os pontos de inflexio de f.
Problema 2 Mostre que € > 1+ x se x > 0.

Problema 3 Um retangulo deve ser inscrito em um triangulo retangulo de lados 6,8 e 10
cm. Encontre as dimensoes do retangulo com a maior drea, supondo que dois dos lados deste
retangulo estao sobre os catetos do triangulo retangulo.

Problema 4 Calcule as integrais:

O | i
b). /arcsen xdr.

Problema 5 Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas x =y ey = x — 2.

Boa sorte!
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Exercicio 1 a). Sabendo que de sinal da funcdo f”. Para tanto, observe que
f(x):x4f5x3+9x2 f(xz)=0 &
seque-se que 1222 - 30z +18=0 <
’ _ 4.3 2
e

— -3
f(x) = 1222 — 30z + 18 v=louw=3
O estudo de crescimento e decrescimento da e como f" € uma funcgdo do segundo grau com
fungao f pode ser feito através do estudo de concavidade voltada para cima, seque-se que

sinal da funcdo f’. Para tanto, observe que
f"(x) >0 sex € (—00,1) U (2, +00)
3
>

fl(x)=0 & f"(x) <0 sexe (1
42 — 1522 + 182 =0 & Assim,
" (4332 — 157 + 18) —0 f possui concavidade p/cima em (—oo,1)U (%, +oo) :
f possui concavidade p/baizo em (17 %) ;
FEsta equacao possui x = 0 como sua unica f possui pontos de inflexdo emx =1 e x = %;

solugdo real pois a funcao
Em resumo, temos

g(x) = 42* — 15z + 18

a). (0,400);
possui discriminante b). (—00,0);
A= (=152 —-4-4-18=-63<0 o). (1.3);
e isto implica dizer que a mesma mao possui d). (—o0,1) U (%7_’_00);

solugao real e, além, disso, como se trata de
uma fung:ao do segundo' grau e sua concavi- e). z=1lex :%
dade estd voltada para cima, podemos concluir [
também que

4% — 152+ 18 > 0¥z € R Exercicio 2 Mostrar que

Logo e*>x+1parax >0
fl(x)>0sex>0
fl(x) <0sex<0

f(x)=0sex=0 e* ' —x—1>0 para x>0

e, em conseqiiéncia disto, temos que

€ equivalente a mostrar que

Para isto, considere a funcdo
f € crescente em (0,400)
f € decrescente em (—00,0) fly=€e"—z—1

De modo semelhante, o estudo de concavidades e observe que
da funcao f pode ser obtido através do estudo f(0)=0




fllx)y=e"—1>0sex>0
<~
f € crescente para © > 0

Ou seja, em x = 0 a funcao assume valor 0 e a partir
dai ela € sempre crescente, o que nos permite dizer
que f(x) >0 para x > 0, ou seja

e* >x+1 parax >0

Exercicio 3 Considere o retangulo que estd inscrito
no triangulo retangulo conforme a figura abaizo:

10

Observe que

hth'=8 _ W=8-h
b+ =6 V=6-b

Usando semelhang¢a de triangulo segue-se que

Mooh 8—h h
Ou seja,
4b 4+ 3h =24

e o retangulo terd sua drea, dada em funcdo da altura
h, pela fungao
24 — 3h

4

Para encontrarmos o seus extremos, basta resolver-
mos a equacao

A(h) =hb=h

1
A(h) =06 (24 —6h) =0 & h=4

Calculando A" obtemos

3
A"(h) = —=
(1 =3

donde temos que

A" (4) = —g <0
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Logo h = 4 é um mdzimo da funcao A(h) e as di-
mensoes do retangulo procurado sio h = 4 e b = 3.
|

Exercicio 4

a). Tome u = +\/z e observe que

du = de & 2udu = dx

2V
B / u(fTZQ)

= 2arctg u+ k

Assim

/ \/E(Cfir x)

= 2arctg /T + k
onde k € R. O
b). Usando integra¢ao por partes, considere

U = arcsen r

dv = dz
e observe que
du = \/1177dz
V=21

Assim, temos que

x
arcsen xdx = xarcsen r — [ —=dx
/ _/ V1-—2?
Usando agora integrag¢ao por substituicao, con-
sidere z = 1 — z? e observe que dz = —2xdx.

Assim temos que
x dz
[iZat =-[az

=—vV1-22+kkeR

E, finalmente temos,

. _ . _ T
/ arcsen xdr = rarcsen T / mdm

=zarcsen x +V1—22+k,keR
|
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Exercicio 5 Calculando a intersec¢do entre as cur- drea da regiao procurada dada por
vas dadas teremos

2
/1(y+2—y2)dy = P+ -0,

2 _ _ _ _ 10 7
y=z r=1ley=-1 =3 - (-5
S ou
y =x—2 r=4ey=2 :%
_9
2

Usando integragcao em relagdo a varidvel y temos a
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Problema 1 Calcule os limites

a2 43
a). lim —————;
z——1 x°+1
63.’17
b). 1 —
). Hm s

Problema 2 Seja f : R — R uma funcdo derivdvel até a 2* ordem e seja g uma func¢ao
dada por

g(x) = f(2?)
Calcule g"(2), sabendo que f'(4) =2 e f"(4) = 3.

Problema 3 Considere a funcao

P —z+1
o 2

()

i

a). Faca o estudo de crescimento e decrescimento da fungao f;
b). Faca o estudo de concavidades da fungao f;
c). Encontre os pontos de inflexdo de f;

d). Esboce o grdfico de f.

Problema 4 Uma caiza aberta com fundo quadrado deve ter um volume de 4.000cm®. De-
termine as dimensoes da caiza que possa ser fabricada com o minimo de material.

Problema 5 Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas y = —a? + bz, y = 2° — @

com x > 0.

Boa sorte!
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Exercicio 1
a). Observe que, quando x — —1,

423 + 22 +3 -0

°+1—0
Logo, usando a regra de L’Hospital, temos que
. 1227 +22 10
lim = =

43 + 22 + 3 -
Ca——1 Y 5

o +1

lim 2

r——1

O

b). Observe que, quando © — +00,

e?m — 400

:172%+oo

Portanto, usando a regra de L’Hospital, seque-

se que
i eda: i 3631
m — = 1m
Tr——+00 aj2 r——400 2,17

Observe novamente que, quando r — 400,

3e3* — 400

2z — +00
e, usando a regra de L’Hospital outra vez, temos

) e?m ) 363m 963w
lim — = lim = lim =+
r——+o00 I T— 400 2,’L‘ T——+00 2

Exercicio 2 Dado que
g(x) = f(z?),
usando a regra da cadeia teremos que
g'(x) = 2zf'(z?)

e, deriwando novamente usando a regra da cadeia,
teremos

' (x) = 20'(a) + 422 (a?)
=2 e f"(4) = 3, seque-se que
=2:244-4-3=4448=52

e, como f'(4

—

g//(x

Exercicio 3 Sabemos que

f(z) = LZM

€T

a). O estudo de crescimento e decrescimento da
funcao f pode ser obtido através do estudo de
sinal da funcdo f'. Para tanto, observe que

Xr — {E2—$2—.’L' X
P C V) € Bt 1)

X

_2x3—x2—2x3+2x2—2m
- 4

T

2?2 — 2z
4

T

Como z* > 0,Vz € R, o estudo de sinal da
funcdo f' pode ser reduzido ao estudo de sinal
da fungao

g(x) = 2? — 2z

e como se trata de uma funcdo de sequndo frau,
temos que

g(x) > 0 para x € (—o0,0) U (2, +00)

g(x) <0 para z € (0,2)
Ou seja,

f € crescente em (—o0,0) U (2, +00)

f € decrescente em (0, 2)



b). O estudo de concavidades da fungao f pode ser
obtido através do estudo de sinal da funcdo f”.
Para tanto observe que

2
yo Xt —2x  x—2
@ == =5

e portanto

_ad — (x—2)(32?)
= p

/()

3 — 323 + 622
26
—223 + 622
26
6 — 2x

Novamente, como z* > 0,Vx € R, o estudo de
sinal da funcdo f" pode ser reduzido ao estudo
de sinal da funcao

h(z) =6 — 2z

e como se trata de uma funcdo do primeiro
grau, temos que

h(z) > 0 para x € (-0, 3)
h(z) <0 para x € (3, +00)
Assim,
f possui concavidade para cima em (—o0,3)
f possui concavidade para baixo em (3,+00)
O
c). Como em x = 3 acontece o encontre de duas
concavidades de nomes contrdrios, seque-se que
x = 3 € um ponto de inflexdo da funcdio f. E

como isto s6 ocorre uma vez, ele € Unico. O

d). Juntando o que foi obtido nos itens anteriores,
um esbo¢o do grdfico seria

Gabarito Prova Final

Exercicio 4 Suponha que a caiza que desejamos
construir tenha como base um quadrado de lado 1 e
sua altura seja h. Assim, o seu volume seria

V =101h
mas, por outro lado sabemos que
V = 4000

Logo, seque-se que

4000
l2h=4000<:>h=77

A drea da superficie desta caixa €
A=1+4lh
ou seja,

4000
12

A(l) =12 +4l

16000
=124 ——

l

Para descobrirmos os extremos desta fungao, pre-
cisamos resolver a equacdo

A(ly=0
que € equivalente a

16000
12

Observe ainda, que

21 — =0<12=8000<1=20

32000
I3

A"y =2+

A"(20) =6 > 0

e isto significa que | = 20 realmente € um minmizante
para a a funcdo A. Assim as dimensoes da caiza $Go
I =20cm e h = 4?90 = 10cm. |

Exercicio 5 Fazendo esbogo do grdfico das duas cur-
vas obtemos

¥ i
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Calculando a interse¢do entre as duas curvas temos Como x > 0 temos que a drea da regiGo em questao
y = —a2+ 5z sera pada por
y=x°—2x

/02 (=% +52) — (2® —2)]dz = /02 (—2? + 62 — 23) da

Donde seque-se que

— 22+ 5r =23 —x & 2
_ 1.3 2 1.4

22422 -6x=0 & 16

z(z?+2—6)=0 & 3

r=0oux=2o0uzxr=-3 n
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Problema 1 Calcule os limites

1—
a). lim ’

v—192 — /22 +3

1
b). lim x sen—.
xr——+00 €T

Problema 2 Calcule o limite

lim Va2 + ax — Va2 + bx

T—+00
Problema 3 Determine o valor da constante k, de modo que a funcdo

Tr—2, <1
flx) =
kx?, o> 1

seja continua em todo o conjunto R. Justifique sua resposta.

Problema 4 Calcule os limites
(z —1)"

a). lim ;

Z——400 x*

sen wr

b). li .
) xlg% z—1

Problema 5 Calcule os limites

a). lim M;

x—0 €x

1 — cos 3h
b). im ————.
) hli% cos25h — 1

Boa sorte!
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Exercicio 1 Exercicio 2
lim V22 +ax — Va2 + bz =
a)‘ xr—-+00
Va2 taz +Vx2+bx)
_ _ /22 13 lim (Va2+ax —V/22+bx ( =
lim _tmr lim l-x 24ver+3 x_”””( )(\/x2+am +Va2+bx)
e—=12 — /22 +3 w—>12—\/x2+32+\/x2+3

(1—-2)2+ V22 +3)

= 1.

T 4- (22 +3)

. 1=-2)(2+ Va2 +3)
= lim

z—1 1— 22

~ lim (1-2)2+vVa2+3)
e (1—2)(1+72)

24+ Va2 +3
=lim ——
r—1 1 + x
=2
O
b). Observe que
. 1 . send
lim z sen— = lim T
Tr——+00 x r——+00 =
1
Tome y = — e perceba que
x
r— +oo=y—0
Logo
1 . sent
lim zseny = lim -
r——400 x—+00 P
_ i SeY
y—0 Yy
=1
|

) 22 + ax — (2% + bx)
lim
z—+o0 \/22 + az + V22 + b
z(a —b)

lim =
z—+oo /22 + azx + V22 + bx

lim zla—b) =
xr—-+00
Jx? 1—|— \/ 1+
x(a — b) B
3:—>+oo -
(14 = +1/1+
lim a—b =
r— 00
1/1—!— —|-\/
a—2>b

2

Exercicio 3 Sabemos que

Tr—2, <1

fz) =

kx? x> 1
Observe porém que, quando x < 1 temos
flz)=Tr—2

ou seja, f € uma funcao polinomial para x < 1 e isto
nos permite afirmar que a mesma € continua para
qualquer x < 1. Pensando do mesmo modo, quando
x > 1 teremos

f(x) = ka?,
que também € polinomial para © > 1 e da mesma
forma, continua para todo x > 1. Assim, para que
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a funcdo f seja continua para todo o conjunto R, e, além disto segque-se que

falta apenas que a mesma seja contmya em T = 1. sen ma _ senm(y+1)

Para uge isto seja verdade devemos verificar trés pro- lim = lim —————=
rx—1 1 — y—0 Yy

priedades, que sdo
sen Tycos T + sin wcos Ty

i). Devemos wverificar que f(1) existe. Mas pela = 1}11,% Y
defini¢ao da funcao temos que f(1) =5, o que
1 iste. —
prova que f(1) existe _ iy SR Y
. . p y—0 Y
ii). Devemos verificar também que
iy 50 TY
. L = lim —«
x1i>nll+ fl@) = xlir{{ f(@) y—0 Ty
Para isto, devemos ter =—-m
lim, 1+ kz? = lim,_,,- 72 — 2
o Exercicio 5
k=5 a).
In(1+4 2 1
) . . o lim Il +2) = lim —In(1 +z)
iii). As propriedades (i) e (ii) devem ser iguais, ou =0 T =0
seja 1
lim f(z) = f(1 -
z—0
. . . . o _ 1
Assim, as trés propriedades sao satisfeitas se k Tome y = — ¢ observe que que
5. ] T
. z— 0" =y — 400
Exercicio 4
e
a). Considere y =x — 1 e observe que r—0" =y— -0
Assim, temos que
T — +00 =y — +00 1
. In(1+2) . —
e, além disto seque-se que :,313& x - zli%ﬂ In(1+z)x

i 0 = i (21 =, Jim Ia(1+ 3
T—+00 xrx T—+00 €T
y+1 =lne
= lim v
= li 1 i e
Yy lim In(1 +2) = lim In(1+z)z
r—0~ xT r—0~
- yll}lloo N 1 = 1 1\y
+— | 1+— = lim In(1+ )
y y y— oo Y
_ ! =Ine
e
0 !
Ou seja,
b). Considere y = x — 1 e observe que hnb In(1 + z) -1
€Tr— T

r—1=y—0



b).
1 —cos3h . 1—-cos3h 1+ cos3h
im = lim
h—0cos2bh—1 h—0cos2bh—11+4 cos3h

. 1 — cos?3h
= lim
h—0 —sen?5h(1 + cos 3h)

, sen?3h
= lim
h—0 —sen?5h(1 + cos 3h)

~ lim sen?3h 9h?
"~ h—0 25h2 9h2

—sen?5h(1 + cos Sh)ﬁ

9 sen 3h\ >
. 3h

~ At 5h\°

—25 (Segh ) (14cos 3h)

9

Gabarito 1? Prova
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Problema 1 Calcule a derivada:

a). y=x5";

1+tgz
. =1 2.

Problema 2 Sejam g : R — R uma funcao derivdvel e f : R — R uma outra func¢ao dada
por f(x) = e*g(3x +1). Calcule f'(0) sabendo que g(1) =2 e ¢'(1) = 3.

Problema 3 A funcdo diferencidvel y = f(x) € dada implicitamente pela equagao

32% + asen y = 2

d
Supondo que xcos y # 0 para todo x € Dy, calcule d—y
x

Problema 4 Determine uma reta paralela a reta x +y =1 e tangente a curva
> +azy+y* =3

Problema 5 A altura h e o raio r da base de um cone circular reto estao variando a taras
constantes de 0,1m/s e 0,3m/s, respectivamente. A que taza estard variando o volume do
cone no instante em que h =0,5m er =0,2m ¢

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Considere a fungdo

h(x) = 5%
Tome

u(x) = 5*

v(z) = 22

e observe que
u'(z) =5%Inb
v'(x) = 2x

h(z) = u(v(z))

Donde, usando a regra da cadeia, teremos que

W(x) = u'(v(x))v'(z)

=57 In5(2x)
=2zIn5- 5%
Observe agora que
y(z) = zh(z)

e, usando a regra do produto, teremos
y'(z) =h(z)+zh/(z)
=5 4 2(22In5-5°")

=5 (14222 1In5)

b). Considere a fungao
x
= tog —
p(z)=tg 5

Tome

e observe que

p(x) = u(v(z))

Donde, usando a regra da cadeia, teremos que

Considere agora a fungao

_1+tgs  1+pa)

=1 = T pta)

Usando a regra do quociente, teremos que

_ Y@ [1 = p()] — [1 + p@)] [-p'(2)]
[1 = p())?

Por fim, observe que

g(x) = In(g(x))

e, usando a regra da cadeia, teremos que




Exercicio 2 Precisamos inicialmente calcular a

derivada da funcao
f(2) = e"g(3z +1)
Para isto, considere

h(z) =3z +1

p(r) = g8z +1)

Observe entdao que

p(z) = g(h(z))

Portanto, usando a regra da cadeia, teremos
= g'(h(z))h' (x)

=3¢'(3x + 1)

p'(x)

Observe agora que

f(z) = e"p(x)
e usando a regra de derivacao do produto teremos

f'(@) = e"px) +e™p' ()
=" [p(z) +p'(2)]

=e"[g(3z+ 1) +3¢'(3x + 1)]
Donde seque-se que
F1(0) = €% [g(1) +3¢'(1)]
Como sabemos que g(1) =2 e g'(1) = 3, seque-se que
f(0)=2+3-3=11
|

Exercicio 3 Sabemos que y = f(z) € dada implici-
tamente através da equacao

322 + zseny = 2
Derivando implicitamente esta equagcao em relacao a

x, obtemos

d
6x+seny—|—xcosyd—y =0
T

Donde, seque-se que
dy
rcosy— = —6x —seny
dx

Como foi dito que x cosy # 0, temos que

dy —6z —seny

dx T Ccosy

Gabarito 22 Prova

Exercicio 4 Seja (p,q) o ponto onde a reta procu-
rada tangencia a curva

P +ay+y* =3 (1)

Como este ponto também pertence a4 curva, podemos
afirmar que

P +pa+q?=3 (2)
Por outro lado, sabemos que a reta que procuramos
deve ser paralela a reta x +y = 1, ou seja, seu co-

eficiente angular deve ser igual a -1. Derivando im-
plicitamente a equagdo (1) em relagdo a x teremos

2 +y+ay +2yy =0
Donde, isolando y' obtemos

y/: 72I7y
T+ 2y

ou seja, o coeficiente angular da reta que tangencia a
curva no ponto (p,q) € dado por

—2p—q
mzy/(p) = m

e como sabemos, este coeficiente deve ser igual a —1,
devemos ter entdo que

2P —q _
P+ 2q

Logo, resolvendo esta equagdo teremos
pP=q
Substituindo este resultado na equagdo (2) teremos
p==+l1
Assim, encontramos que o ponto de tangéncia pode
ser o ponto (1,1) ou o ponto (—1,—1) e as retas
tangenstes a curva dada neste pontos sdo, respecti-

vamente

y—l=-1z-1)ey=—x+2



Exercicio 5 Sabemos que o volume de um cone cir-
cular reto de altura h e raio da base r, € dado por

1
V= 5777‘2h

Como a medida da altura e do raio esta variando com
o passar do tempo, seque-se que

Assim, derivando em relacdo a t obtemos a taza de
variagao do volume do cone em relacdo ao tempo, ou
seja

av. 1 dr

=37 QT(t)h(t)E

dh

+ T’Z(t)a

Gabarito 22 Prova

Como € informado no enunciado do problema que

dh
E = O, lm/s
d
£:0,3m/5

no instante em que h = 0,5m e r = 0,2m, seque-se
entao que neste instante deveremos ter

dv

o =3m[2:0,2:0,5-0,3+(0,2)%-0,1]
_ 1 2 5 3 4 1
*5”[2 1010 10 T 100 E}
__ 64m 3
= 30007/
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Problema 1 Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao

Problema 2 Faca o estudo de concavidade e determine os pontos de inflexdo da fungdo
fz)=zln x

Problema 3 Calcule os limites

) In =
a). lim ——;
z——4oo 3%

b). z{r&(l —cosz)In x.

Problema 4 Encontre o ponto da curva y = —, x > 0, que estd mais proximo da origem.
x

Problema 5 Cualcule

o [ (2 2)

0
b). / z(x + 1)1
-1

Boa sorte!
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Exercicio 1 O estudo de crescimento da fung¢do

B Inx

fz) =

X

€ obtido através do estudo de sinal de sua derivada.
Assim, iniciamos calculando sua derivada. Usando a
regra do produto temos

—r—Inz

fl@) =+

x2

1—-Inx
22

Como 22 > 0,Vz € R, o estudo de sinal da funcio f’
depende apenas da funcao

g(z)=1—Inz
Calculando as raizes de g, teremos
glx)=0 <«
l-lnz=0 <«
Inx =1 &
r=e
e através do gridfico da funcdo g, podemos deduzir que
g(z) >0, para xz < e
g(z) <0, para x> e

e como a fungdo f ndo esta definida para x < 0,
seque-se que

f € crescente, para 0 < x < e

f € decrescente para x > e

Exercicio 2 O estudo de concavidade da funcao

flz) =z

é dado através do estudo de sinal da funcdo f”.
Calculando-a, teremos

f@)y=hz+1= f'(z)= é
Observe que,
r<0=f"(z)<0
x>0= f"(z) >0

Como = < 0 ndo pertence ao dominio da fungdo f
podemos afirmar que

f terd concavidade para cima quando x > 0

e como nao hd encontro de concavidades diferentes,
nao hd também pontos de inflexdo. |

Exercicio 3

a). Precisamos calcular o limite

. Inx
lim
r— 400 6393

Observe que

3z

r— +o00o=Inzr — +00 e e’ — +0

Logo, usando a regra de L’Hospital teremos

Inx . 1

lim —— = lim =&
z—+oo 3% z—+oo 332

. 1
lim ———
z—+oo Jxed®

=0

b). Precisamos calcular o limite

lim (1 —cosz)lnz

z—0t



Para isto, observe que

. . Inx
lim (1—cosz)Ilnz =lim ————
z—0t z—0t 1
1 —cosx
1
=1lim Z
vt sen T

(1 — cosx)?

=lim
z—0t rsen T
. 2(1—cosz)sen x
=lim

z—0+t sen x + xrcosx

2(sen?z+cos x—cos? )

=lim

z—0+t 2CcosST — xsen T

Exercicio 4 Um ponto sobre a curva y = — possui
x

2
coordenadas p = (m, ) e a distancia deste ponto a
x

/ 4
d: I’2+ﬁ

Observe que minimizando a fun¢ao

4
g(z) = 2% + 2

origem € dada por

minizamos também a funcdo d. Entao, calculando os
candidatos a extremos da funcao g, teremos

g(x)=0 <«
8
8
213:; <~

2¢%t =8 &

T =4

Assim, x = V4 ¢ o unico candidato a extremo da
funcao g. Observe que

Gabarito 32 Prova

4 24

E isto nos permite afirmar que x = /4 é um ponto
de minimo da fungdo g e com isto seque que o ponto

procurado €
2
= ( V4, )
b < i

Exercicio 5

a).

1
= / (2 +3x_2> dzr
T

3
=2n|z| - —+k
T
onde k € R

b). Tome
y=z+1

e observe que
dy = dx
r=—-1=y=0
r=0=>y=1

Portanto

0 1
/ x(x + 1)1 z/ (y — 1)yt%dy
0

-1

_ /1 (y101 . yloo) dy
0

_ y102 3 y101
102 101 |,

1 1

102 101

-1

© 10302
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Problema 1 Calcule os limites
1

a). lim ve ;
—1 1 —2x

2

b). lim - b

a==o00 /Bg® — 1

Problema 2 Cualcule o limite

lim Va2 +axr —x

T—+00
Problema 3 Determine o valor da constante k, de modo que a funcdo

ka? x <2
flz) =
20+ k, x> 2
seja continua em todo o conjunto R. Justifique sua resposta.

Problema 4 Calcule os limites
(x+1)"

)

a). lim
T——+00 xT

b). Tim LU +57)

x—0 x

Problema 5 Calcule os limites

m™T—X

a). lim ;
rT Sen T

. COS T —sen
b). lim ———
r—IT xr — -

4 4

Boa sorte!
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Exercicio 1 lm — *  _
r— 400 a
a) x2(1+4 ;) +x
) 11—+
1 _q i ax
lim ¥= = lim i zEToo a -
e—1 1—x e—1 1—x 1+ -+
x
11—
= lim VT ax
a1 /z(1 — 2) lim =
T ——00 ( 1 + a I 1)
z ./ z
1-— T
= lim Ve
a—1/z(1 — /z)(1 + /) a
lirf _ =
r——+00 a
~ lim ——— 1+ -+ 1
1 a
O [ |
b).
Exercicio 3 Sabemos que
I 622 _ 62>
$—1>IPoo ‘3/5.T6 —1 o a:—l>IEloo sl 6 1 ]f.’]fZ, X S 2
z8(5 — 376) fz) =
20+ k, x> 2
. 62
- IEIPOO 1 Observe porém que, quando x < 2 temos
2285 - —
6 9
flx) =k
_ 6
= am 1 ou seja, f € uma funcao polinomial para x < 2 e isto
t/5 — 26 nos permite afirmar que a mesma € continua para
qualquer x < 2. Pensando do mesmo modo, quando
6 x > 2 teremos
-5 f(z) =2z +k,
|

Exercicio 2

lim vVa2+ax—=z =

r——+00
. (Va?tax +x)
lim (Vz2+axr —2)——o—mn—’ =
EH+°O( ) (Va2+az +x)

. x? + ax — x?
lim =

z—+o0 \/x2 + ax + x

que também € polinomial para © > 2 e da mesma
forma, continua para todo x > 2. Assim, para que
a funcao f seja continua para todo o conjunto R,
falta apenas que a mesma seja continua em r = 2.
Para que isto seja verdade devemos verificar trés pro-
priedades, que sdo

i). Devemos verificar que f(2) existe. Pela defini¢ao
da fungao temos que f(2) = 4k, o que prova
que f(2) existe.



ii). Devemos verificar também que

lim f(z)= lim f(x)

r—2t z—2—

Para isto, devemos ter

4
lim 2z+k= lm ka® & A4k =4k & k=2

r—2t

iii). As propriedades (i) e (ii) devem ser iguais, ou
seja
lim f(z) = f(2)

r—2

Assim, as trés propriedades sdo satisfeitas se k =
4

—. | |
3
Exercicio 4
a).
lim (z+1) = lim <x—|—1>
r——+00 xrx T——400 x
= lim (1 + )
r——+00 €T
=e
O
b).
In(1 1
lim 5T —In(1 + 5z)
z—0 x x—0

1
= lim In(1 + 590)5
r—0

1
Tome y = = observe que que
T
r— 0t =y — +oo

r—0 =y— —00

Assim, temos que

lim In(1 + 5x)

r—0Tt T

lim In(1+ 52)

z—0+t

= lim In(1+ )5
y;rfoon(+y)

= lim In [(1—}—%)?/]5

y—+oo

=lne’=5
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1
In(1 —
fm A5 (1 4 50)z
r—0— T r—0—
= lim In(14 %)%
Y——00 Y
5
= Tim I [(1+1)]
y——00 Y
=lne’=5
Ou seja,
lim B350 _ g
x—0 x

Exercicio 5
a). Tomey =1z — m e observe que que
r—om=y—0
Assim, temos que
T— ) —y

lim = lim ———
T—m sen T y—0 sen (y + )

. -y
= lim
y—0 Sen Y Cos 7 + Sen T cos Y

im
y—0 —sen y

—;iﬂ%seny
Y
=1

b). Tomey =z — % e observe que que

T
Assim, temos que

cosxT — sen T cos(y+ %) —sen (y+ %)

lim —————— = lim
z—Z _ I y—0 Yy
1 T 1
y g(cos y—2sen y—cosy)
= lim
y—0 Yy
— im 72(—2sen Y)
y—0 y
~ lim —\/§sen Y
y—0 Yy
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Problema 1 Calcule a derivada:

a). y = esen 3t;
esecﬁ

T

b). g(x) =

Problema 2 Sejam f : R — R uma funcao derivavel até a 2* ordem e g : R — R uma
outra fungdo dada por g(x) = f(e**). Calcule g"(z).

Problema 3 A funcao diferencidvel y = f(x) é dada implicitamente pela equagdo
vy + 2yt 4 =4
Sabendo-se que f(1) =1, calcule f'(1).
Problema 4 Determine o valor de 3 para que a reta y = fx — 2 seja tangente ao grdfico
da funcdo

f(z) =2° — 4z

Problema 5 Os lados x ey de um retangulo estao variando a tazas constantes de 0,2m/s
e 0,1m/s, respectivamente. A que taza estard variando a drea do retangulo no instante em
quex =1m ey =2m ¢

Boa sorte!
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Exercicio 1 Por fim, perceba que
a). Considere a fungao y(t) = h(t)g(t)
h(t) = et e, usando a regra do produto, teremos
Tome y'(t) = (t)g(t) + h(t)g'(t)
u(t) = et , ,
= 2te! sen 3t + 3¢t cos 3t
v(t) =2
¢ observe que = ¢!’ (2tsen 3t + 3cos 3t)
u'(t) = et O
b). Considere a fun¢do
v'(t) =2t

h(t) = u(v(t))

Donde, usando a regra da cadeia, teremos que

=et’ (2t)
= 2tet’

Procedendo do mesmo modo, considere a funcdo

g(t) =sen 3t
e tome
r(t) = sent
s(t) =3t
e observe que
r'(t) = cost
s'(t)y=3

g(t) = r(s(t))
e, novamente usando a egra da cadeia teremos
que

= 3cos 3t

p(x) = sec/x

Tome

e observe que

u'(x) = secxtgx

p(z) = u(v(z))

Donde, usando a regra da cadeia, teremos que

_secy/wtgy/x
N 2\/x

Considere agora a fungdo

o) = e
e tome
v(z) = e
observe que
v'(z) = €”



Donde, usando a regra da cadeia mais uma vez,
teremos que

= ep(w)p/(x)
_ oo vESEC Vztgyz
N 2\/z

Por fim, observe que

sec /T

& x

g(z) = = ()
€T X

e, usando a regra do quociente, teremos que

_ ¢ (x)z —q(z)
Jg(x) = 2
esecﬁsec\/ftg ﬁz—esecﬁ

_ 2\/x

= =

t -2
_ esecﬁ\/:?sec\/f gvx
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Exercicio 2 Sabemos que

g(z) = f(e*)

Entao, se considerarmos

h(z) = e**
teremos
B (z) = 2e2*
B (z) = 4e®
e

9(x) = f(h(z))
Logo, usando a regra da cadeia, teremos
g'(x) = f'(h(z))W (x)

Considere agora a func¢do

Usando a regra da cadeia novamente, teremos
p'(x) = f"(h(z)) (x)

Observe agora que
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e usando a regra de derivacao do produto teremos
g"(x) = p' (@)l (z) + p(x)h" (x)
Assim,

g"(@) = f(h(z)W () () + f'(h(x))h"(x)

= f"(h()) [ (@)]* + [ (h(z))}" (z)
— f//(ezm) [2621]2 4 f/(621)462m
— 4f/l(62x)e4z +4f/(e2z)e2:r
]

Exercicio 3 Sabemos que y = f(x) € dada implici-
tamente através da equagao

oy + 2z’ + =4

e que
f)y=1

Derivando implicitamente a equagao dada em relagao
a x, teremos

y® + 3xyPy +2y% +dayy’ +1=0
Donde, isolando iy’ obtemos
by -2 -1
 3xy? +4day
ou seja

L f@) —2f()? 1
P @) = g f @ + 42 (@)

O que implica dizer que
_ )P -2f(1)* -1
o 3f(1)2+41(1)

-1-2-1
3+4

f'()

|
NS

Exercicio 4 Considere (p, f(p)) como sendo o ponto
onde a reta y = Bx — 2 tangencia o grafico da funcao

f(z) =2° —4a

Como



o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico da
fungdo f no ponto (p, f(p)) € dado por

m=f'(p) =3p* —4
Assim, a equacao desta reta deve ser
y— f(p) =m(z—p)

ou seja
y = (3p° —4)z —2p°

Assim, para que a reta y = Bz — 2 seja tangente ao
grifico da funcao f no ponto (p, f(p)) devemos ter

B =3p*—1

—2=—2p3
Resolvendo este sistema, encontramos p = 1 e
3= —1. |

Exercicio 5 Sabemos que a drea A de um retangulo
de lados x ey € dada por

A=uxy

Como a medida destes lados estd variando com o pas-
sar do tempo, segque-se que

A(t) = z(t)y(t)
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Assim, derivando em relacdo a t obtemos a taza de
variacao da drea do retangulo em relacao ao tempo,
ou seja

dA  dz

= 1) +2()

dt

Como € informado no enunciado do problema que

d
ditc =0,2m/s
d
ditJ =0,1m/s

no instante em que r = 1m e y = 2m, Seque-se entao
que neste instante deveremos ter

dA dx dy

r %y(t) —|—x(t)£
~0,2-240,1-1
=0,5m?/s
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Problema 1 Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao

1
—14=
fla)=1+—
Problema 2 Fuaca o estudo de concavidade e determine os pontos de inflexao da funcao

f() = v
Problema 3 Cualcule os limites

: 1
a). lim wez;
x—07t

1
b). lim (22 +1)ln z.

T—-+00

Problema 4 Determine o retangulo de drea mdxima e lados paralelos aos eizos coordenados,
iscrito na elipse
4a° +y* =1

Problema 5 Calcule

a). /%dw;

1

Boa sorte!
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Exercicio 1 O estudo de crescimento da fung¢do Exercicio 3
1
flz) =1+~ : -
x a). Precisamos calcular o limite
€ obtido através do estudo de sinal de sua derivada.
Assim, iniciamos calculando sua derivada: lim ze=
z—0t
1
fll@)=-—
x? Observe que
Como x? > 0,V € R, segue-se que f'(x) < 0 para
qualquer © # 0 e, em conseqiiéncia disto temos que f lim zer = lim é
é decrescente em R — {0}. | z—0F z—0t =
Exercicio 2 O estudo de concavidade da funcao _q e%(—ﬁ,)
1 o xl%l+ 73%2
f(x) = wes
; 3 ) - = lim e=
€ dado através do estudo de sinal da funcao f". z—0+
Calculando-a, teremos
= 400
1
Fay=et (1-2) 5y =<
T x3 0
Observe que es > 0,Vx € R e, o estudo de sinal da
funcao f" depende apenas da funcgdo b). Precisamos calcular o limite
_ .3
g(w) == lim+(1 —cosz)Inz
=0
a qual sabemos que ¢
r<0=g(xr)<0 Para isto, observe que
x>0=g(z) >0 hrf (22 + 1) = lir+n n(a+1)me
r—1+00 T—+00
Logo,
" n L2
r<0= f"(z) <0 B A
T—+00
x>0= f"(z) >0 .
A . 2241
e em conseqliéncia disto seque-se que _ lirf o 1
T—T00
f terd concavidade para bairo quando x < 0
23:2
— 1 2
f terd concavidade para cima quando x > 0 B IETooe o
Como em x = 0 ocorre o encontro de duas concavi- — lim el
dades diferentes, somos levados a acreditar que © =0 T a—too
seja um ponto de inflexao mas, como pode ser visto na )
defini¢ao da fungao f, o ponto x = 0 nao pertence ao =e€
dominio da mesma. Portanto esta fung¢ao nao possui
pontos de inflexao. | |
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Exercicio 4 Seja (a,b) um vértice do retangulo in- onde

scrito na elipse 1
4o +y% =1 “@=\3

Como este ponto pertence também a elipse seque-se e

que

40’ + 12 =1=b=+1—4a b 5

Observe que, por simetria os outros trés vértices do
retangulo sao

(a,=b),(—a,b),(—a,—b) Exercicio 5

e, a drea este retangulo € dada por

a).

A=2ax2b 2
/(“";1>dx :/(ac—i—%)dx
e disto segue-se que
Aa) = 4aV/1 — 4a? :%24_1n|x‘+k
Para encontrarmos os candidatos a extremos desta onde k € R
funcao procedemos da sequinte maneira
A’(a) =0 PN b) Tome
y=x+1
—32a°+4 _
Vicwr — 0 e observe que
2 —
—32a¢°+4=0 < dy = dz
2 _
32a° =4 = r=0=y=1
a= :I:\/% r=1=>y=2
Assim, os candidatos a extremos da fun¢do A sao Portanto
a:\/gea:f\/%. Observe que L )
—Ledr = | Lld
, 16a (8a2 — 3) A SR /1 w
A (a) =—
(1 —4a?)2

/12 (v =y ) dy

Aff( 1) ~ 1
8 1 1
—_— _|_ _

: 3y 4yt
" _
. (‘ 8)‘32 111
T 24 64 3 4

11
e o retangulo procurado possui vértices — 192

(a,b)(a,-b),(—a,b), (—a, —b)

Portanto a = \/g € o ponto de mdzimo da func¢do A
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Problema 1 Calcule o limite

) 3 5
hm _— = Y/
t—w—1+ \t+1 2 -1

Problema 2 Calcule os limites

a). lim ne.

z—0t 5\/5 ’

tg Tz

b). lim :
z—0 sen 3

Problema 3 Suponha que f e g sejam fungéoes continuas e tais que f(2) =1 e

lim [f(x) + 4g(x)] = 13

T—2

Encontre

a). 9(2);
b). lim g(z).

r—2

Problema 4 Calcule o limite

1
lim 3 In(z* +1) — In(3z + 2)

T—+00

Problema 5 Calcule o limite )
lim (14 2z)=

z—0

Boa sorte!
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Exercicio 1 Calculando o limite, obtemos
. 3 5 1 3 5
t_13£n1+ ('”T1 B t2—1) —t_1)1£n1+(m - (t+1)(t*1))
1 _1 _ 5
= lm 1 (3~ 2p)

Observe que

t—>—-1T=t>-1=t+1>0

logo,
L — + dot— —17
—_— o0 quanao —
Pl 4
[
. 3 5 _ 5
t—1>1£n1+ (”71 B ﬁ) = Foo- (3+ 5)

= 400

Exercicio 2

a). Observe que

sen x . osenx+/r

li = yo
so0t BT a0+ BT /T

e como  — 07, seque-se que = >0 e
Vi-ve=lo| =

e disto temos que

. senx . senx
lim —= = lim z
z—0t 5\/.%

z—0t1 5%

5 V& sen x
= 1 —_—

m =
z—0+ b x

b). Calculando o limite teremos

lim tgTr lim sen 7x 7£3£
t=0sen3x  2—0 cos Txsen 3z 7z 3x
. senTz 1 1 7
= lim -
z—0 Tz cosTx sendzx 3
3z
7
=1-1-1
3
_7
3

Exercicio 3
a). Como f eg sdo funcgies continuas, seque-se

lim f(z) = f(a),Va € Dy

r—a

lim g(z) = g(a),Va € D,

T—ra

Tomando a = 2 e usando a hipotese de que
f(2) =1 teremos

lim f(x) = £(2) = 1

r—2

lim g(z) = 9(2)
T—2
Usando a informacdo dada, de que

lim [f(z) +4g(x)] = 13

e as propriedades dos limites, vdlidas aqui por
serem as funcoes f e g continuas, teremos
entdo que

lim [f(zx) +4g(x)] =13 <&

T—2
lim f(z) +4lim g(z) =13 &
1+ 4g(2) = 13 P

9(2) =3



b). Como g é uma fungdo continua, é vdlido que

limy g(x) = 9(2)

r—2

e do item anterior, seque-se

lim g(z) =3

r—2

Exercicio 4 Considere

L= lim B In(z? +1) — In(3z + 2)}

r—+00
Calculando L teremos

L = lim [ln(gc2 +1)z —In(3z + 2)}

Tr— 400

241
2
= lim In 3 h
z—~400 z+2
xr
1+ 5
= lim In 5
T—+00 3—|—;
=In-
=—In3
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Exercicio 5 Desejamos calcular o limite
lim (14 22)*
z—0

Para isto, considere

e observe que

r—=0"=y— +oo
=0 =y — —0
Desta forma, seque-se que

1
lim (14 22)s = lim (14 —)%

z—0t y—+oo Y

= lim [(1+;)yr

y—r—+o00

=e
por outro lado, temos que
. 1 . 1 2
lim (1+2x)z = lim (1+-)%
20~ y——o0 Y

= lim [(1+1)y]2

Y——00

= 62
Assim, podemos concluir que

lim (1+ 2x)% =e?

z—0~
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Problema 1 Calcule a deriwada das fungoes
o). (@) = VT o
b). y = xe cosx.
Problema 2 Considere a funcao
22+ 3z, sex <1
f(x) =
ox —1,sex>1

Calcule f"(x).

Problema 3 Considere a fun¢ao ¢(x) =1In(2z? +1). Calcule

[p(o(2)]

Problema 4 Determine uma reta que seja paralela a x+vy =1 e que seja tangente a curva
r? + oy +y* = 3.

Problema 5 Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia x® +y?> = 5,y > 0. Suponha

dx
que — > 0. Determine o ponto da curva em que a velocidade da ordenada seja o dobro da

velocidade da abcissa.

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Considere

Observe que

f(z) = h(g(z))

Assim, usando a regra da cadeia, teremos
(@) =W(g(z))g (z)
B 1 1
21+ a2V
1

4\/x + x2\/x

b). Considere agora

xT

p(x) = ze
q(z) = cosz
Usando a regra do produto, temos que

P(@) = (1 +2)

¢ (x) = —senx
Observe que
y(z) = p(x)q(z)

e, usando a regra do produto mais uma vez, te-
remos

y'(z) =p'(@)q(x) +p(r)q (x)
=e®(1 + x)cosx — xesenx

= e [(1 4+ z)cosx — xsen x]

Exercicio 2 Inicialmente, calculemos f'(x). Para
isto, observe que

20 +3, sex<l1
9, sex>1

e, para T = 1, tem-se que

h—0 h

Observe porém, que

lim fd+hn)—f(1) ~ im 514h)—1—-4
h—0t h h—0+ h
. 54+5h—-5
= lim
h—0+ h
=5

_ 2 _
lim fa+h)—-f@)  _ lim (14+h)*+3(14-h)—4
h—0-— h h—0- h
. h%?+5h
= lim
h—0—
=5
Logo,
f(1)y=5
e
20+ 3, sex <1
f(z) =
9, sex>1

Procedendo da mesma maneira para o cdlculo de
1" (z), observe que

2, sex<l1

f(a) =

0, sex>1



Porém, perceba que

(1 - f'1 —
i LA =FA) 55
h—0+ h h—0t+ h
=0
e
(1 —f 2(1 —
o SR =) 21+ h) 435
h—0- h h—0— h
=2
ou seja,
=2
Portanto,
2, sex<l1
()= 3 sex=1
0, sex>1

Exercicio 3 Considere

Usando a regra da cadeia, temos que

fl(@) = ¢'(¢(x))¢' ()

onde
o) = In (a? + 1)
Tome
p(z) =lnzx
q(z) = 2% +1
e observe que
1
/ e
p(z) =~
q(x) =2z

e que
o(x) = plq(x))

Assim, usando a regra da cadeia mais uma vez, obte-

" d@) = (q@)d @)

2 +1
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~ 2In(z®+1) 2z
N [an(xQ +1)+ 1] 2 +1

f'(x)

4zln (22 +1)
(x2+1) [1 + In? (22 + 1)]

Exercicio 4 A reta x + y = 1 possui coeficiente an-
gular m = —1. Assim, devemos encontrar o ponto
(x0,Y0) sobre a curva

P tay+y?=3

cuja reta tangente possua coeficiente angular m.
Derivando tmplicitamente, em relacdo a varidvel x,
a equagao da curva dada, obtemos

2r+y+azy +2yy =0

donde, isolando o y' teremos
—2r -y

/
xTr) =
y'(@) T+ 2y
Portanto, o coeficiente angular da reta tangente ao
grdfico da curva, no ponto (xo,yo) € dado por

y/(xo) _ —2x0 — Yo
zo + 2y
onde
3+ oyo + v =3 (1)

Assim, como queremos a reta tangente que € paralela
a reta x +y =1, seque-se que

m =y (o)
ou seja,
—2x0 — Yo
—— =1l =
xo + 2yo o=

Substituido este resultado na equagio (?7) teremos
entdo que
323 =3 & 29 = £1

e disto segque-se que

$0:1:>y0:].

$0:—1:>y0:—1

e 0s pontos que a reta procurada tangencia o grdfico
da curva dada sao

(1,1) e (—1,-1)

Com isto, as retas que passam por estes pontos e pos-
suem coeficiente angular -1 sdo

y=—x+2

y=-x—2



Exercicio 5 Queremos encontrar o ponto (o, Yyo) da
curva
?+y?=5y>0

para o qual

d d

L 2)

dt dt
Derivando a equacdo da curva em relacdo a varidvel

t, teremos
dx dy

20— +2y— =0
ot TV
e, usando (?7), seque-se
dx dx dx
20— 42y | 2— | =0 2— 2y) =0
T T y( dt) a2
dx . . . .
Como T > 0, a equacdo anterior serd verdadeira

somente se
z4+2y=0

Gabarito 22 Prova

no ponto (xo,yo), ou seja, se
xo+ 2y =0

e, como este ponto pertence a curva, temos também
que
2 2 _
Ty +yp =5

Usando estes dois resultados, teremos entdo, que
(—2y0)% + 43 = 5 & yo = *1

mas, devemos ter yo > 0 e disto seque-se que

yo=1
e
o — -2
e, o ponto procurado é (—2,1). |
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Problema 1 Faca o estudo de crescimento da funcao
fla) = (x+ 1)

Problema 2 Fuaca o estudo da fungao
2

2 — 2

fz) =
com relagao a concavidade e pontos de inflexao.
Problema 3 Calcule os limites
¥ —1

a). im ———;
) x%lxg’—l’

Problema 4 Uma caiza com base quadrada e sem tampa é feita de 400em? de papelao.
Determine as dimensoes da caixa de tal modo que seu volume seja mdximo.

Problema 5 Calcule as integrais

Yot 227 -3
. —dx;
a) /0 7 x;

b). /3:\/4:702 + bdz.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Considere
f(@) = (@ +1)%5
Observe que

@) =2(x+1)25 + (z+1)2L273

=2(z+ 1) Yz + (z+ 1)

3
3V x2

6z(z + 1)+ (z+1)2
3Va?
(x+1)(7Tx+1)
3V/2?

Como 2 > 0, Vx € R, seque-se que

3Va2>0,Vr e R

Logo, o estudo de sinal da funcao f' pode ser obtido
através do estudo de sinal do seu numerador, ou seja,
através da funcgao

glx)=(x+1)(Tx+1)

Esta funcdo possui raizes

ZL'O:*].
1
.'I}]_:—?

e, realizando o estudo de sinal de g, teremos que
9(x)>0 para x € (—o0, —1) U (—1, 400)
9(x)<0 para x € (—1,—1)

Ou seja,
f(x)>0 para x € (—o0, —1) U (=4, +00)
f(x)<0 para x € (-1, —%)

Donde podemos concluir que

[ € crescente para x € (—o0, —1) U (=4, +00)

f € descrescente para x € (—1, —%)

Exercicio 2 Considere a fun¢ao

Observe que

2z(x? — 2) — 2% (2x)

22(2% — 2 — 2?)
(2 =2
R
@ 2P
‘ _A(z2 — 9)2 22(22 —
P R T )

EEPL

(22 — 2)[—4(2? — 2) + 162?]
EEDE

_ A(2? - 2)(32% +2)
GRS

Como
4(3z% + 2)

o estudo de sinal da funcdao f" pode ser obtido através
do estudo de sinal da funcdo

g(x) =2* -2
donde segue-se que
9(z)>0 para x € (—o0, —/2) U (v/2, +00)
9(x)<0 para z € (—v/2,/2)
Portanto
F7(x)>0 para = € (—00, —v/2) U (v/2, +00)
£ ()<0 para = € (—V/2,/2)

e disto seque-se que



e f possui concavidade voltada para cima quando

x € (=00, —v/2) U (2, +00)

e f possui concavidade voltada para baixo quando

z € (—V2,V2)

Além disso, como +£v2 ¢ D¢, a funcdo f nao
possui pontos de inflexdo. |

Exercicio 3

a).
I xg—l_l, 9958_9
= TS5zt 5

b).

) 6390 ) 36390
lim — = lim
z—4oo 3 z—+o00 32
9631
= lim
z—+o00 66X
. 27¢3%
lim

Tr——+00 6

= +00
|
Exercicio 4 Suponhamos que a base quadrada da
caiza que desejamos construir tenha lado | e a al-
tura seja h. Desta forma a drea da superficie desta
caiza €:

A(l,h) =1 + 4hl

e como € suposto no problema que o papelao utilizado
para construir esta caiza € de 400cm? seque-se que

1% + 4hl = 400 (1)
O volume desta caiza é dado por

V(l,h) = hi®
e, usando a equagdo (1) teremos que

4000 — 1

140 -

Assim, a resolu¢do deste problema resume-se a en-
contrar o ponto de mdximo da fun¢ao V e para isto
devemos encontrar seus candidatos a extremos o0s
quais podem ser obtidos através da sequinte equacgao

ou seja
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donde, obtemos que

400

3

==+

mas, como | deve ser um numero positivo, seque-se
que

400 20

l: _———
3 V3

Observe agora que

—6l 2
Vi) = = v (\%) _ f% <0

e disto concluimos que | = % € um ponto de mdrimo

da fungao V.
Voltando a equagdo (1) teremos também que

"=

Assim a caiza que queremos construir deverd ter di-
mensoes

| =

h:

—_ [N}
%‘o 5‘0

Exercicio 5
a).

a3 4242 -3 Lpd 4922 -3
0 Jx 0

Il
ﬁ
/N
8
wloo
_|_
[\
8
w
|
w
H\
ol
N—
QU
S

= %x%—i—%x%—%x%o
_ 306
8

(Il

b). Queremos calcular a integral

/x\/ 422 + 5dx

Para isto tome

y=4z*+5



e observe que
dy = 8xdx

Logo
1
/:c\/él:c2 +bdx = g/\/ydy

onde k € R.
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Problema 1 FEncontre os limites
a). lim ene ;
=t L — T
b). lim va?+az—ux.
T—+00
Problema 2 Considere 5
x

Calcule f"(x).

3z

Problema 3 FEncontre um ponto sobre o grdafico da funcao y = e’* no qual a reta tangente

passa pela origem.

Problema 4 A janela de uma igreja consiste de um retangulo com um semicirculo em cima
e deve ter um perimetro p. FEncontre o raio do semicirculo para que a drea da janela seja
mazrima.

Problema 5 Calcule as integrais

a). /%senﬁdm;

dx
) /:clnx'

Boa sorte!
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Exercicio 1

b). Considere

A= lim Vz2+z—2

T—+00

Temos que

(\/oc2 ‘x4tz

A = lim (\/xQ—I—x—x)

Tr——400

. :c2—|—:c—:c2
= lim

e—=too \/22 + x4

. T

_IBTOO Vit ax+zx

= lim gc
T—r—+00 xz(l—l—%)—i—x

= lim x
Tr—+00 |SC‘ 1+%+3§’

= lim :v

. 1
= lim
xr— 400 1_|_ % +1
1
-2
Exercicio 2 Considere
3

(\/962 ‘x4z

~— [ —

Observe que

_ 32?(1+2?) — 2 (22)
B (1+22)2

f'()
~ 3z? + 3zt — 22!
T DE

322 + z*
(1+22)2

e, derivando mais uma vez, teremos

(6z+423) (1+22)2 —22(3+22)[4x(1+2?)]

f/l(z) —

(14 22)4
~ 22(3 4 22%)(1 + 2?)?—42® (3 + 2?) (1 + 2?)
B (14 a22)*
_ 22(3 4+ 22?)(1 + 2?) — 4a3(3 + 2?)
B (1+2)3
_ 2z(3+ 3% 4 227 4 22*) — 122° — 4a®
(14 22)3
bz + 1023 + 42° — 1223 — 425
B (14 22)3
6z — 223
(14 a2)3
_ —2z(2® - 3)
(142?23

Exercicio 3 Seja (zo,y0) o ponto sobre o grifico da
funcdo y = e3* no qual a reta tangente passa pela
origem. A inclinacdo desta reta € data por

dy
m %(xo)
onde J
Y 3z
— =3
dx €
ou seja,
m = 3370



e, como (xg,yo) pertence ao grdfico de f, temos
também que

yo = €7
Portanto a equacdo da reta que procuramos, em
funcao de x¢ e yo € dada por

Y —yo = m(x — x9)
ou seja
y = 33702 4 370 (1 — 3x¢)
Como esta reta deve para pela origem, seque-se que
) 1
0=e*(1—3ng) = 13m0 =0=m = 5

e a o ponto que procuramos €
1
(x()?y()) = (37 6)

Exercicio 4 Seja r o raio do semicirculo sobre a
janela, como o diametro deste circulo coincide com
a largura da janela, seque que a base da janela serd
2r. Supondo que a altura do retangulo que compoe a
janela seja h, o perimetro p desta serd entao

2h+2r+7mr=p (1)
e, a drea € dada por

A=2rh+ %m“?
Usando a equagdo (1) temos que

2h=p—(2+m)r
donde seque-se que

A(r) =rlp—2+m)r]+ %m"z

=rp— (24 %7‘()’1"2

Desta forma, nossoproblema resume-se a encontrar

um ponto de mdzimo para a funcdo A. Para isto de-
vemos resolver a sequinte equacgao

1
A’(r):O@p72(2+§ﬂ')r:0

donde, resolvendo, teremos

Gabarito Prova Final

Observe que

A'(r) = —2(2 + %w) <0

o que demonstra que o valor encontrado € realmente
um ponto de mdzximo para a funcdo A. |

Exercicio 5

a). Queremos calcular a integral

1
/ﬁbenﬁdx

y=vr

Para isto tome

e observe que

1

= — 1dx
y*2\/5

WG

/ 2sen ydy

—2cosy + k

d dr < 2dy =

Logo

/ %senﬁdw

—2cos(v/x) + k
onde k € R. ([

b). Procedendo do mesmo, considere a integral

/ dz
zlnzx

Tome
y=Inx
e observe que
1
dy = —dz
x
Logo
/ dx _ [dy
zlnz ) y
=Infy|+k
=In|lnz|+ %
onde k € R. |
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Problema 1 Calcule o limite
2100 4 .99
lim ——

ws—co 2101 _ 2100

Problema 2 Calcule os limites

sen z2

a). lim
) x—0 x ’

1 —cos3h
V) o sh =1

Problema 3 Determine o valor da constante k, de modo que a funcdo

kx?, v <2
flz) =
20+ k, x> 2

seja continua em todo o conjunto R. Justifique sua resposta!

Problema 4 Cualcule o limite

1 1
lim gln(yz:3 +2x—1)— 5111(91:2 +z+1)

T—+00

Problema 5 Cualcule o limite
lim (14 2z)"

z—0

Boa sorte!
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Exercicio 1 Calculando o limite, teremos Calculando L teremos
1 —cos3h
L= o ah—1
—0 COS —
i 2100 4 .99 . 29 (z + 1)
I W B W [ o 1 o3
~ h—0 —sen25h
_ lx+1
I . 1 —cos3h 1+ cos3h
= lim
h—0 —sen?5h 1+ cos3h
1141
= Jim 71— 1 — lim 1 — cos?3h
h—0 —sen25h(1 4 cos 3h)
=0-1
2 11
~ Jim sen“3h T FERT
=0 h—0 —sen25h(1 4 cos 3h) g}z 52—
sen”3h
= lim beé]hz g
Y 2
h—0 — S8R (1 + cos 3h) 25
S, 3h 2
L (mm
h—0 5h\2 2
Exercicio 2 =0 — (50537 (1 4+ cos 3h) 25
__9
50
a). u
Ezxercicio 3 Sabemos que
i sen 2 i sen x2 x kz?, <2
mlg%) €T - :zzli% r x f(aj) =
20+ k, x> 2
2
= lim xsenx Observe porém que, quando x < 2 temos
z—0 ;E2
f(2) = ka®
=0-1
ou seja, f € uma fungdo polinomial para x < 2 e isto
nos permite afirmar que a mesma € continua para
qualquer x < 2. Pensando do mesmo modo, quando
x > 2 temos
f(z) =20+,
que também € polinomial para r > 2 e da mesma
b). Considere forma, continua para todo x > 2. Assim, para que
a funcao f seja continua para todo o conjunto R,
falta apenas que a mesma seja continua em x = 2.
1 — cos 3h Para que isto seja verdade devemos verificar trés pro-

L=1lm ——
hlg%)cos25h—1

priedades, que sdo



i). Devemos verificar que f(2) existe. Pela defini¢do
da funcao temos que f(2) = 4k, o que prova
que f(2) existe.

ii). Devemos verificar também que

1irr21+ fl@) = lim f(x)

T2~

Para isto, devemos ter

limg o+ (22 + k) = lim,_,o— ka®
4
4+ k =4k

ou seja, para que esta propriedade seja vdlida

4

devemos ter k = 3 e
. 16
)

iii). Por fim, devemos ter também que

lim f(z) = f(2)

z—2
ou seja
16 4
— =4k k=-
3 3
Assim, as trés propriedades sdao satisfeitas se
4
k= _. | |
3

Ezxercicio 4 Considere

1 1
L= lim gln(a:3—|—2x—1)—§ln(x2+x—|—l)

Tr—+0o0
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Calculando L teremos

L = lim [fln(@®+22—1)—Lin(@2®+2+1)]

T—r+0o0

(23 + 22 —1)3
pErar—l)s
(22 +2+1)2

Va3 +2x—1
Jri4+zrz+1

Ezxercicio 5

lim (142z) =1°=1

z—0t
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Problema 1 Calcule a derivada das fungoes

t3

b). y=2z*cosz(l+Inz).

Problema 2 Considere a func¢ao
f(z) = x|x]
Calcule f"(x).

Problema 3 Considere a fungio ¢(z) = e* . Calcule

[6(o(2)))

Problema 4 Determine uma reta que seja tangente a elipse x? + 2y*> = 9 e que intercepta

o eizo y no ponto de ordenada 1

Problema 5 Um balao esférico é esvaziado de tal forma que seu raio decresce a uma taxa
constante de 15cm/min. Com que taza o ar estard sendo removido quando o raio for de
9cm ¢

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Desejamos derivar a fungao
43
t) = —v
vt = e
Para isto usaremos a regra do quociente, ouseja

!

) (2 +1)2 =3 [(12+1)?]
(t2 + 1)2

y(t) =

322+ 1)2 — 26382 + 1)(2¢)
N (t2+1)4

OBt 4+ 1)2 — 4t (2 + 1)
B (t2 +1)*

23 —t?)
GRS

b). Considere

p(r) = 2%cosx

g(z)=1+1nz

Usando a regra do produto, temos que

p'(x) = 2zcosx — x’sen

/ —_— =
q(z)=—
Observe que

y(x) = p(z)q(z)

e, usando a regra do produto mais uma vez, te-
remos

y'(z) = p'()q(z) + p(z)q' (v)

(E2COS T

= (2zcosz —z%senz)(1+1nx) +

x
= (2zcosz — 2%senz)(1 + Inx) + zcos x

Exercicio 2 Observe que

22, sex >0

f@) = x| =
—22, sex <0

Inicialmente, calculemos f'(x). Para isto, note que

2z, sex >0

) =

—2x, sex <0

e, para x = 0, tem-se que
. f(0+h)— f(0)
100 —
F0) = illlg%) h

Observe porém, que

fO+h) - f(0)

. | h% -0
m —) = 11m
h—0t h h—0t h

= lim h
h—0t

5
I
5

h—0— h

Il

B
|

=

h—0—

Logo,

2z, sex >0
f(@) =

-2z, sex <0

Procedendo da mesma maneira para o cdlculo de
1" (x), observe que

2, sex >0

1'(a) =

-2, sex <0

£10) — 1 £O W) = S10)

h—0 h



Porém, perceba que

. f/(0+h)—f'(0) 2h —0
lim = lim
h—0+ h h—0t  h
=2
e
/ _ g _9h _
lim f'(0+h)— f(0) — lim 2h — 0
h—0— h h—0— h
=-2
ou seja,
F0)=4%
Portanto,

2, sex >0
sex =0
, sex <0

Usando a regra da cadeia, temos que

f'(x) = ¢'(6(x))¢' (x)

onde ,
p(z) =€*
Tome
p(z) =e”
q(z) = 2°
e observe que
p(x) =e”
¢ (x) =2z

e que

o(z) = pla(z))
Assim, usando a regra da cadeia mais uma vez, obte-
mos
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Exercicio 4 Seja (x0,y0) 0 ponto da curva
2 +27 =9

tangenciado pela reta que desejamos encontrar.
Derivando implicitamente a equagao desta curva, em
relagao a x, obtemos

d
233—|—4y£=0

e, no ponto (xg,yo) teremos

—x9

d
2xg +4y0£($0) =0& —=(20) = S
Yo

dx

Assim, o coeficiente angular da reta que procuramos

€ dado por
—z0

2yo
e como este ponto pertence a4 curva, seque-se que

x4+ 2y =9 (1)

A equacgao da reta, em funcdo de xg e yo € dada por

y —yo = m(x — xq) &
2

— o = —(x — x0 &

Y=y 2yo( )

2y0(y — yo) = —wo(z —20) &
2oy — 2y2 = —zox + 25 &
2yoy = —xo + 2y5 + 7
Usando (1), seque-se que
2yoy = —xox + 9 (2)

9
Como esta reta deve passar pelo ponto (O, 4) deve-

mos ter também que

9
2yOZ:9<:>y0:2

Voltando a equagdo (1) encontraremos
12 +8=9e 20 =+1

Assim, substituindo os valores encontrados (2), en-
contramos duas solucdes para o problema:

—x+9

dy=—-x+9y=

9
4y:z+9<:>y:%



Exercicio 5 Seja r o raio do baldo. Do enunciado
do problema ¢é dado que

dr
— = —15em/min
dt /
e o volume de ar contido neste baldo é

V(t) = —mr3(t)

Assim, derivando ambos lados desta equagdo, em
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relacao a t, encontramos

av

N4
E(t) = 4mr(t)

dt
e, no instante em que o v = 9cm teremos portanto,

av

il 47(81)(—15) em? /min

= —4860m cm? /min



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral 1

Prof°. Edson
Prova Final (Turma C1) 2° Semestre 2010

Data: 08 de Dezembro Duragao: 14:00 - 16:00

Problema 1 Encontre os limites

a). lim (z — m)tg <E>,

T—T 2

. 1 cos 3x
). }clg(l)(ﬁ_ x? )

Problema 2 Considere

Calcule f"(x).

Problema 3 Determine o(s) ponto(s) da curva y* = 223 cuja reta tangente é perpendicular
a reta 4dr — 3y +1 = 0.

Problema 4 Um retangulo tem dois cantos inferiores no eixo x e dois cantos superiores na

curva y = 16 — 22, Dentre todos esses retangulos, quais as dimensoes daquele que tem maior
darea.

Problema 5 Calcule as integrais

a). /cos?’m sen xdx;

b). /I26_2x3d1’.

Boa sorte!
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Exercicio 1 e, derivando mais uma vez, teremos
a). Considere () —4(2? — 2)% + 4x[2(2? — 2)(22)]
x =
2 _ 9)4
A= lim (2 — mte(Z) S
e observe que = —4(2% —2)" + 1627(a” - 2)
) (=)
x —m)sen(—=
A = MY 4 -2 — 2 — 42?)
T cos(§) - (22 — 2)4
z 1 4327+ 2)
- sen(3) + 5 (z — ) cos(3) 2P
= lim 2 2
T—>T _lsen(i)
2712 u
=-2 Exercicio 3 Seja  (x0,y0) o0 ponto sobre a
curva y? =2x> cuja reta é perpendicular ¢ reta
dr —3y+1=0. Derivando implicitamente, em
b). relacdo a z, a equacao da curva dada, teremos
lim (12 - COSS”””) = lim 1092 oy 62 W 3
. 3sendz . -
= lim de modo que, no ponto (xg,yo) teremos a inclina¢ao
v=+0 2 da reta mencionada no problema, ou seja
9cos3
= lim o dy 3z2
z—+0 2 my = d*(xo,yo) =
T Yo
9
=5 e, como (xo,yo) pertence ao grdfico de f, temos
também que
yg = ng
Exercicio 2 Considere ) . . 3
) Assim, a equacdo desta reta, em funcdo de xq e yg €
- dada por
f(fL') £E2 _ 2

Observe que

2z(2? — 2) — 22 (27)

f'(x) =

@ 2P
- 223 — 4z — 223
T o2y

_ —4x
CCEPE

Y — Yo = mi(z — )
ou seja
a3

Yy—yo=—(®—1z0) &
Yo

yyo — ya = 3zd(z —z0) &
3x2 x
3a5, %o
Yo Yo

y:



Como esta reta deve ser perpendicular o reta
4xr — 3y + 1 = 0 que possui coeficiente angular

mo = =

3

pela condicdo de perpendicularidade entre duas retas,
teremos entao que

323 4

m1~m2:71<i>—
Yo 3

=1y = —4z}
e a equagao da reta procurada é
Yy=—-T+ —

Observe que esta reta também deve passar pelo ponto
(z0,y0) € disto seque-se que
3 i)

?JO:—ZiCO"‘Z

2 _
R

—8z3 + 29 =0
20(l —8z9) =0 <&

1
g =0 oux():g

Quando xg = 0, teremos yo = 0 e, neste caso Z—Z(0,0)

nao existe, ou seja a curva nao € diferencidvel neste

1
ponto. Assim, o ponto que procuramos é (g, _E>'-

Exercicio 4 Seja (z9,y0) um dos cantos superiores
do retingulo. Por simetria seque-se que (—xq,yo) € 0
outro canto superior e 0s pontos (xg,0) e (—xo,0) sdo
0s cantos inferiores deste retangulo. Assim, podemos
concluir que a base do retangulo € dada por

b:21'0

e a altura €
h=yo=16 — z2

Com isto, sua drea ¢ dada por
A(xg) = 220(16 — 22)

e, a solugao deste problema resume-se a encontrar um
ponto de mdximo da funcao A. Isto pode ser feito
resolvendo-se a equacdo

A/(Io) =0& 29 =

Sl

Observe que

A”(ZL'O) = —12z29 = A" <\;l§> = —ﬁ <0
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o que demonstra que o ponto xg = —= € realmente
um ponto de mdaximo da func¢ao A. E, concluindo, as

dimensoes do retangulo que procuramos sao

8
h= —
V3
2
=2
3
|
Exercicio 5
a). Queremos calcular a integral
/ cos® z sen xdx
Para isto tome
Y = CcosxT
e observe que
dy = —senx dx
Logo
/cos3 rsenzdr = —/y3dy
L4
=—= k
VL
1
=1 cos*x + k
onde k € R. (]
b). Procedendo do mesmo, considere a integral
/xZe_Qdex
Tome
y = —22°
e observe que
1
dy = —62%de < 22dx = —gdy
Logo
1
/$2€_2r3d1‘ = —g/eydy
1
66 +
1 5.3
— —_p 4T k
66 +
onde k € R. |
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Problema 1 Calcule os limites:

C V6+t—6

a). lim——;
t—0 t

b). Tim - [1_ ;}
=0 I (x+1)

Problema 2 Cualcule os limites:

)l 2% + 2
a). lim ———;
w—s-too 100 _ 1997

?+ 5z +1
. lim —r—.
b) oot 22 — 27 — 3
Problema 3 Dada a funcao

kr—3, sex < —1

fz) =

22+ 4, sex > —1
Encontre o valor de k para o qual f seja continua em v = —1.

Problema 4 Calcule os limites:

)l 1 —cos’x

a xli% 2_(132 ’
3 2

b). lim ’

z—0 TN\
1 — 2 <_)
COS 9

Problema 5 Calcule os limites:
3z +1 m'

4 n
o (55) - (145)

Boa sorte!
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Exercicio 1
a).

Vo+t— 6 V6+t — V6 V611 + V6

Him ¢ = Jim t Vort+6
64+1—6
= 111m
t—0

t (V6+1t+6)

t

t(V6+t+V6)

= lim
t—0

1
— i
50 (V6 1 ¢ + v/6)
1

b).

42 +1-1
=lim ————
z—0  x(xr +1)2

2?2 4 22
=lim —
s—0 z(z + 1)2

— lim (z+2)
x—0 (x =+ 1)2

=2

Exercicio 2

a).

i 299 _ 98 y
m ——7F-m= m
2os-Foo 100 _ 1,99

1 1
100+ %
(5~ )

1 1
= lim £ 2
T—r+00 l—l
x
=0
O
b).
o o224+ 5x+1 224+ 5x+1
lim ———= lim ——F——
a3t 22 —2x — 3  2-3+ (z —3)(z+1)
Observe que, quando x — 3T temos
r>3=>r-3>0=2—-3—-0",
r+1—4,
e
2+ 5x+1—25
Ou seja
. 22+ 541
im ———— =
e—3+ 22 — 22 — 3
[ |

Exercicio 3 Para que a funcdo f seja continua
r = —1 devemos ter que

i). f(—1) emiste!
Para isto, observe que
)= k-3

ou seja, f(—1) depende da constante k, mas
existe.



ii). xl—i>n—11 f(x) existe!

Para isto, € necessdrio que

lim f(z)= lim f(z)

r——1+ r——1—

ou seja

lim 2244= lim kzr—-3<
r——1+ r——1—

b=—-k-3<

k=8

iii). Por fim,

Tim f(x) = f(-1)

ou seja, devemos ter mais uma vez que

b=—k—3ok=-8

Portanto, k = —8.

Exercicio 4

1 — cos?z sen?z

lim — = lim 5
z—0 2x z—0 21

. 1lsenzsenx
= lim —
z—=02 T T
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b).
) 32 . 32
lim N = lim =
=01 _ cos? (5) =0 gen? (5)
3
T— 2 (2
sen <2>
22
. 3
= lim ————<
=0 1sen? (7)
2
T
3
= lim

z—0
sen

=
\
v[\ﬂ&

=12

Exercicio 5

a).

, 3z +1\" . 3z -5+5+1\"
lim = lim (—
z—+oo \ 3 — H T—+00 3z —5
. 3r—5 6
= lim +
z—+oo \3x —5 3xr—5

6 x
= i 1

Tome y de tal forma que

1 6

y 3xr—5
ou seja

3 -5

Y= 7%

Observe que

Tr — +00 =y — +00

x_6y+5
3




Portanto, seque-se disto que

. 3z +1\" . 6 v
lim =lim (1+
z—+oo \ 3x — H T—+00 3r—5

b). Desejamos calcular

lim <1 + 4)
n—-+oo n

Para isto, tome y de tal forma que

wlo
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ou seja,
n
Yy=-—
4
Assim, teremos que

n— +00 =y — +00

n =4y

Portanto,

4 n 1 4y
lim (1 + ) = lim (1 + )
n—-+oo n Yy—r+00 y

1\*1*
= lim [(1+) ]
y—r—+o00 Yy
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, sabendo que

r=1

d
Problema 1 Encontre 4y

oo- )]

b). y— (33“" + 2) (x4 1),

jo

x
Problema 2 Mostre que a func¢ao
22 +2 sex <1
fz) =

r+2, sex>1

¢ continua, mas nao-diferencidvel em x = 1.
Problema 3 Dado que f'(z) = /3z + 4 e g(x) = 2> —1, encontre F'(z) se F(z) = f(g(z)).

Problema 4 FEncontre as equacgoes de duas retas pela origem que sao tangentes a elipse de
equacdo 2x% — 4x +y? +1 = 0.

FEncontre todos os

Problema 5 Uma particula move-se ao longo da curva y = — 1
x
valores de x nos quais a tara de variacao de x em relacao ao tempo € trez vezes a de y.

T
[Suponha que - "unca é nula).

Boa sorte!
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Exercicio 1 Desejamos calcular

dy
dr|,_4
onde
3\ 1%
a). y= [sen ()]
T
Para isto considere
V= —
T
w = senv
e observe que .
Yy = w2

Assim, usando a regra da cadeia, ma forma de
Leibnitz, teremos que

dy  dy dwdv

dz ~ dw dv dz

Portanto,

1 )
= —jsen%?)cos?)

r=1

dy
dx

b). y = (395;2) (72 +1)

Considere

e observe que

3z —(3x+2) 2

-T2

/
p'(x) p .

(@) = =507 = =2
Além disto, temos que
y =p(x)q(x)

e, usando a regra do produto, teremos

dy
- =P (@)a(z) +p(2)q (z)
T
2 5 3z + 2 5
= —_—— - 1 -
(-3 e+ (57) (-5)
_2422° 152+ 10
- T 27
—22° — 152 — 12
= —
Logo,
d7y _—23:5—1535—12 _ 99
dx =1 B .’E7 =1 B

Exercicio 2 Sendo

x2+27sex§1

fz) =

T+ 2,sex>1
observe, que
e f(1) =3. Ou seja, f(1) existe.
o lim f(z)= xEI{Ier—i_ 2=3;

z—1t
lim f(z) = lim 22+ 2= 3;
r—1— r—1—
Portanto,
lim f(x) =3

z—1

e Por fim, temos que

lim f(z) = f(1)

x—1



Podemos concluir, com isto, que a funcio f €
continua em x = 1.
Porém,
_ f(+h)—f1)
1) = lim ———F——"~
)= lim N

oy SR =3
h—0 h

e, para h — 0%, tem-se

g JAER) =3 (L) +2-3
h—0t h h—0t h
h
= 1uam -
h—0+ h

=1
por outro lado, para h — 07, tem-se
1 — 2 _
lim fA+h) -3 lim (1+h)*+2-3
h—0— h h—0— h
. 1+2h+h*-1
= lim ——
h—0— h
= lim 2+ A
h—0—
=2
Ou seja,

Exercicio 3 E dado que
F(x) = f(g(x))
Portanto, usando a regra da cadeia, teremos
Fl(z) = f'(9(x)) g'(2)

Como

f(z) =3z +4

glw) =a* -1
seque-se que
f(g(x)) = /3g(x) + 4
=3 (x2—-1)+4
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g'(z) =2z
Assim,
F'(z) =22v/322 + 1
]
Exercicio 4 Considere P = (a,b) como sendo o

ponto da curva sobre a elipse
20° —4dxr+y* +1=0

onde a reta tangente passa pela origem. Admitindo

y = f(z) e, usando derivagao implicita sobre a
equacao da elipse dada, teremos
d
dr—4+29%Y =0
dx
ou seja
dy 2-2x
/ = — =

Portanto, o coeficiente angular da reta que estamos
procurando € dado por

_2—-2a

)

Aqui, estamos usando que b = f(a). Além disso,
como P é um ponto da elipse, seque-se que

m = f'(a)

20 —4a+b?+1=0<
20> —4a+2-240+1=0<
20 -1+ =1«

b=+/1—2(a—1)2

Agora, perceba que, a reta que passa pelo ponto
P = (a,b) com coeficiente angular m, é dada por

y—b=m(zr—a) &

(1 —a)(r—a)
yob=2—

Como a reta que procuramos deve passar pela origem,
seque-se que

_,(1—a)(=a)
—b= QT &

—b? = —2a+ 2% &

b? = 2a — 24>



Ou seja
1-2(a—1)*=2a—2d* <
1—2a%+4a—-2=2a—2d° &

da—1=2a &

1
o=
2
donde seque-se que
Y
2
e
2-1
m=+ =42
1
2

E, as retas procuradas sao

y=V2zrey=—2zx

Exercicio 5 Como a particula estd movendo-se
sobre a curva

Gabarito 22 Prova

seque-se que

dy_dydi:

dt  dx dt

22+ 1—222dx

(a2 +1)° dt
_ —z2 41 dﬁ
(a2 +1)° dt

Estamos interessados nos pontos sobre esta curva
onde

dr _dy
dt T dt
Entao,
dy ., —a®+1dy

dt (224 1)% dt
donde teremos

3ﬂ -1
(@2 +1)°

322 +3=s'+222+1<

24522 -2=0

e, resolvendo a equagdo bi-quadrada, teremos

—5++/33

S
v 2



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral I - Turma M1

Prof°. Edson
3% Prova 1° Semestre 2013
Data: Quarta-feira, 25 de Setembro de 2013 Duragao: 14:00 - 16:00

Problema 1 Determine e classifique os pontos extremos da fung¢ao

22 —1,sex>1

fz) =

1—22 sex <1

Problema 2 Calcule os limites, caso existam.

33— 3"
a). lim ;
x——00 h — HT
b). lim T CoS :E2+ et
r—0 x

Problema 3 Ache o ponto do grdfico de y = x* + 1 mais préximo do ponto (3,1).

Problema 4 Resolva as integrais

a). / (I 2)2da;

b). /x2\/md:v.

Problema 5 Calcule a drea da regiao delimitada pelo conjunto formado pelos pontos (x,y)

tais quex >0 e —x <y < x — 22,

Boa sorte!
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Exercicio 1 Sendo

2?2 —1,sex>1

f(z) =
1—22,sex <1
Teremos
2x, sex >1
f(z) =
-2z, sex <1
e
. fA+R) = f()
4 _
F(1) = fim, h
= lim fa+h
h—0 h
mas,
2 _
p SOER) L (A R? -1
h—0+ h h—0t h
. 14+2h+h%2-1
= lim ——
h—0t+ h
=2
e
. 2
P O R el Gl
h—0— h h—0— h
. 1—-1—-2h—n?
= lim —M—
h—0— h
=-2
ou seja

Observe, entretanto que, fazendo
fl@)=0

teremos como candidato oponto x = 0 e, além disto
temos que
f(x)=-2,sex<1

e, isto nos permite afirmar que x = 0 € um ponto
de mdximo absoluto, haja visto que € o unico
candidato. Embora f'(1) ndo exista, se observarmos
o grdfico de f poderemos perceber que x = 1 é um
ponto de minimo local. |

Exercicio 2

a). Usando o Regra de L’Hospital teremos
—3%In3

z——o00 —5%In b

. In3 3\”
= lim (— ) (=
z——oco \ In 5 5

lim 3 -3

r——00 H — H% o

= +OO
O
b). Para resolvermos este limite observemos
imicialmente que
xr—=>0=>zcosz+e " =1
e
z—=0=22=0"
Portanto
rcosr +e "
g T
z—0 xT
|
Exercicio 3 Seja P = (a,b) um ponto qualquer

sobre o grdfico de y = z% + 1, ou seja
b=a’>+1

A distincia entre o ponto P e o ponto (3,1) é dada
por

d=+/(a—3)2+(b—1)2
=+/(a—3)2+a*

=+va*+a2—-6a+9



Considere a fung¢do
g(a) =a* +a*> —6a+9

e observe que, minimizando a fun¢do g, estamos
também minimizando a funcao d. Para isto, perceba
que

g'(a) = 4a® +2a -6

e nossos candidatos a extremos sao obtidos como
solugdo da sequinte equacdo

g'(a)=0=
406 +2a—6=0=

20 +a—-3=0

Donde seque-se que a = 1 é a unica raiz real e,
portanto nosso unico candidato. Para confirmarmos
que de fato trata-se de um ponto de minimo para a
func¢do g, observe que

g’(a) =6a®+1>0,Ya e R

Com isto,temos que b = 2 e o ponto procurado é
(1,2). |

Exercicio 4

a). Desejamos calcular a integral

/x (Inz)? dx

Usando integracao por partes, tome

u=(Inx)?
dv=xdr
e observe que
du — 2lnmdx
x
L
2

Assim, temos que

2

/:E (Inz)? do = %(11156)2 - /x Inzdz (1)

Usando novamente o método de integragao por
partes, tome

z=Inx

dw =z dx
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e observe que

1
dz = —dx
T
22
w=—
2

donde seque-se que

2
/xlnxdm = x—lnxf 1/xdx
2 2

2 2

:%lnx—%—i—k

Assim, substituindo este resultado na equagdo (1),
teremos

2 IEQ 1
/x(lnx) dx:? [(lnx)z—ln:c-l-2 +k

onde k € R. O

b). Desejamos calcular a integral
/xQ\/x — ldz
Para isto, tome u=x — 1 e observe que

du = dx

r=u-+1

Logo, seque-se que

/x%/ﬁdx = /(u + 1)*Vudu

= /(u2 +2u+ 1)u%du

2U% 4ug QU% i
7 T T3t
2w —1)F Az —1)3
7 5
2r —1)3
(Gt LI
3
onde k € R. |
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Exercicio 5 Observe inicialmente que as curvas pode ser obtida através da integral
y=—x e y=x—2° interceptam-se em =0 e

x = 2. Logo a regidgo delimitada por estas curvas estd A= /2 |x 22 a:| da
compreendida no intervalo (0,2) e a drea desta regiao 0

2
:/(2x—x2)dz
0
312
:1’2—x—
3 1o
3
_4
-3
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Problema 1 Calcule os limites, caso existam.

\/:10—1—2'

a). lim =5

e

8|~

b). lim

z—0t X

Problema 2 Em que ponto(s) a reta tangente d curva y®> = 2% é perpendicular a reta
r+2y—2=07

3

Problema 3 Determine o ponto do grdfico de y = x* mais prézimo do ponto (4,0).

Problema 4 Resolva as integrais
a). /I2<ZE + 1)19x;

b). /e‘”cos 2rdr.

Problema 5 Calcule a drea da regido entre as curvas y? = —4x e 12 = —4y.

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Usando a Regra de L’Hospital teremos
1
Vr—1-2 . 21

lim

r—5 ;L’z —5 B r—5 2x
i 1
= 1lIlm ——F—=
z—=5 4r/x — 1
_ 1
40

O

b). Novamente usaremos a Regra de L’Hospital:

_1 1
[ . z
lim %

1
z—=0t ez

lim
r—0t I

= lim

Exercicio 2 Observe que a reta em questdo possui
coeficiente angular

1
mo — =
2
LOgO, a reta que estamos pmcumndo pOSSui

coeficiente angular mq, sendo
mi-mo = -1
ou seja,
my = 2
Considere (a,b)
y3 = 222, tal que
dy
dx|,._

sendo o ponto sobre a curva

a

usando deriwacao implicita sobre a equagao da curva
dada, teremos

dy
= =4
Y dx o
donde seque-se que
dy _da
dei|,_, 3b2

Como o ponto (a,b) estd sobre a curva, seque-se que
b =2a® & b= V2?2
Assim, temos

@ 4a

dr|,_, 3v4a*

Voltando a equagao (1) teremos

4
¢ 9w

3v/4a* B
da = 6V4a* &
204 = 3V/4a* &

8a® =27 -4a* &

2
a=—
27
e, em conseqiéncia disto,
2
b= —
9

Ou seja, o ponto procurado €



Exercicio 3 Seja P = (a,b) um ponto qualquer
sobre o grifico de y = x3, ou seja

b=a’

A distancia entre o ponto P e o ponto (4,0) é dada
por

d=+/(a—4)2+(b—0)2

=4/ (a—4)2+ab

=/ab + a2 —8a+ 16
Considere a funcao
g(a) = a® +a* — 8a+ 16

e observe que, minimizando a fun¢do g, estamos
também minimizando a funcao d. Para isto, perceba
que

g'(a) = 6a° +2a — 8

e nossos candidatos a extremos sdo obtidos como
solugdo da sequinte equagao

g'(a)=0=
6a® +2a —8=0=

3¢°+a—4=0

Donde seque-se que a = 1 é a unica raiz real e,
portanto mosso unico candidato. Para confirmarmos
que de fato trata-se de um ponto de minimo para a
func¢do g, observe que

g”(a) = 30a* +2 > 0,Va € R

Com isto,temos que b = 1 e o ponto procurado é
(1,1). [ |

Exercicio 4

a). Desejamos calcular a integral

/:102(90 +1)*0dx
Para isto, tome u=x + 1 e observe que

du =dx

r=u—1

Gabarito Prova Final

Logo, seque-se que

/1‘2(58 +1)0dz = /(u —1)%u'du
= /(u2 —2u+ Du'du

— / <u12 _ 2u11 +’LL10) du

onde k € R. O

b). Agora, queremos calcular a integral

/efmcos 2z dx

Usando integragao por partes, tome
u=e
dv = cos2x dx

e observe que

du = —e *dx

1
v = —sen 2z
2
Assim, temos que

1 1
/efzcos 2z dx = ge*msen 2r + §/efrsen 2xdr
(2)

Usando mnovamente o método de integra¢ao por
partes, tome

z=c¢e

dw = sen 2z dx
e observe que

dz = —e *dx

1
= —— 2
w 2COS x



donde seque-se que

1 1
/e*Isen 2xdx = —ie*“’cos 2r — i/efmcos 2xdx
3)
Assim, substituindo o resultado obtido na equagdo
(2) na equagio (1), teremos
_ 1 1 _
e *cos2x dr = 56 “sen 2x — Ze Tcos 2x—
! / ~cos 2ud
— — [ e Fcos2xdx
4
Ou seja,
5 1 1
Z/e_zcos 2z dr = ie_msen 2r — ie‘”cos 2¢ + k
e
/e*g”cos 2xdr = % (2sen 2z — cos2x) + k
onde k € R. |

Exercicio 5 Observe inicialmente que as curvas

y? = —4x e 22 = —4y interceptam-se em x = —4

Gabarito Prova Final

ex = 0. Logo a regiao delimitada por estas curvas
estd compreendida no intervalo (—4,0) e a drea desta
regiao pode ser obtida através da integral

0
A:/
—4

0 22
= / \/—4;6—de
—4

2

N

4dx

1 3
= |—=/(—4z)3 — —
12|,
64 64
= 0— _—— —_—
-5+ %)
_ 16
3
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Problema 1 Calcule os limites:

. 1/6+h
a)- flfi%ﬁ(smh_z)’
3—Vh2+h+9

h——1 h3+1
Problema 2 Calcule os limites:

. 3 5
a). lim (————);
t——1+t \t+1 2 —1

o Tx® — 1522
b). Jlim —5

Problema 3 Dada a funcao

3r+2, sex <4

f(x) =
br+k, sex >4

Encontre o valor de k para o qual f seja continua em x = 4.

Problema 4 Calcule os limites:

.1 —cos2x
a). lim ———;
z—0 4dx
s
I —x
b). lim 2 :
r—3 COST

Problema 5 Cualcule os limites:
3z _ 2z
a). lim——;
x—0 €

1 n
b) ngriloo (1 + %) .

Boa sorte!
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Exercicio 1 |
a).
Exercicio 2
. 1 /6+4+h . 1 /6+h—6—4h
lim — —-2l=lm-—m—F—
h—0 h \ 3+ 2h h—0 h 3+ 2h a).
1h—4h . 3 5 . 3t—3-5
= lim — — m (—=——— )= lim ———
h—0 h 3+ 2h to—1+ \t+1 t2—1 ts—1+ t2—1
_ .1 =3h ~ fim 3t—38
TS0 h3+ 2k Tt ((+D)(E-1)
_3 Observe que, quando t — —17 temos
= lim
h=0 3+ 20 t>-1=t+1>0=>t+1—-0",
=1 t—1— —2,
O
e
b). Desejamos calcular 3 _8 s _11
A— 1 3—Vh2+h+9 _
=R Ou seja
Para isto, multiplicaremos o numerador e de- _ 3 5
nominador da funcao em questdo por ti@h (t 1 tg_l) = +00
3+ Vh2+h+9 .
donde, teremos
. 9—h?2—-h-9 b).
A= lim
h==1(h3 +1) 3+ Vh>+h+9) e
3 _ =
1 723 — 1522 oy v (7 T )
— lim —h(h+1) zﬁlr}rloo 132 B IHHEOO 13z
h==1(h3+1) 3+ Vh2+h+9)
22 (7 — E
= lim —h(h+ 1) lim x
h—==1 (h+1) (h2—h+1) (3+ VhZ+h+9) @00 13
I —h = +00
= lim
h=>=1(h? —h+1) 3+ Vh?+h+9) -

Exercicio 3 Para que a funcdao f seja continua
x = 4 devemos ter que



i). f(4) existe!
Para isto, observe que

F(4) =204k

ou seja, f(4) depende da constante k, mas
existe.

ii). g}l_r)r}1 f(x) existe!

Para isto, € necessdrio que

li =1
A )= i 7@
ou seja
lim 52+ k= lim 3z +2 <&
r—4+ r—4—
20+k=14<
k=-6
iii). Por fim,

lim f(x) = f(4)

z—4

ou seja, devemos ter mais uma vez que

14=20+k = k=—-6

Portanto, k = —6. |

Exercicio 4

. 1—cos2z . 1—cos2x 1+ cos2z
lim = lim
z—0 4z z—0 4z 1+ cos2x
1 — cos?2z

= lim — "%
#50 4z (14 cos2z)

sen?2x
=lim —————
z—0 4z (1 + cos 2z)
sen 2x sen 2x
2z 2(1+ cos2zx)

= lim
x—0

=0

b).

Gabarito 12 Prova

Desejamos calcular

T
5 — T

lim
z—Z COST

Tome

s
y=x— 7
2

Observe que
T
T — 3 =y—0

™

x:y+2

Portanto, seque-se disto que

T
Z_ 2 _

lim -2 = lim Yy

z—>Z COST y—0 cos (y + g)

. —Y
= lim —~ —~
y—0 COSyCos 5 — senysen 5

I 1
= lim -
J0 Seny
Yy
=1
Exercicio 5
a).
3x 2x x
. € e . 1
lim = lim e**
z—0 x z—0 €T
Tome
y=e"—1

Observe que

xr—=0=y—0

r=1In(y+1)



Portanto, seque-se disto que

3x 2x x
. e —e . et —1
lim ———— = lim &**
z—0 x z—0 x

= lim ( i

12—
s ) In(y + 1)

—1)2
- hml(yi)
. gln(y+ 1)

—1)2
= lim 7(‘7; ) I
v=0In(y +1)¥

=1

b). Desejamos calcular

lim (1 + 1)
n—-+0oo 3n

Gabarito 12 Prova

Para isto, tome y de tal forma que

1

y  3n
ou seja,

y=3n

Assim, teremos que

n— +00 =y — +00

Portanto,

Il

E

B
7N

—

+
< | =
~
ol

1 n
lim (1 + )
n—-+oo 3n y——+o0

|
B
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, sabendo que

r=1

Problema 1 Encontre Z—y
T

Problema 2 Mostre que a func¢ao

224+x4+1,sex<1

fz) =

3z, sex > 1

¢ continua em x = 1. Verifique se € diferencidvel em x = 1. Se for, encontre o valor da
derivada nesse ponto.

Problema 3 Determine f'(z?) sabendo que L [f(2?)] = 22.
Problema 4 Em que ponto(s) a reta tangente a curva y® = 2x® é perpendicular a reta
r+2y—2=07

Problema 5 Uma particula move-se ao longo da curva 16z? + 9y? = 144. Encontre todos
0s pontos (x,y) nos quais as taras de varia¢ao de x e de y em rela¢ao ao tempo sao iquais.

d d
[Suponha que d_f e d_?; nunca sao nulas no mesmo ponto/.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Desejamos calcular

dy
d.]? =1
onde
a). y=/2+tg (22)
Para isto considere
v = 2>
w=2+4+tgv

e observe que
_ 3
y=vw
Assim, usando a regra da cadeia, ma forma de
Leibnitz, teremos que

dy _ dy dwdo
dz ~ dw dv dz
1 2

= —w” 3 sec? v (21)

2x sec? x2

34/[2 + tg (a2)]

2

Portanto,

dy 2 sec? 1

dz

=t 3{/l2+ g (1))

Considere
() = z—1
b z+1
q(z) = 227 — 2?
e observe que
r+l—ax+1 2

piw) = (z+1)2  (z+1)?

¢ (z) = 142° — 2z
Além disto, temos que
y = p(x)q(z)

e, usando a regra do produto, teremos

dy
Iz =p'(z)q(z) + p(z)q'(x)
T
2 z—1
— (247 — 22 142% — 2
(x—i—l)Q(x x)+(x+1)( . a:)
:L(7x7+2x6—7x5—x2—x+1)
(x+1)2
Logo,
dy 272" + 225 - 72° —2? —z +1)
29 — 5
dr|,_, (x+1) -
_1
2
[ |

Exercicio 2 Sendo

x2+x+1,sex§1

fz) =

3z, sex > 1
observe, que
e f(1) =3. Ou seja, f(1) existe.
o lim f(z)= lim 3z =3;

z—1t z—1t

lim f(z)= lim 22 +2+1=3;
r—1— r—1—
Portanto,

lim f(z) =3

rz—1

e Por fim, temos que

lim f(z) = f(1)

x—1



Podemos concluir,
continua em x = 1.
Porém,

com isto, que a funcao f €

e, para h — 07, tem-se

by JAER) =3 314 k) -3
h—0t h h—0t h

= lim %

n h—0t+ h

=3

por outro lado, para h — 07, tem-se

f(I+h)—3 1+h)?2+(1+h)+1-3

lim ———— =1
hl{él* h hi{(r)l* h
. 3h+h?
= lim
h—0— h
= lim 3+h
h—0—
=3
Ou seja,
ff(y=3
|
Exercicio 3 Sabe-se que
d
I [f(JTQ)] =2
Portanto, usando a regra da cadeia, teremos
f'(z*) (22) = a?
Portanto 9
2y =2 %
Fa)=5-=5
|

Exercicio 4 Observe que a reta em questdo possui
coeficiente angular

Gabarito 22 Prova

Logo, a reta que estamos procurando possui
coeficiente angular mq, sendo
mi-mo = -1
ou seja,
mi = 2

Considere (a,b)
Y3 = 222, tal que

sendo o ponto sobre a curva

dy

= =2 1
dz|,_ ™ (1)

a

usando derivacdao implicita sobre a equagao da curva
dada, teremos

dy
3y’ =4
v v
donde seque-se que
dy _da
de|,_, 3b?

Como o ponto (a,b) estd sobre a curva, seque-se que
b =2a* & b= V2a?

Assim, temos

@ _da
dx|,_, 344"

Voltando a equagdo (1) teremos

4
 _9s

3Y4a4

da = 6V4a* &

2a = 3V4ad* &

8a% =27 - 4a* &

2
a=—
27
e, em conseqiéncia disto,
2
b= -
9

Ou seja, o ponto procurado €

w=(22)



Exercicio 5 A particula move-se sobre a curva
1622 + 9y* = 144

Logo,
dx dy
20— + 18y— = 2
Sxdt+ 8ydt 0 (2)

Desejamos encontrar os pontos (z,y) onde
dr dy
dt — dt
Assim, substituindo (8) em (2), teremos
dz

dzx
32: 2 118y — 0 =
o T

do _

0
dt

(32 + 18y)

dx
Como I % 0, seque-se que 0s pontos procurados
obedecem a equacgao

2z + 18y =0«

—y
16

Gabarito 22 Prova

Como estes pontos estao sobre a curva dada, seque-se
que

fng
16 | —= 9y? = 144 =
(58) +or

81y2

=L L9 =144 >
6 T
2 _ 16-144
225
16
::l:—
y 5
e
o)

. 9 16
Portanto, os pontos procurados sao Ay e

9 16
o2 [
(-55)
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Problema 1 Determine e classifique os pontos extremos da fung¢ao

flz) = %2 (z* + 62° — 1827)

Problema 2 Calcule os limites, caso existam.

8=

b). lim — .

z—0t I

3

Problema 3 Determine o ponto do grifico de y = x* mais prézimo do ponto (4,0).

Problema 4 Resolva as integrais
a). /mz(:c + 1)19x;

b). /e‘”cos 2xdr.

Problema 5 Calcule a drea da regido entre as curvas y? = —4x e 22 = —4y.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Sendo Exercicio 2
1
f(x) = 1 (304 + 6% — 183?2) a). Usando a Regra de L’Hospital teremos
teremos y Vi—1-2 . iil
1 . m =,
fl(z) = D (4335 +18z2% — 36£E> a=s 22 —5 @5 20
I 1
= lim ———
= 2 (207 + 9z — 18) =5 Az — 1
FEntao, seque-se que 1
flx)=0= )
O

5 (207 402 -18) =0 =

z(22° +92—18) =0

Donde seque-se que os candidatos a extremos da
fungao f sao
3
r=0,r=—-ex=—6
2
Para classificar tais candidatos devemos utilizar a
fungdo f". Para isto, observe que

1
F'@) =4 (122” + 36z — 36)

=224+3z-3

F(—6)=15>0

Portanto, x = 0 é um ponto de mdrimo absoluto,
T = e x = —6 sao pontos de minimo. Como
f(%) = —% e f(—=6) = —b4, seque-se que v = —6
€ um ponto de minimo absoluto e xt = 5 € um
ponto de minimo local. |

[\SI[9N)

oo

b). Novamente usaremos a Regra de L’Hospital:

. e = .
lim = lim
r—0t T z—0t ¢

1
z

= lim T
=0t — e
xT

. 1
= lim -
z—0t gz
=0
|
Exercicio 3 Seja P = (a,b) um ponto qualquer
sobre o grdfico de y = x>, ou seja
b=ad?

A distancia entre o ponto P e o ponto (4,0) é dada
por

d=+/(a—4)2+(-0)2

=+/(a—4)%2+ab

=S +a? —8a+ 16



Considere a fung¢do
g(a) = a® +a*> — 8a+ 16

e observe que, minimizando a funcao g, estamos
também minimizando a fungao d. Para isto, perceba
que

g'(a) = 6a° +2a — 8
e nossos candidatos a extremos sdo obtidos como
solugdo da seguinte equacdo

g'(a)=0=
6a° +2a —8=0=

3¢°+a—-4=0

Donde seque-se que a = 1 é a unica raiz real e,
portanto mosso unico candidato. Para confirmarmos
que de fato trata-se de um ponto de minimo para a
funcao g, observe que

g”(a) = 30a* +2 > 0,Va € R

Com isto,temos que b = 1 e o ponto procurado é
(1,1). |

Exercicio 4

a). Desejamos calcular a integral

/xQ(x +1)10dx
Para isto, tome u = x + 1 e observe que

du = dz

r=u—1

Logo, seque-se que

/x2(a? +1)0dx = /(u — 1)%u'du
= /(u2 —2u+ 1)u'ldu

= / (u12 —ouM ulo) du

u13 ’LL12 ull

=13tttk

Gabarito 32 Prova

onde k € R. O

b). Agora, queremos calcular a integral

/e*Icos 2z dx

Usando integracao por partes, tome

u=e "

dv = cos 2x dx

e observe que

du = —e *dx

1
v = —sen 2z
2
Assim, temos que

1 1
/e*zcos 2z dx = ie*wsen 2x + i/efisen 2xdx
(1)

Usando novamente o método de integra¢ao por
partes, tome

—T

zZ =€

dw = sen 2z dx

e observe que
dz = —e "dx
W = ——=cos 2x
2
donde segque-se que

1 1
/e_’”sen 2xdr = —§e_xcos 2x — 5/6_”’005 2xdx
(2)

Assim, substituindo o resultado obtido na equacdo
(2) na equagao (1), teremos

1 1
/e_””cos 2z dr = ie_g’sen 2x — Ze_lcos 20—

1
— Z/e‘”cos 2xdx

5 1 1
Z/e‘”cos 2¢ dx = §e_xsen 2x — Ze_’”cos 2 + k

Ou seja,

e
e-.’K
/e_“cos 2xdr = - (2sen 2z — cos2z) + k

onde k € R. |



Exercicio 5 Observe inicialmente que as curvas
y? = —4x e 22 = —4y interceptam-se em x = —4
e x = 0. Logo a regidgo delimitada por estas curvas

estd compreendida no intervalo (—4,0) e a drea desta

Gabarito 32 Prova

regido pode ser obtida através da integral

A

2

v —dx — % dx

3

0 22
/ vV—4r — —dx

L 4

1 . 3
/T

6 12]_,

64 64
0 N i
{ 6 12} ‘

16
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Problema 1 Calcule os limites, caso existam.

33— 3"
a). lim ;
x——00 h — HT
b). lim T COS :E2+ e *
z—0 x

Problema 2 FEncontre as equacgoes de duas retas pela origem que sao tangentes a elipse de
equacdo 2% —4x +y? +1 = 0.

Problema 3 Ache o ponto do grifico de y = x*> + 1 mais prézimo do ponto (3,1).

Problema 4 Resolva as integrais

a). / (lnz)’dz;

b). /xzmdx.

Problema 5 Calcule a drea da regigo delimitada pelo conjunto formado pelos pontos (z,y)
tais que x >0 e —x <y < x — 22,

Boa sorte!
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Exercicio 1
a). Usando a Regra de L’Hospital teremos

. 3—-3* —3*In3
lim = _

= m
rz——o0 H — HT z——o00o —HZInH

. In3 3\
= lim (— -
T——00 11’15 5

= +OO
O
b). Para resolvermos este limite observemos
inicialmente que
x—0=zcosr+e =1
e
r—0= 1% —0"
Portanto
rcosT e 7
lim ————— = 400
x—0 x€X
|
Exercicio 2 Considere P = (a,b) como sendo o

ponto da curva sobre a elipse
202 —dr +y* +1=0
onde a reta tangente passa pela origem. Admitindo

y = f(z) e, usando derivagcdo implicita sobre a
equacgdo da elipse dada, teremos

d
dr —4+2yY =0
dx
ou seja
dy 2-2x
/ = — =

Portanto, o coeficiente angular da reta que estamos
procurando € dado por

Aqui, estamos usando que b = f(a). Além disso,
como P é um ponto da elipse, seque-se que

20 —da+b?+1=0<
202 —4a+2-2+b+1=0<
2012+ =1

b=+/1—2(a—1)2

Agora, perceba que, a reta que passa pelo ponto
P = (a,b) com coeficiente angular m, € dada por

y—b=m(r—a) &

(1—-a)(x—a)

_bh=29
y b

Como a reta que procuramos deve passar pela origem,
seque-se que

_,(1—a)(=a)
—b= 2T &

—b? = 20+ 2d® &

b? = 2a — 24°
Ou seja

1-2(a—1)?=2a—2d* <
1—2a®+4a—2=2a—2d° &

da—1=2a <

donde seque-se que



m=+ =4+V2

FE, as retas procuradas sao
y=+V2zey=—V2z
|

Exercicio 3 Seja P = (a,b) um ponto qualquer
sobre o grifico de y = 2% + 1, ou seja

b=a?>+1

A distancia entre o ponto P e o ponto (3,1) é dada
por

d=+/(a—3)2+(b—1)2
=+/(a—3)%+a*

=+Vva*+a%—-6a+9

Considere a func¢do
gla) =a*+a*—6a+9

e observe que, minimizando a funcdo g, estamos
também minimizando a funcao d. Para isto, perceba
que

g'(a) = 4a® +2a — 6

e nossos candidatos a extremos sao obtidos como
solugdo da sequinte equacdo

g'(a)=0=
40> +2a—6=0=

20 +a—-3=0

Donde seque-se que a = 1 é a unica raiz real e,
portanto mosso unico candidato. Para confirmarmos
que de fato trata-se de um ponto de minimo para a
funcao g, observe que

g’(a) =6a® +1>0,Ya € R

Com isto,temos que b = 2 e o ponto procurado é
(1,2). |

Gabarito Prova Final

Exercicio 4

a). Desejamos calcular a integral

/g: (Inz)? dx

Usando integragao por partes, tome

u = (Inx)?
dv=xdr
e observe que
21
du=""24
x
L
2

Assim, temos que

/ac (Inz)? do = %Q(lnx)2 - /x Inzdx (1)

Usando mnovamente o método de integracdo por
partes, tome

z=Inzx
dw = zdx
e observe que
1
dz = —dx
x
22
W= —
2

donde seque-se que

2
/xlnxdm = x—lnx— 1/xdx
2 2

2 2

:%lnx—%—l—k‘

Assim, substituindo este resultado na equagdio (1),
teremos

2 I2 1
/x(lnz) dz:? (ln:z:)Z—ln:chi +k

onde k € R. O



b). Desejamos calcular a integral
/x2 vV —ldx
Para isto, tome u = x — 1 e observe que

du = dz

r=u-+1

Logo, segque-se que

/xQ\/mTldx = /(u +1)*udu

b 2l
7 5 3
2w —1)7 Az —1)3
- 7 5
2z —1)3
TGl L

Gabarito Prova Final

onde k € R. |

Exercicio 5 Observe inicialmente que as curvas
y=—x e y=x—2° interceptam-se em =0 e
x = 2. Logo a regidgo delimitada por estas curvas estd
compreendida no intervalo (0,2) e a drea desta regiao

pode ser obtida através da integral

2
A:/ |m—x2+x|dx
0

2
= / (22 — 2%)dx
0
32
= xQ—x—
3o
3
_4
-3
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Problema 1 Cualcule os limites:
: 6 _.3).

a). xEI_POO( 20 +5 — 2%);

b). lim (x—i—%)gz.

T—+00
Problema 2 Cualcule os limites:

99 — 99°

a). lim ;
r—3 {L‘—3

tgr —1

b). lim -5~
=7 r—7

Problema 3 Encontre um valor diferente de zero para a constante k que torne a funcao

tg kx

,sex <0
f(x) =
3z +2k% sex >0

continua em x = 0.

Problema 4 Cualcule os limites:

VETi-2
2

a). lim ;
x—0 xX

b). lim 2 — cos 3z — coS 43:‘
x—0 x

Problema 5 Cualcule os limites:

: N . sen (2% + 3z +2)
@) Jim (1+5) " A

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Considere

A= lim ( x6+5—x3)

T——+00

Observe que

3\ Vol + 5+ a®
A= lim (\/x6+5—x3)7
T—+00 Vb + 5+ a3

. 28 +5— 26
= lim

z—=400 /6 + 5+ 23

5
lim —
z—+o0 /g0 + 5 + 23

=0
O
b). Observe que, quando © — 400, tem-se que
2
- =0
T
2
T+ — — 400
T
3r — +00
Logo
9 3z
lim (x + ) = 400
r——+00 x
|

Exercicio 2

a). Desejamos calcular o seguinte limite

. 997 — 993
lim —
r—3 r—3

Para isto, considere

u=x—3

e observe que,

r—=>3=>u—0

r=u+3
Logo
_99® —993 99(ut3) — 993
Iim —— =lim ——
r—3 €T — u—0 u

. 99“993 — 993
=lim ——
u—0 u
3 u
~ fim 99° (99* — 1)
u—0 u
Considere agora,
w=99" -1

e observe que,

u—0=w—=0

u = loggg(w + 1)

— 09 lm
w—0 = loggg(w + 1)

1
~99% lim ———
w=0 loggg(w + 1)w

931

loggg e

=99%1n99



b). Desejamos agora, calcular o limite

. tgx—1
lim ———
T— 7 x—z
Tome
™
w=r——
4

e observe que,

4
e
+7r
T=w+ —
4
Ou seja
tgr —1 t ) -1
lim BT L gy B0 E)
=5 T — 7 w—0 w

T sen (w + %)
tg (w+ Z) - cos(w+ Z)
4
us us
senw cos 3 +senzcosw
COSw COs 7 — senw sen 7
gsenw—i— gcosw
gcosw — gsenw

(senw + cosw)

ENIEN

(cosw — senw)

sen w -+ cosw
cosw — senw
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Portanto,

. tgx—1 . tgw+ %) -1
lim =——— = lim —————
=5 T — 1 w—0 w

sen w+cosw __ 1
— Lim Ccos w—sen w
w—0 w

senw 4+ cosw — cosw —+ sen w

lim
w0 w (cosw — sen w)

2sen w

= lim
w—0 w (cosw — senw)

sen w 1

w—0 w COSw — senw

Exercicio 3 Considere a funcdo

tg kx

, sex <0
f(x) =
3x +2k%, sex >0

Para que a fungdo [ seja continua em x = 0 devemos
ter que

i). f(0) ewiste!
Para isto, observe que
7(0) = 24

ou seja, f(0) depende da constante k, mas
existe.

ii). lim f(x) existe!
z—0
Para isto, € necessdrio que



3
ou seja
tgk
lim (32 +2k2) = lim " &
z—0t z—0- T
012 — lim o™ kx
z—0~ x cos kx
senkx k
2k% = i
xgloq— kx coskx
2k* = k
2k* — k=0
1
k=0ou—
ou 3
iii). Por fim,
lim f(x) = f(0)
z—0
ou seja, devemos ter mais uma vez que
9 1
2k =k < k=0o0u 3
Assim, como a constante k deve ser diferente de
1
zero, temos que k = —. |

2

Exercicio 4

a).

i VaZ+4-2 i Va2 +4-2x2+4+42
1im = l1im
£—0 2 z—0 x? VrZ+4+2

. 2 +4—4
= lim
20 22 (Va2 + 4+ 2)

2

= lim

X
e0 22 (VaZ 1 4+ 2)

1
= lim —
=0 /32 + 44 2
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b). Considere

2 — cos3x — cosdx

A = lim

z—0 €T
Observe que

1+1—-cos3x — cosdx

A= lim
z—0 x
. (1—cos3x 1—005430)
= lim +
z—0 x X

. 1—cos3x3 1—cosdx4
= lim -+ -
x T 3 T 4

Exercicio 5

a). Queremos calcular o limite

lim (1 + 3)
T—+00 x

Para isto, tome

Wl

e observe que

T — +00 = w — +00

T = 3w

Assim,

—x 1 —3w
lim <1 + 3) = lim (1 + )
Tr—r+0o0 X w—+00 w

1
()T

w



b). Desejamos calcular

sen (z2 + 3z + 2
Bo g M 3742)
x——1 3+ 1

Para isto, perceba que

2 +3r+2=(x+1)(z+2)

B rl=(z+1)(z?—2+1)

Gabarito 12 Prova

Logo,

. osen[(z +1)(x + 2)]
b= D@ -t

— lim (z 4+ 2)sen[(z + 1)(z + 2)]
a—-1(z+2)(x+1)(z2 —x+1)

sen[(z+1)(x+2)]  (z+2)
o1 (r+D(@+2) @2—z+1)
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Colegiado de Engenharia Civil
Calculo Diferencial e Integral I - Turma MX

Prof°. Edson
22 Prova 2° Semestre 2015
Data: Tercga-feira, 16 de Fevereiro de 2016 Duragao: 14:00 - 16:00

Problema 1 Calcule a derivada das fungoes

). 1) = (Vi + })

x
b). f(z) = ——.

Problema 2 Sendo f(x) = |[senz|. Calcule f'(x) e mostre onde f nao é derivdvel.
Justifique.

Problema 3 Onde a reta normal a pardbola y = x —x* no ponto (1,0) intercepta a pardbola
uma sequnda vez?

Problema 4 Se xy + €Y = e encontre o valor de y" no ponto onde x = 0.

Problema 5 O volume de um cubo cresce a uma taza de 10 cm?®/min. Com que rapidez
estd crescendo sua drea quando o comprimento de uma de suas arestas for 30cm?.

Boa sorte!
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2° Semestre

Data: Segunda-feira, 29 de Fevereiro

Exercicio 1 _o 1 a8 1 1
B 2 3 278 33
a). Desejamos calcular a derivada da fungdo ) ) ) )
1 \2 - (2_3x6 2x6 _3503)
)= (ve+ o) o
=1+ 5 5
dxs  3xs
Observe que
O
f(x) = pla(z))
b). Desejamos agora, calcular a deriwada a sequinte
sendo fungao
x
f(@) = ==
1 241
ale) = Vo + o e
Considere
1 1
=x2 +x 3 fx :p(I)
(@) q(x)
p(z) = z? sendo
com p(z) =z
1., 1 1,
¢(2) = ga27 —qa7® q(z) = Va* +1
1 1
= §$*% - 53;*% Observe que
o1 p(z) =1
2V 3R
q(z) = u(v(z))
P(x) =2
com
Assim, usando a regra da cadeia, temos que )
v(r)=a+1
f'(@) =p'(a(2))d (x)
(e L) (L 1 e =
- V) \2ve 32t ¢
1 x 1 1 1 1
ol ve 111 o () = 22
2 3Vat Va2yr Yz 3Vat
1 z2z~s 1 1 ) 1
=2|=-- — u(xr) = ——=
(2 3 + 253 3x§x§> @) 2\/x




Usando a regra da cadeia, seque-se que

va?+1

e, usando a regra do quociente,

2
[q(2)]
1-vVa2+1l—a- =
_ 241
2 +1
21— =
_ V241
x2+1
z24+1—2?
_ 241
22 +1
B 1 1
SV r1a?+1
B 1
(a2 +1)}
Exercicio 2 Observe que
f(z) = [senz|
senz, sesenx > 0
—senx, sesenz < 0
senz, se2km < x < 2kmw+1
= kel

—senx, se2km — 1 < x < 2km
Assim, para x € (2km,2km + 1), temos

f(z) =senx = f'(x) = cosz
Do mesmo modo, para x € (2kw — 1,2km), temos

f(xz) = —senz = f'(x) = —cosz
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Para x = 2k,

f(2km) = ;{13% f2km + h})L — f(2km)

sen (2km + h) — sen (2km)

limh_>0+ h
. —sen (2km + h) — sen (2km
limy, - ( h) (2km)

2k h
limy o SRR LN

h
— 2

limy, - sen ( :ﬂ'—l—h) _

=3
De modo semelhante, chegamos também a conclusdo
de que f'(2km + 1) = $.  Portanto, a funcio f
€ derivdvel para quaisquer valores de x exceto para
r=2kw ex=2kn+1, comk€Z. |

Exercicio 3 O coeficiente angular da reta tangente
ao grdfico da pardbola y = x — 2% no ponto (1,0) ¢

dado por
o
o dx r=1
— (1-20)],_,
=-1

Entretanto, o coeficiente angular m,, da reta normal
ao grifico neste mesmo ponto deve obedecer a sequinte
condicao

mym; = —1
Portanto !

My, =—=1

my

Assim, a equacdo de reta normal pedida no problema
é dada por

(y — yo) = my(x — 20)
sendo (xg,y0) = (1,0). Ou seja
y=—-z+1

Para descobrir em qual outro ponto esta reta
intercepta a pardbola, devemos resolver o sequinte

sistema

y=x—x°

y=—x+1



3

Donde seque-se que x =1 ou x = —1. Como z =1
€ o ponto que jd tinhamos, segue-se que, o ponto
procurado é (—1,—2). [ |

Exercicio 4 Sabemos que
zy+e¥=e (1)

Admitindo y = y(z) e derivando implicitamente em
relagao a x em ambos os lados desta equagao teremos

y+ay +e’y’ =0 (2)

Repetindo o processo,agora com esta ultima equagao,
teremos

2 +ay" +e¥(y)? + ey =0 (3)
Tomndo x = 0 na equagdo (1), obtemos
0-y(0) +e?® =¢=
y(0) =1
Do mesmo modo, na equagao (2), teremos
y(0) +0-y/(0) + ey (0) =0 =

L+e'y(0)=0=

Por fim, substituindo x = 0 na equagdo (3), teremos

2y (0) + ¥ (3 (0))* + ey (0) = 0 =

2 1\?
—|—e<> +ey’(0)=0=
e e

3
~+ey’(0)=0=
e
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Exercicio 5 Considerando x sendo a aresta do cubo
em questao, tem-se que sua drea e volume sao,
respectivamente

Derivando ambas as funcoes em relacdo ao tempo,
teremos

dA dz
v . odz

De acordo com o enunciado do problema temos que

v _ 10cm? / min

dt

quando x = 30cm. Assim, usando estas informagoes
na equagdo (5) teremos

10=3.302% o 9T _

g i ﬁcm/ min

Usando agora a equagao (4),

94 _ 1930
dt 270

4
= —cm?/min
3
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Data: Quinta-feira, 17 de Marcgo de 2016 Duragao: 14:00 - 16:00

Problema 1 Calcule os limites

a). lim ze™®;
T—>+00

1
T

b). lim (e* 4+ z)=.

z—0
Problema 2 Considere o polinomio p(z) = x(x? — 1)?
a). Faca o estudo de crescimento de p(x);

b). Determine e classifique os pontos criticos de p(x).

Problema 3 Determine o retangulo de drea mdximo, inscrito no triangulo retangulo de
lados 6, 8 e 10 cm.

Problema 4 Calcule as integrais:

1-2t3
a). /t—gdt,

b). /cos?’x d.

Problema 5 Determine a drea da regiao delimitada pela curva y = senzx e a reta que passa
pelos pontos (0,0) e (3F,1).

Boa sorte!
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Exercicio 1 Temos que
P (z) = (2 — 1)2 +z-2(2%—1)- 2z
a). Observe que
= (22— 1)° +422(2® — 1)
lim ze™® = lim —
r— 400 r—+oo e¥

1
= lim — (regrade L' Hospital)

r——+o0 e

=0

b). Observe agora, que

lim (e*+ m)% = lim

z—0

eln [(ew+£) : }
z—0

= lim ¥ (¢ +2)
z—0

. In (e‘r+m)
=lime =
z—0

et 41
. Tix
=lime 1
z—0

(regrade L' Hospital)

. e®41
= lim e<"+=
z—0

Exercicio 2 Sendo

plz) ==z (2* — 1)2

= (2= 1) [(2® = 1) + 42?]

= (2% - 1)(52* — 1)
Além disso,

p’(z) =22 (52% — 1) + (2* — 1) - 10z
= 1023 — 22 + 102® — 10z

= 20z% — 12z

a). Observe que T = —1,17—%,%

de p'(x). Realizando o estudo de sinalde p'(x)
descobriremos que

sao as raizes
p'(z) > 0para x € (—oo, —1) U (

'(z) <0 amxe( 1 1)U
p p 5
Donde seque-se que

p(x) € crescente em (—oo,—1) U <—

(@) ¢ d " ( - )u( ! 1)
xXr) e aecrescente em -1, —F —,
P /5 V5

b). Fazendo
p(x)=0
ou seja,
(2% —1)(52* —1) =0
Obtemos como candidatos a extremos de p(x)
os valores
1

T = _17 17 T =
)

Sl



Para classificd-los, observe que

P(~1)=-20+12=-8<0

p'(1)=20-12=8>0
~<1)4+w8>0
P\™WB) "B VB B

Portanto, —1 e % s@o mdzximos locais
enquanto 1 e — \% sao minimos locais. |
)

Exercicio 3 Chamemos de a e b as dimensdes do
retangulo procurado, conforme esbocado na figura
abaizo.

C
10
6 N b P
a
A M B

8

Observe que os triangulos AMBP e ANPC
sao semelhantes, uma vez que todos os dangulos
correspondentes sdo congruentes. Assim, seque-se

que
MB _ NP
MP NC
=
8—b b
a 6-a
=
da+3b =24
A drea do retangulo € dada por
A(a,b) = ab
mas,
24 — 4a
b =
3
Ou seja
1
Aa) = 3 (24a — 4a?)
Assim

A(a) = % (24 — 8a)

A'la)=0=a=3
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Além disto, temos que

A"(a) = —g <0

Portanto, a = 3 é um wvalor mdximo para A e as
dimensoes procuradas sao

a=3
24 —4-3
b= ——
3
=4
|
Exercicio 4
a).
1—2t3 1 28
:/(t’3—2)dt
t_2
O

b).

/cos?’ rdr = /cos2 T cos T dx
= / (1 — sen2x) coszx dx
= /cosx — sen’z cos z dx

1
=senx — gsen3x+k, keR

[ |
Exercicio 5
v 3
A:/ (senx—x) dx
0 57T
5m
3$2 6
= |—-cosz — ——
( 5%2)0
51 3 15mbm
= (- —_—— | = (= 0—-0
(Cosfs 57r266) (=cos0—0)
_ V3 5w
B 2 24
[ |
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Problema 1 Calcule os limites

a). lim [lnz —In(1+ x)];

Tr—+00
2r —senx

b). lim

=0 3x +senz

Problema 2 Calcule a derivada da funcgdo

f(x) = In (@)

senx secr

Problema 3 Uma particula estd se movendo ao longo da hipérbole xy = 8. Quando atinge
o ponto (4,2) a coordenada y estd decrescendo a uma taxa de 3em/s. Quao rdpido a
coordenada x deste ponto estd variando neste momento?

Problema 4 Um poster deve ter uma drea de 900 cm? com margem de 3 cm na parte inferior
e nas laterais e 5 cm na parte superior. Quais dimensoes permitem a maior drea impressa?.

Problema 5 Determine a drea da regido delimitada pela pardbola y = 22, pela reta tangente
a esta pardbola no ponto (1,1) e pelo eizo x.

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Observe que

lim Inz —1In(1+ x)

T—r+00

b). Observe agora, que

. 2x—senx
lim ——
z—0 3z + senx

Exercicio 2 Sendo

Observe que

=In

T

lim ln 1 (L' Hospital)

r— 400

=Inl 3 1
ZIH(M

=1
— lim In— n(senx

=0 Usando as propriedades do logaritmo, seque-se que
flx)=InVzvVr+1-Intgx
O
=lnyz+nvr+1-Intgz
=lna> +In(z+1 )% Intgx
sen x
= lim (7&;11) 1 1
2=0 7 (3 + *22) :ilnergln(:chl)flntgx
o _ senw Portanto
ZEE%JW f’(a:):i—&— 1 _sech
20 3(x+1) tgw
2—1
BERS :i+;—5ecxcossecx
2 3(z+1)
1 ]
Exercicio 3 Sabe-se que a particula move-se sobre
a curva vy = 8. Assim, temos que as coordenadas
| x ey desta particula mudam com o tempo. Assim,

derivando implicitamente, teremos

Ly =2
~
o) = (L0 g =0

senx sec x



Também € informado no problema que a coordenada
y da particula estd decrescendo a uma taza de 3cm/s
quando atinge o ponto (4,2), ou seja
dy
dt
Com isto seque-se que, meste instante teremos

dzx
o4 4(-3) =
i +4(-3)=0=>

=—-3cm/s

d
d—f =6cm/s

Exercicio 4 Sejam b e h as dimensoes do retangulo
que desejamos encontrar, sendo b a base e h a altura.
Do enunciado, seque-se que

b-h =900

Dado que as margens inferior e laterais devem ter
3cm e a superior bem, segue-se que a drea de
impressdo serd de

A(b,h) = (b—6)(h —8)
Mas, da equacdo anterior, temos que

900
="
b

A@L_w®<%P8)

e disto, temos

Assim,

5400
¢ 10800
A//(b) — _big

Para encontrarmos os candidatos a extremo da
funcdo A devemos resolver a sequinte equacdo

A'b)=0<
5400
b=+V675 &

b=15V3

Observe ainda que

Gabarito Prova Final

e, além disto

O que confirma que as dimensoes b = 153 e
h = 20v/3de fato mazimizam a drea de impressao
do poster em questado. |

Exercicio 5 Observe que
dy
dr

e o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de

y = 22 no ponto (1,1) é, portanto

2x

dy
m=%

= = 2
dr|,_,

e a equacao desta reta serd

(y—1)=2(z—-1)

<
y=2x—1
Observe que esta reta intersepta o eixo no ponto onde
1
y:0:>2:c—1:0:>:c:§

Realizando um esbogo da regiao que desejamos
calcular a drea, teremos a sequinte figura

}
i

Ou seja

.’173§ IB 9
30 3 €T xl
2
1 1 1 1
it (a-1+1) - (@-5+3)
12
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Calculo Diferencial e Integral I - Turma 1X
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Data: Quinta-feira, 03 de Agosto Duragao: 10:00 - 12:00

Problema 1 Calcule os limites:

1 — 2

a). lim
w—1 Sen mx

z—1 /r —1

Problema 2 Calcule o limite

Problema 3 Calcule o limite

Problema 4 Calcule o limite

Problema 5 Determine todos os valores de x para os quais a fung¢ao
T
tg—, se |z| <1
fla)y=4{ 4

x, se x| >1
é continua.

Boa sorte!
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Exercicio 1 b). Deseja-se resolver oseguinte limite
. Jx -1
; ; imi B=1
a). Deseja-se resolver o seguinte limite o 1
1-— {E2 1
A= lim :hmxB_l
z—1 sen mx ool gt 1
Para isto, considere a seguinte mudanca de Para isto, considere uma mudanca de varidvel
varidvel tal que
_ 15
u=x—1 r=u
ou seja,
e observe que w= W =1
r=u-+1 e
r—=1=u—1
e
Portanto,
z—=1=u—0 .
B=1lim *2 1
Substituindo no limite dado, tem-se = Tt 1
1—2? 15\3
A= lim —— o (@)1
z—=1 senmx U1 (u15)% 1
. 1—(u+1)?
= - 15
w0 sen [m(u + 1)] = lim 22 = L
I 1—u?2—2u—1
= ]lim — 5
u—0  sen (mu + ) — lim * T 1
umlud —1
—u(u+2)

Observe que

= lim
u—0 sen (7u) cos ™ + sen 7 cos(mu)
wW—1=@wu-1) (v +u’+u*+u+1)

= lim 7—u(u+2)
u—0 —sen (mu) wW-1=@u-1)(vV+u+1)
i 5 Assim,
—ug%(u—i— )sen(ﬁu) 44,3 2
it S B (u—1) (u* +ud+u? +u+1)
= lim
u u—1 (u—1)(u2+u+1)
1
— i p) P
lim (u + )sen(wu)w b u4+uz+u2+U+1
U u—1 ut +u+1
2 _5
== 3




Exercicio 2 Para resolver o limite

. 10% —10°
hm _—
z—5 T — D

considere
u=x—>95

e observe que,

r—>5=>u—0

e
r=u-+95
Logo
.10 —10° . 10(td) —10°
lim = lim
r—5 x€xr — 5 u—0 u
. 10%10° — 10°
=lim ————
u—0 u

1 5 U
oy 10°(10" - 1)
u—0 u

Considere agora,
w=10" -1
e observe que,

u—>0=w—0

e
u = logo(w + 1)
Assim,
10* — 10° 10° (10% — 1
lim = lim ( )
xr—5 T — u—0 u
w
=10° lim ———
w30 logyq(w + 1)
1
=10° limO S E—
w—
— 1 1
" ogyo(w + 1)
1
=10° lim ——M
w—0 l
logyo(w + 1)w
1
=10°
logge
=10°In10
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Exercicio 3 Considere

e observe inicialmente que

1-2°=(1-2)(z®+z+1)

C = lim LI 5
Casil—z (1—x)(22+x+1)

_ 224+x+1-3
a1 (I—x) (22 + 2+ 1)

. 22 4+x—2
= lim
a=1 (1—x) (22 +z+1)

Perceba que
P rr—2=@—-1)(z+2)
Logo,

. (x—1)(z+2)
= @ o+ D)

= lim —(1-2)(@+2)
a=1 (1—x) (2 +z+1)

—(z+2)
im ——~
s=>1ax?+x+1

=-1

Exercicio 4 Considere

D:limM
T=p T —p

Para resolver este limite tome
u= Yz

donde seque-se que

Top=>u— Yp
e retornando ao limite tem-se
n I — n,
D= lim u
T—=p T —0P
u J— n
~gim AP
u=¥p Ut —p



Observe que

u" —p=(u— /p) (u"‘l +u" 2 p +u" 3 Y pt

e+ ’LL2 7\’/pn73 +u {l/pn72 + n pn71>

Ou seja

uf n
D= lim P
u—p Ut —p

. 1
= lim
u—)Wun—l +U7L_2{7/]3+--~+ n/pn—l
1

n pn—1+,,,+ npn—l
pnfl

Exercicio 5 Inicialmente perceba que a fun¢do
tg (%), se |z] <1
flx) =
x, se |z] >1

pode ser reescrita como

z, sex < —1
f(r) = tg(l—x), se —l<zx<l1
z, sex >1

A continuidade de f deve ser analisada em cada um
dos intervalos em que suas sentencgas estao definidas,
além dos encontros destes.

e Para x < —1, f(x) =z, ou seja f € polinomial
e portanto continua neste intervalo;

e Para —1 <x <1,

f(z)

Il
ot
o
—
3
=3
N——

Como as fungoes senx e cosx sao continuas
T

para todo x € R e cos (Z) # 0 quando

—1 < x <1, seque-se que f € também continua

neste intervalo;

e Para xz > 1, f(z) = x, ou seja f € novamente
polinomila e portanto continua neste intervalo.

Gabarito 12 Prova

e Para x = —1, tem-se que

i). f(=1)=—1, ou seja f(—1) existe;
ii).

lim f(z)= lm =z
T——1" T——1"
=-1

im )= im e ()

r——1+
g

=-1

Ou seja
lim f(z)=-1

rz——1
iii). Por fim, dos itens (i) e (ii) tem-se que
lim f(z) = f(—1)
z——1
Diante da wvalidade dos itens (i), (i) e (iii)

tem-se provada a continuidade da fungao f em
z=-1.

e Para x =1, tem-se que
i). f(1) =1, ou seja f(1) existe;

Jim f(x) = Tt ()
=iz ()
=1

lim f(z) = lim x

rz—1t rz—1t
=1
Ou seja
lim f(z) =1

rz—1

iit). Por fim, dos itens (i) e (ii) tem-se que
lim f(2) = £(1)

Diante da validade dos itens (i), (ii) e (iii)
tem-se provada a continuidade da funcao f em
z=1.

Seque-se portanto, que f continua em R. | N
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Data: Quinta-feira, 14 de Setembro Duragao: 10:00 - 12:00

Problema 1 Cualcule a derivada das fungoes:

a). f(2) = VIt (va)

.ot = (175

-z
Problema 2 Dado que f(—2) = 3 e f'(=2) = —4 encontre uma equag¢ao para a reta
tangente ao grdfico de y = f(x) no ponto em que xr = —2.

Problema 3 Mostre que a func¢ao

é continua mas nao diferenciavel em x = 0.

Problema 4 Dado que f'(z) =
F(z) = f(g(z)).

e g(x) = 3z —1, encontre F'(x) sabendo que

2+ 1

d
Problema 5 Calcule d_y sabendo que
T

23 4 rarctgy = ¥

Boa sorte!
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2017
Turma 1X

Exercicio 1

a). Sendo

fla) = Vatg® (V)

Seque-se, da regra do produto, que

f'(@) = (Va) 18® (Va) + v [tg® (Va)]'

Observe que

(va) = (+)

/ _ 2 2
{ p(r) = tgdx p'(x) = 3tg°x sec® x

Assim, usando a regra da cadeta, tem-se que

([te® (va)]'] = #'(ate))d ()

= 3tg%q(x) sec? Q(w)%
= 3tg?V/x sec? \/5%
_ 3tg?Va sec? o
b Ry -
Portanto
1'(@) = (Va)'t8® (Vo) + Va [tg (va))'
2/ sec? \/x
. %tg?’ (Va) + ﬁg’w
- %tg?’ (Vz) + gtg2 T sec? \/x

b). Observe que

= p(q(z))
sendo
p(z) = '
q(x) = 1 J_r;

Donde seque-se que
P (z) = 172'°
e usando a regra do quociente,

(1+ 9:2)/ (1—2%)—(1+2?)(1- x2)/
(1 —a?)*

¢ (z) =

22(1 — 22) — (1 + 2%) (—2x7)
(1—a2)

2x — 223 + 2z + 223
(1—22)?

4z
(1 —22)2

Portanto,

g'(x) =p'(q(x))q (x)

4x
(1 —22)2

17 1+22\" 4z
h 1—22 (1 —22)2

(1 + .1‘2)16

= 17 (g(x))"°

= 68x



Exercicio 2 Sabendo-se que

f(-2)=3

£1(=2) = —4
Conclui-se que a reta tangente ao grifico de f para
x = —2, passa pelo ponto
(z0,90) = (=2,3)
e possui coeficiente angular
m=—4

Assim, sua equagao € dada por

Y — Yo = m(z — 20)
&
y—3=—4(r+2)
&
y=—4x -5

Exercicio 3 Para verifar a continuidade de f em
x =0, observe que

i) f(0) =0, ou seja f(0) existe.
if)
lim f(z) = 1i 5 ! =0
fiy ) = i esen ) =
Visto que x — 0 e |sen (%) ‘ <1.
iii) Pelos itens anteriores, tem-se que

lim £ (@) = £(0)

Segue-se dos itens (1), (i1) e (i) que f € continua
em x = 0.
Por outro lado, observe que

1y - pi 4 0+ h) — f(0)
f(())fhmf

Exercicio 4 Sabendo-se que

F(x) = f(g(x))

seque-se da regra da cadeia que

F'(x) = f'(g(x))g (x)

Gabarito 22 Prova

Como .
/ _
e
g(z) =3z -1
Tem-se que
g9(z)
f(g(x)) =
(9(x)* +1
VAT
3z —1+1
W3z —1
B 3z
¢ 3
/ _
9@ =5 =
Portanto
F(z) V3xr—1 3
3x 2¢/3x—1
_1
Y

Exercicio 5 Sabe-se que
2 + zarctgy = ¥

Derivando implicitamente em relacdo a x, tem-se

d d
322 + arctgy + = (arctg y)’ % = eyﬁ
Lembre-se que
tg (arctgz) = = =
sec? (arctg ) (arctgx) = 1 =
1
t L — =
(arctg ) sec? (arctg x)
1
arctgr) = ————— =
(arcte ) 1+ tg? (arctg x)
1
tgz) =
(arctg x) 522
Assim,
d d
322 + arctgy + = (arctg y)’ W _ ™ =
dz dx
1 dy dy
-~ —e¥—= = —3x? — arct =
1 +y2dx dx o arsy
d
[ } Y 32 —arctgy =
dz
dy —3x2 — arctgy
de

il Yy
—s —e
L+y?
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Data: Terga-feira, 17 de Outubro Duragao: 10:00 - 12:00

Problema 1 Calcule os limites:

. 1l—senx
a). lim ————
z—2 1 4 cos2x

b). lim (z —Inx)

T—r+00

Problema 2 Um ponto P move-se ao longo de uma curva cuja equacao é
y=Va3+17

Quando P estd em (2,5), y estd crescendo a uma taza de 2 unidades por sequndo. Com que
rapidez x estd variando?

Problema 3 Considere a funcao
flz)=Invaz2+4

a). Realize o estudo de crescimento de f;

b). Realize o estudo de concavidade de f.
Problema 4 Qual a distancia vertical minima entre as pardbolas y = 2> +1 ey = x — 22,

Problema 5 Calcule a drea da regigo delimitada pelas curvas y = |z| e y = 2% — 2.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Assim,
a). Observe que, para este limite, tem-se uma 22 (In x)2
indeterminacdo do tipo “S”.  Assim, aplicando a lim (z—Inz)= lim —— — —
g 0 z—+o0 z—=+oo x +Inx a—+oozr+Inzx
regra de L’Hospital, tem-se
. l—senz . —coszT =400 —0
lim ——— = lim ——
z—%Z 14cos2z =2—Z% —2sen2zx N
=400
_ i —Sene
- zgn% 4 cos 2z (De outro modo)
1 lim (z —Inz)= lim (lne” —Inz)
= — T—>+00 T—+00
4
xr
- = 1ir_ir_1 In <€>
b). Observe que e x
1 . e’
lim (z —Ilnz)= lim (:vflnx)QCJF ne = lim In <>
z— 400 T—+00 r+Inz T—r+00 1
22— (Inz)? = lim Ine”
= lim ——— z—+o00
z—+o00 x4+ Inx
= lim =z
li 1'2 . (IH $)2 r—400
z—4o0 x +Inx z—+ocox +1lnzx
= +Oo
Usando a regra de L’Hospital, tem-se que
2 2x u

) x
lim ——— = lim ——
rofoo g +Inz  wmteo 1+ 2 Exercicio 2 Sabendo-se que

=+00 y=Va3+17

tem-se, derivando implicitamente em relacdo a t em

(In x)2 anxl ambos os lados, que
lim —— = lim ——&
z—+oo T + Inx z— 00 1+ 1 dy B 1 3x2di
l‘ dt — 2y/a3 17 dt
. 2lnx =« dy
= IBIEOO r zr+1 Entao, parax=2,y=>5 e i 2, conclui-se que
~ lim 2lnz ) #1 da
zotoox +1 2B 17 dt
2 .
. p Ou seja,
=An e 5
dt 3




Exercicio 3 Sendo
flz) =In/a2+4
seque-se que
_ 1 1 9
Va? +42v22 +4

x
2 +4

f'(z)

2 +4 — 222

) =~ rae

 —a? 44
o (x2+4)2

a). Para realizar o estudo de crescimento de f,
deve-se realizar o estudo de sinal da fugdo f'. Para
isto, observe que x> +4 >0, Vo € R. Assim,

f(x) € crescente para x € (0, +00)
f(z) € decrescente para x € (—o00,0)

b). Para o estudo de concavidade de f € necessdrio
realizar o estudo de sinal da funcdo f"”. Observando

que (J;2 —|—4)2 > 0 e realizando o estudo de sinal do
polinémio —x% + 4, tem-se que

f(z) € concava para cima em (—2,2)
f(z) € concava para baizo em (—oo, —2) U (2, +00)

Exercicio 4 Seja xg a abcissa do ponto sobre a
pardbola y = = — 2%, ou seja P = (xg,z09 — 23).
Como trata-se de uma distancia vertical, o ponto
correspondente sobre a pardbola y = x> + 1 serd

Q = (zo, 2% +1).

YA
Y= 2241

Q

)
i

T
Y
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Calculando a distincia entre P e QQ obtém-se

f(zo) = dPQ

Z\/(x%—&-l—mo—i—mg)Q

:2$%—$0+1

Para encontrar um extremo desta funcdo € necessdrio
resolver a sequinte equa¢do

f'(x0) =0
Ou seja,
4x0—1:0:>x0:£
Observe que

F(z0) =4 >0

1
O que permite afirmar que ro = - € um ponto de

W

minimo e a distancia procurada €, portanto
1 7
f(1)=1
4 8

Exercicio 5 Realizando um esbo¢o da regiGo em
questao, obtem-se o sequinte esbo¢o

A

|
o
N
e

Assim, a drea desta regigo € dada por

A:/_O2 [—x—(x2—2)]dx+/02 [z — (2* —2)] dz

Il
o
\
/‘\
DO |
+
w| oo
\

B
N———
+
7N
[NCR TSN
\
w| oo
+
S
N———
\

(an)
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Data: Terga-feira, 24 de Outubro Duragao: 10:00 - 12:00

Problema 1 Calcule os limites:

. 1l—senx
a). lim ————
z—2 1 4 cos2x

b). lim (z —Inx)

T—r+00

Problema 2 Determine todos os valores de x para os quais a fung¢ao

tg 2] < 1
g—, se |z
fla) = 4

x, se x| >1

é continua.

Problema 3 Dado que f'(z) =
F(x) = f(g(x)).
2

Problema 4 Qual a distancia vertical minima entre as pardbolas y = 2> +1 ey =z — 2.

e g(xr) = 3z —1, encontre F'(x) sabendo que

2+ 1

Problema 5 Calcule a drea da regigo delimitada pelas curvas y = |z| e y = 2% — 2.

Boa sorte!
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Data: Tercga-feira, 24 de Outubro Turma 1X
Exercicio 1 Assim,
a). Observe que, para este limite, tem-se uma 22 (In :c)2
. . ~ . w0 . . 1 _ — ] - 1 _ 7
indeterminagdo do tipo “g”. Assim, aplicando a zEIJIrloo(x Inx) zgr}rloo T Lm - o

regra de L’Hospital, tem-se

. 1 —senx .
lim ———— = lim ——
z—%Z 14cos2z =2—Z% —2sen2zx

— COST

. —senx
lim ——
z—Z 4 cos2x

1
4
O
b). Observe que
1
lim (z —Ilnz)= lim (x— lnx)w
z—+00 T—+00 r+Inz
2 2
— lim © (Inz)
z—+oo x4+ Inz
x? . (Inz)?

= lim — — -
z—+oo ¢ +Inx otz +1lnzx

Usando a regra de L’Hospital, tem-se que

. x2 . 2x
lm —— =

im —
z—o+oo r+1Inxr wo+oo ]+ =

:+OQ
e
1 2 2Inz—
lim %: lim 135
z—+oo r + Inx T—+00 14+ =
x
. 2lnx =«
= lim
z—+o0 x x4+ 1
2Inzx

z—+oo T+ 1

= lim
xr——+00

— |8 o

=0

=+o00—0
= +OO
(De outro modo)

xgrfm(z —Inz) = zgrfoo(lne —Inz)

= lim In (e)
Tr— 400 €T
= lim In <e>
Tr—r+0o0 1

= lim Inée”
T—r—+00

= lim =x
r—+00

:+Oo

Exercicio 2 Inicialmente perceba que a fun¢ao

fa) = tg (%) , selr| <1

x, se |x| >1

pode ser reescrita como

T, sex < —1
f(z) = tg(%), se —l<zx<l1
x, sex >1

A continuidade de [ deve ser analisada em cada um
dos intervalos em que suas sentencgas estao definidas,
além dos encontros destes.

e Para x < —1, f(x) ==z, ou seja | € polinomial
e portanto continua neste intervalo;



e Para —1 <x <1,

Como as fungoes senx e cosT sao continuas
T
para todo x € R e cos (z) # 0 quando

—1 <z <1, seque-se que f é também continua
neste intervalo;

e Parax > 1, f(x) = x, ou seja f é novamente
polinomila e portanto continua neste intervalo.

e Para x = —1, tem-se que

i). f(=1)=—1, ou seja f(—1) existe;

lim f(z)= lim =z
Tz——1" Tz——1"
-1

Ou seja
:vl—l>n—11 f(.'L') =1

iii). Por fim, dos itens (i) e (ii) tem-se que

lim f(2) = f(~1)

r——1

Diante da validade dos itens (i), (i) e (iii)
tem-se provada a continuidade da fungao f em
r=—1.

e Para x =1, tem-se que

i). f(1) =1, ou seja f(1) existe;

Gabarito Prova Final

Ou seja
lim f(x) =1
iit). Por fim, dos itens (i) e (ii) tem-se que
lim f(x) = £(1)
r—1
Diante da wvalidade dos itens (i), (i) e (iii)

tem-se provada a continuidade da fungao f em
z=1.

Segue-se portanto, que f continua em R. [}
Exercicio 3 Sabendo-se que
F(x) = f(g(x))
seque-se da regra da cadeia que
Fl(z) = f'(g(x))g (z)

Como

Tem-se que

Portanto




Exercicio 4 Seja xy a abcissa do ponto sobre a

pardbola y = x — 22, ou seja P = (xg,w9 — x3).
Como trata-se de uma distancia vertical, o ponto
correspondente sobre a pardbola y = x2 + 1 serd

Q = (39071’8 —+ 1)

YA
Y= 2241

; )
<
I
;
Y

Calculando a distancia entre P e Q obtém-se

f(xo) = dPQ

Z\/(x%—l—l—xo—i—x%)Q
=222 —xo+1

Para encontrar um extremo desta funcdo € necessdario
resolver a sequinte equac¢ao

f'(x0) =0

Ou seja,

1
41‘0—1:0:>{E0:Z

Observe que

F(z0) =4 >0

Gabarito Prova Final

1
O que permite afirmar que xg = - € um ponto de

4
minimo e a distancia procurada €, portanto

Exercicio 5 Realizando uwm esbo¢o da regido em
questdo, obtem-se o sequinte esbogo

|

Lo

| SN 8
=

Assim, a drea desta regigo € dada por

A/O2 [:E(:c22)]dx+/02 [z — (2* —2)] dz
02+ (J;—JJ;-I—Qx)

8 4 8
4 - —Z44)-0
1)+ G5

2

|
/T\
I\D‘Hw
|
cx:‘ac,J
+
b
5]
~_

0

Il

o

|
/|\
N |
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Problema 1 Calcule os limites:
2 —3x+2
a). lim ———
z——1 72 + 41 + 3
r—1
b). lm ————
) =122 4+ 3 —2
Problema 2 Cualcule o limite 6% _ 9
lim ——
x—0 X
Problema 3 Calcule o limite
. 3* —37%
lim —
z——00 3T + 3¢
Problema 4 Calcule o limite
1 —senx

lim
=T 2x—T

Problema 5 Determine todos o valore da constante ¢ para que a func¢ao
cr+1, sex<3
flx) =
cx’ -1, sex >3

seja continua em x = 3.

Boa sorte!
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Exercicio 1
a). Inicialmente observe que

x> —-1=2>-32x+2-6

z——1T=>22+4x+3 0"
r——-1"=2°+42+3—=0"

Exercicio 2 Deseja-se resolver o limite

. 6T =27
lim
x—0 x

Para isto, observe inicialmente que

6T — 2T 67
. . x

lim lim 2% 2
x—0 €T x—0 x

1

Assim 6\%
) 2) -1
2 = lim 2’67(2)
. z°—3xr+2 z—0 T
lim —— =400
z——1+ 22 +4x + 3 3T _1
e = lim 2%
. 12 . 3:17 + 9 x—0 X
lm —m—— = —
z——1—- 22 +4x + 3 =A-B
Ou seja,
9 Sendo
. x°—3r+2
lim - = #
z——1- x* +4r+ 3 A= lim 2%
x—0
. =1
b). Considere
-1
A=lim oo ¢ .
Tl Va2 43 -2 B = lim o1
x—0 €T

e observe que

. r—1 Va2+3+2
A= lim
1 /72 +3 - 2V22 +3+2

(x—1) (Va2 +3+2)

Para a resolugao de B, considere

u=3"—-1

= }gnl P e observe que
ECES)) (V2 +3+2) z =logg (u+1)
o zl—>Inl 2 -1

L (x=1) (Va2 +342)

_m\mﬂ+3+2

x1—>1 x+1

4
T2
2

z—=0=>u—0
Ou seja

u
B=lim ———
by logs (u+1)

1
= lim

u—0 %logg (u+1)

, 1
= lim ——
"0 logg (u+1)*



Como )
lim (u+ 1)» =e,

u—0

seque-se que

1
~ logge
1
~ Tne
In3
_ In3
Ine
=In3
lim——— =A-B=1In3
x—0 X
Exercicio 3 Considere
3z _3—=
C= 1 —_—
e observe que
377 (327 —1
C = lim ( )

r——00 37T (329‘7 + 1)

o 31
11m ———-:
z——o0 32% 4 1

Sabendo que

r— —00= 390

tem-se que
3% —1
C= lim ———
-1
1
=-1

Exercicio 4 Deseja-se calcular o sequinte limite

1 —senx

TG 20—
Considere a sequinte mudanga de varidvel

s
U= — <

2
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donde seque-se que

+7r
rT=u+ =
2

T
T — ) =u—0
Retornando ao limite tem-se

D - lim 1—sen (u+ %)

2t g)

1 —senucosZ —sen Z cosu

= lim 2 2
u—0 2u
. 1—cosu
= lim
u—0 2u
. 1—cosul+cosu
= lim

u—0 2u 1+ cosu

1—cos?u

= 1. _—
w50 2u (14 cosu)

sen2u

im ——————
u—0 2u (1 + cosu)

. senu  senu
= lim
u—=0 u  2(14 cosu)

=0

Exercicio 5 Considere a funcdo
cx+1, sexr<3
flx) =
cx®>—1, sex >3

Para que f seja continua em x = 3, é necessdrio que

i). f(3) exista. Observe no entanto, que f(3) =
¢34+ 1=3c+ 1. Ou seja, se existir ¢, f(3)
existe também.

i1). alcl—% f(x) exista. Observe que

li = i 2.1
Jm f@) = lim co
=9c—-1

lim f(z)= lim cx+1

r——3" T3~

=3c+1
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Assim, € necessdrio que Dos itens (i), (ii), sabe-se que
lim z)= lim T) & ; — —0r_ 1 —
zﬁ3+,f() mﬁfg,f() 31:1_>rr§f($)—3c+1—96 1=2
Ide—1=3c+1& .
1
ng f8)=3c+1=2
Portanto, existe ¢ tal que o limite existe, o que Assim, tem-se o que desejava-se.
torna este item verdadeiro além do anterior.
, L Diante da validade dos itens (i), (ii) e (iii) tem-se
). Por fim, € necessdrio que provada a continuidade da funcdo f em x = 3 para
1
i = = —. .
tim f(x) = £(3) c=3 .
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Data: Quinta-feira, 08 de Marcgo de 2018 Duragao: 14:00 - 16:00

Problema 1 Calcule a derivada das fungoes
a). f(l‘) — QSel’lﬂ':B

t
4+ 2

b). y =
Problema 2 Considere a fungdo

flz) =22 +4|+3
Determine onde esta fungao € derivdvel e onde nao é. Justifique sua resposta.

Problema 3 Seja f(z) = ax® + bx. Encontrar os valores de a e b, sabendo que a tangente
a curva no ponto (1,5) possui inclinagio m = 8.

Problema 4 Dadas as fungoes f(x) = x> + Az e g(z) = Bx, determinar A e B de tal
forma que

fi(@) +¢'(x) =1+ 22
fz) = g(x) = 22
Problema 5 Calcule d—y em © = 4 sabendo que y(z) € dada implicitamente através da

. x
equagcao

VI +y=3

Boa sorte!
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Exercicio 1 Assim,
2 _
a). Observe que du = Lt(ft)
dt (4+t2)
f(if) — gsennw B 4 — t2
sen wx - 4 t2 2
— 61112 ( + )
— Senmnz In2 @ _ 1
du  2v/u
Considere e, usando a regra da cadeia, tem-se
dy
u(z) = mx ") = =2
(t)=—
v(u) =In2senu  dydu
f(v) =e" du dt
st 1 4-¢
ssim, =
2V/u (4 4 12)?
du
@ 1 4—¢2
dz = N2
dv 2 4+tt2 (4 +e )
— =1In2 cosu
du 2\ 2 2
44t%)% 4—t
Y eyt e
€ 2tz (4+41t?)
e, usando a regra da cadeia, tem-se que _ 4-¢
3
27 (44 12)2
=2
dx =
df dv du Exercicio 2 Inicialmente observe que
dv du dx f(z) =12z +4|+3
=e’In2 cosum | 2x4+4+3,5e22+42>0
s |l —(2z4+4)+3,se2x+4<0
= 7ln2cos(mx)e - { %+ T, sex > —2
= 7w 1n 2 cos(mx)25" ™ —2r — 1, sex < -2
Assim,
= para x > —2 tem-se f(x) = 2x + 7. Portanto
b). Considere ,
' fllw)=2
uh =153
= para ¥ < —2 tem-se f(x) = —2x — 1 e disto
e observe que seque-se que
y(u) = Vu flz) = -2



= para r = —2, tem-se
oy i J(224+0) — f(=2)
F(=2) = Jlim h

Perceba porém, que

f(=2+h) - f(=2)

li =2
hg(r)l+ h
‘ 2+h 2
i T2 - F(2)
h—0— h

ou seja,
(-2 =3

Tem-se por fim que

2, sex > —2
fllx)=4¢ =2, sex < —2
sex = —2

7

Exercicio 3 Sendo

f(z) = ax® + bz
segue-se que

f(z) =2az+b

Como o grdfico da funcao f passa pelo ponto (1,5),
tem-se que

f)=5ca+b=5

Sabe-se também que o coeficiente angular da reta
tangente ao grifico de f no ponto (1,5) é m = 8,
ou seja

ff)=m&2a+b=38

Para descobri-se os walores de a e b € mecessdrio
portanto, resolver o sequinte sistema

a+b=5
2a+b=28
Donde seque-se que a =3 e b= 2. |

Exercicio 4 Derivando as funcées dadas obtem-se

flz)y=2z+A
g (z)=B

Gabarito 22 Prova

Substituindo no sistema dado tem-se

{ fl@)+4(x) =1+2z
f(x) —g(x) = 2?

20 +A+B=1+2x
x? + Az — Bx = 22

(A+B)+2x=1+2x
(A— B)z + 2% = 22

Ou seja
A+B=1
A-B=0
donde seque-se que
A=l
2
B=1
2

Exercicio 5 Considerando y como fun¢ao de x e
derivando implicitamente a equagao dada, tem-se

LWtV = @)=

U
2z 2yydr
dy __ |y
dr T
Assim
dy y(4)
2904y = 4 L
dx() 4

Voltando a equacdo dada e substituindo x = 4 tem-se

VAi+/y(4) =3=y(4) =1

Portanto
dy 1 1

wW=Vi= 3

Obs.: Foram consideradas apenas as raizes quadradas
positivas de todos os radicais envolvidos no problema,
uma vez que ambos representam a funcdo raiz
quadrada e por conta da definicdo de funcao segque-se
o impedimento de duas imagens para um mesmo valor
da abcissa. |
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Problema 1 Calcule os limites

senx

a). lim
z—0 tgfL‘

1
T

b). lim (e” + )

x—0

Problema 2 Uma particula move-se ao longo da curva
1622 4 9y* = 144

Encontre todos os pontos (x,y) sobre esta curva para os quais as tazas de variagdo de x ey

~ . . dz dy ~
em relagao ao tempo sdo iguais. (Assuma que 5 e 5/ nunca sio nulas no mesmo ponto).

Problema 3 Considere a funcao
flz)=Inva2+4
a). Faca o estudo de crescimento de f

b). Fa¢a o estudo de concavidade de f.

Problema 4 Um retangulo possui seus dois vértices inferiores sobre o eixo x e 0s outros
dois vértices sobre a curva
y =16 — 2?

Dentre todos os possiveis retangulos construidos dessa forma, determine o retangulo de drea
mdzxima.

Problema 5 Calcule a integral

37

4
/ |cos z| dx
0

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Observe que

. senz
lim = lim
=0 tgr  =—0sec?x

CoS T

(L’Hépital)

. cosx
= lim
x—0

cos2 x

= lim cos® x
x—0

=1

b). Considere

\ 1
lim (ew—f—x)% = lim eln[(e +l)m]
x—0 z—0

= lim ew (" +2)
z—0
In (e* + z)
= lime T
z—0
e’ +1
= lim e€¢” + 2 (L’Hépital)
z—0

Exercicio 2 Derivando-se implicitamente a equacao
da curva sobre a qual a particula move-se, em relagcao
ao tempo, obtem-se

d d
£ (1622 + 9y?) = < (144
dt(Gx + 9y?) dt( ) =

dx dy
32— +18y— =0
SPTI T
Como deseja-se encontrar os pontos (x,y) para os
quais
dr dy

dt — dt

A equacdo anterior, ao substituir esta condigao,

torna-se
dx dx
R2r— +18y— =0 =
Ta T
dx
32 18y) — =0 =
(322 +18y) —
32z + 18y =0,

dx
visto que — # 0 nos pontos procurados.
seque-se que

Assim,

32z 4+ 18y =0 =

32
16
Y _31;

Retornando a equacgao da curva, tem-se
1622 + 9y* = 144 =

1622 +9 (—L2)* =144 =

1622 + 216%02 — 144 =

91622 + 16222

=144 =
9
B2 — 144 =
_ 144.9
T = 25-16 =
_ 4123
_ 49
Quando x = —% tem-se y = 1? quando r =
16 9
_16 7 9

tem-se y = —2. Portanto (—
0$ pontos procurados.

Exercicio 3 Sendo

f@)=Invaz2+4



a). Segue-se que

1 1
f(w) = %
2 4+42v/22 +4
oz
T 2244

e como 2 +4 >0, Yz € R seque-se que

f'(x) > 0 quandoz >0
f'(z) < 0quandox < 0

Ou seja

f € crescente para x > 0

f € decrescente para x < 0

b). Derivando a expressao obtida para [’ tem-se

" _ —1‘2+4
Fo =y

e como (2% +4)? > 0, Vo € R segue-se que

f"(x) > 0 quando — x* +4 > 0
f"(x) < 0 quando — x* +4 < 0

Ou seja

f"(x) > 0quando —2 <z < 2
f'(x) < 0quandox < —2 ou x > 2

Portanto, f possui concavidade para cima
quando —2 < x < 2 e concavidade para baizo
quando x < —2 ou x > 2. |

Exercicio 4 Considere (z,0) sendo as coordenadas
do wértice inferior direito do retangulo (sobre o
eizo x). Por simetria seque-se que o outro vértice
inferior possui coordenadas (—x,0) e disto seque-se
que o retangulo construido dessa forma possui base
de comprimento b = 2x. O wvértice superior direito,
por estar sobre a pardbola y = 16 — x2 e acima do
vértice (z,0), terd coordenadas (x,16 — x22), de modo
que o altura do retingulo é h = 16 — z2. Assim, a
drea do retangulo é

A(x)=b-h
=2z (16 — 2°)
= —22° 4 32z
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Para encontrar-se os pontos candidatos a estremos de
A € necessdrio resolver a sequinte equa¢ao

Allz) =0«
622 4+32=0<

16

3

Como x deve ser wm walor positivo, uma vez que
2 = b € um dos lados do retangulo, segue-se que
o0 unico candidato possivel é

16

3

Para classificar este candidato, observe que

A'(z) = 122 =

16 16
A" — | =-124/— <0
Sendo

possivel, portanto, afirmar que x = \/g
é um ponto de mdrimo para a fungio A(x).
Logo o retangulo procurado possui  vértices

(0. (/9). (V2.9 (Vo).

Exercicio 5 Inicialmente observe que

T ==

€r =

[=2]

f() = |eos ]

cosx, secosx >0
—cos,

secosx <0

{ cosz, 0<z< g
- _ us 3
cosz, 7 <z < 1
Assim
37 s 3m
4 2 4
/ |cos x| dx :/ |cos:1:|dsc+/ |cos x| dx
0 0 z
s 37
2 4
:/ cos xdx +/ — cos xdx
0 El
z 3z
2 4
=senz | + (—senx)
0 z

— (sen 2 —sen0) + i
= | sen 5 sen sen 1 sen 5

:)
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Problema 1 Calcule os limites
a). lim cos T 5
=7 (@-9)

1 1
b). li
) xbn%(Qx—4+x—2)

Problema 2 Determine a reta normal a circunferéncia de centro (2,0) e raio 2, nos pontos
de abcissa 1.

Problema 3 Determine os pontos de inflexao e o estudo de concavidades para a fun¢ao
f(z) = 2ze™™"

Problema 4 Um objeto se move sobre a pardbola y = 22 + 3z — 1 de tal modo que sua
abscissa varia a uma taza de 6 unidades por minuto. Qual é a tara de variacao de sua
ordenada quando o objeto estiver no ponto (0,—1)7

Problema 5 Um retangulo possui seus dois vértices inferiores sobre o eizo x e 0s outros
dois vértices sobre a curva
y =16 — z*

Dentre todos os possiveis retangulos construidos dessa forma, determine o retangulo de drea
mdzima.

Problema 6 Calcule a integral

4
/ |z — 2| dx
1

Boa sorte!
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Exercicio 1 Em xz = 1, tem-se o coeficiente angular da reta

a). Observe que

. cos x .
=3t (2 —2)° a=3t2(z— )

—senx

(L’Hépital)

= —00
Visto que
— T 1> 0= T>o
T — = T>—=x——
2 2 2
€ T
—sen—- =—-1<0
sen o
O
b). Considere
. 1 1 . 142
lim 4+ — )= lim —
z—=2\2r —4 x—2 w—>22(x—2)
) 3
= lim ——
r—2 2(.’B — 2)
=3
Uma vez que
lim ——— =
e
lim —— = oo
es2- 2(x —2)
|

Exercicio 2 A circunferéncia de raio 2 e centro em
(2,0) possui equagdo dada por

(x—2)*+y* =4

Derivando esta equacdo implicitamente, em rela¢do
a x,0btem-se

202 —2)+2y =0 =

dy ——x+2
de vy

tangente a curva nos pontos de abscissa 1, ou sejas

my

dy
= %(1)

y(1)

Onde y(1) pode ser encontrado substituindo x =1 na
equacgdo da circunferéncia em questao:

(1-2%+(y(1)* =4 =
1+ (y(1)° =4 =
y(1) =+V3
Logo,
y(1) = V3= m; = %
y(1) = —V3=my = ——=

S

E o coeficiente das retas normais que deseja-se
encontrar, serao portanto

S

ou

m, = V3

E as equacgdes procuradas sao

y—V3=—-V3z—-1)oy=V3(-z+2)

y+\/§=\/§($—1)@y=\/§(\/§x—2)

Exercicio 3 Sendo
f(z) =2ze™3

Segue-se que



f(x) = —3e7%"(2 = 6z) + e (—6)
=e 3% (-6 + 182 — 6)
=e 3 (18z — 12)
= 6e737(3x — 2)
Como 6e73% > 0, Vo € R, seque-se que

"(z) > 0 quando3x —2 >0

f
1" (z) < 0quando3z —2 < 0

Ou seja, [ possui concavidade para cima quando

T > g e concavidade para bairo quando x < %, sendo
x = 5 o0 Unico ponto de inflexio desta fungdo. |

Exercicio 4 Sabendo que o objeto move-se sobre a
pardbola de equacdo

y=22>+3zx—1

Segue-se que

dx
Logo, como i 6 uni/min, e deseja-se saber a taxa

de varigao dey em relagdo ao tempo no ponto (0, —1),
ou seja, quando x = 0, tem-se que

dy
2 —=(4-04+3)-6
7 (4-0+3)

= 18 uni/min
[ ]

Exercicio 5 Considere (z,0) sendo as coordenadas
do wvértice inferior direito do retdngulo (sobre o
eizo x). Por simetria seque-se que o outro vértice
inferior possui coordenadas (—x,0) e disto seque-se
que o retangulo construido dessa forma possui base
de comprimento b = 2x. O vértice superior direito,
por estar sobre a pardbola y = 16 — z2 e acima do
vértice (x,0), terd coordenadas (z,16 — 22), de modo
que a altura do retdngulo é h = 16 — x2. Assim, a
drea do retangulo é

A(x)=b-h
=2z (16 — 2°)
= —22° 4 32z

Gabarito Prova Final

Para encontrar-se os pontos candidatos a estremos de
A € necessdrio resolver a sequinte equa¢ao

Allz) =0«
622 +32=0<

16
—dy 2
. 3

Como x deve ser um wvalor positivo, uma vez que
2r = b ¢ um dos lados do retangulo, segue-se que
o unico candidato possivel é

16
r=1/—

3

Para classificar este candidato, observe que

A'(z) =122 =

A”( 1;) :—12,/1—;<0

portanto, afirmar que x =

Sendo possivel, 13—6

€ um ponto de mdzimo para a fungao A(x).
Logo o retangulo procurado possui  vértices

(/50).(v87%) (V%) )

Exercicio 6 Inicialmente observe que

flz) = |z 2|

T —2, sex —2>0
a —(x—2), sex—2<0
T — 2, x> 2
a —(z—-2), z<2

Assim

4 2 4
/ |x—2\dx:/ |x—2\dx—|—/ | — 2| dx
1 1 2
2 4
:—/ (x—2)d;v+/(x—2)dx
1 2
x? 2 z?
- (5> 1+(2_2x)

5
2

4

2
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Problema 1 Calcule os limites:

a) i 3r+9
o lim —m———
s——3 224+ 4+ 3
.1 —cosz
Pl

Problema 2 Cualcule o limite
Va2 —2yr +1

x—1 (:L‘ — 1)2

Problema 3 Cualcule o limite )
i V2
z—1 ] — \/E

Problema 4 Cualcule o limite
cos 2x — cos 3x

lim
x—0 {132

Problema 5 FEncontre um valor diferente de zero para a constante k que torne a func¢ao
tg(kx)

flz) = T
3z +2k%, sex >0

sex <0

continua em x = 0.

Boa sorte!
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Exercicio 1 Por outro lado,

a). Inicialmente observe que u? —2u+1=(u— 1)2

2?4 +3=(x+3)(z+1)

Assim, w—1=(u-1)(u"+u+1)
, 3z +9 , 3 (x+3) Ou seja,
a3 S a8 1)
e * ¢ x v . Va2 -2y +1 Cour—2u+1
lim — % = im — 5
— lim r—1 (.’17 _ 1) u—s1 (u3 _ 1)
z—-3x+1 )
5 _ (u=1)
=5 u=l (y—1)% (U2 +u+ 1)
1
- - hml 2 1)?
u—
b). Observe que (u® +ut1)
. l—cosx . 1l—coszl4cosx :1
lim ——— = lim 5 9
z—0 T z—0 T 1+cosz
1—cos?z u
= m 27
20 z2 (1 + cosz) Exercicio 3 Observe que
— lim sen’z hm\/:f—a;2_hm\/5—x21+\/§\/5+x2
=0 22 (1 4 cosx) w51 1—x o=l 1—Jz 1+ /z 7+ 22
_ Jyy SeRESenT 1 -t 14
=0 T x 14coszx = lim e
z—1 1 —x /o + 22
1
D) z(1-2%) 1+
= lim
n a—=1 11— o+ a?
Exercicio 2 Inicialmente observe que Além disso,
b Va? - 29w+ 1 1,(@Ef—2v5+1 1-2®=(1—-2)(a® +z+1)
im —————— = lim
r—1 —1 2 r—1 —1 2
(z-1) (@—1) Ou seja,
Tome ) )
uw= -z i V2~ :hmx(l—x)(x +z+1) 1+
:v—)l]_—\/.% r—1 1—2x \/54-1}2

e observe que
3

u =z , 1+Vx
r—>1=>u—1 z—1 W

Portanto
Va2 —23¢ 1 2_2u+1
i Y D2V AL 2u ]
z—1 (x—1) u=1 (y3 —1) ]




Exercicio 4 Inicialmente observe que
cos 2z = cos (z + x)
= cos’z — sen’z

=1 — 2sen’z

sen 2z = sen (x + x)

= 2senx cosx

cos 3x = cos (2x + x)
= cos 2z cosx — sen 2x sen x

(1 — 2sen’z) cosz — (2senx cosx) senx
= cosz — 4sen’z cos
Assim,

cos 2z — cos 3z = 1 — 2sen’x — cos z + 4sen’z cos x

=1—cosz — 2sen’z (1 — 2cos x)

Ou seja
A — 1im €8 2z —QCOS 3z
z—0 x
. 1—cosz —2sen?s (1 — 2cos )
= lim 5
z—0 T
. 1—cosx —2sen’z (1 —2cosx)
= lim
x—0 .’1,‘2
1— 2
= lim ﬂ —2(1—2coszx) (senx) }
z—0 x x
.
2
_°
2

(Outro Modo:) Observe que

cos 2x — cos 3x cos 2x + cos 3x

A= lim

0 x> cos 2x + cos 3x

cos? 2z — cos? 3z

m
10 22 (cos 2z + cos 3x)

1 — sen?2z — (1 — sen23x)

z—0 2 (cos 2z + cos 3x)

. —sen?2x + sen?3x
= lim
-0 22 (cos 2z + cos 3x)
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—sen?2x + sen?3x 1
A=1
20 2 cos 2z + cos 3z
. —sen22x + sen?3z 1
= lim
20 2 2 cos 2z + cos 3w
. —sen?2x4  sen?3z 9 1
= lim - —
0 2 4 2 9 ) cos2x + cos3x
sen?2x sen?3x 1
=i —4 9
250 < 2 o > cos 2z + cos 3z
~ i | -4 sen 2x 2+9 sen 3x 2 1
z—0 2x 3z cos 2x+cos 3z
1
=(—4+9)=
)
2

Exercicio 5 Considere a funcdo
tg(k
M, sex <0
flx) = z
3z +2k%, sex >0
Para que f seja continua em x = 0, é necessdrio que
i). f(0) ezista. Observe no entanto, que
f(0)=3-0+2k?

Ou seja, se existir k, f(0) também existe.

it). lim f(z) exista. Observe que
z—0

lim f(z)= lim (32 +2k?)

z—0+— z—0t—
= 2k*
tg(k
lim f(z) = lim g(k)
x—0~ x—0~ x
sen kx
— lim <Coskx
x—0~ T
kx k
— lim 2 g

z—0- xcoskx k’

senkx k

lim
z—0- kx coskx

=k



Assim, € necessdrio que

li = I &
g fe)= i f(@)
2% =k <

2k-1)k=0¢<
k==
2
Portanto, é necessdrio que k = % para que este
item mecessdrio para a continuidade de f em 0
esteja satisfeito.
i11). Por fim, é necessdrio que

lim 7(z) = £(0)

Gabarito 12 Prova

Dos itens (i), (ii), sabe-se que

lim f(x) = 2k? = %

x—0

1
FO) =22 = 5

Assim, tem-se o que desejava-se.

Diante da validade dos itens (i), (i) e (iii) tem-se
provada a continuidade da fun¢do f em x = 0 para

kzl, LB
2
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Problema 1 Calcule os limites:

. 926 — x
- lm T

9 3 n+1
b). lim (-
n—+oo \ 2n + 1

Problema 2 Encontre a equacao da reta tangente a curva

_2x+1
C 3r—4

Y
no ponto de abcissa xr = —1.

Problema 3 Calcule a derivada das fungoes

3sec? x

a). f(z)=

b). f(x) =1In(cos®x)

T

Problema 4 Suponha que F(z) = f(g(x)) e g(3) =6, ¢'(3) =4, f'(3) =2 ¢ f'(6) =T7.
Calcule F'(3).

Problema 5 Calcule f'(z) sabendo que

l1—z sex<0
-

e? sex>0

Boa sorte!
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Exercicio 1 Ou seja
. m + 3 n+1 ) 2 n+1
lim =lim (1+
a). Observe que n—+oo \ 2n + 1 n—+o00 2n+1
1 u—35+1
1 .
026 — x0 9—;5) = lim <1+)
1 i . uteo \ U w
z—o0 a3+ 1 z——oc0 3 (]_ + —3)
T utl
. 1 2
= lim
z——oo g3 (1 + 1 1\ 1\ 2
(1+35) = lim (1+) <1+>
u—>—+00 u u
9L —
= lim T
=3 Exercicio 2 Uma das maneiras de determinar a
equacdo de uma reta € encontrar um ponto P por
0 onde esta reta passa e seu coeficiente angular m. Por
tratar-se de uma reta tangente ao grdfico de
b). Ob 2z +1
). Observe que Y=3:"1
il il no ponto de abcissa = —1, seque-se que
. 2n+3\ . 2n+1+42
nﬁlr}rloo 2n+1 771%111{100 2n+1 P = (_1’y(_1))
n+1 e
= lim (1+2 2 1) m=y'(-1)
e nt Onde
Considere uma nova varidvel u tal que y(—1) = (-1 +1
3(-1)—4
12 _1
uw  2n+1 7
Para o cdleulo de y'(—1), € necessdrio inicialmente
ou seja caleular y'(x). Usando a regra do quociente, tem-se
o+ 1 , (2 4+ 1) 8z —4) — (22 4+ 1)(3z — 4)’
u = Y ({E) = 2
2 (3z —4)
Disto seque-se que _ 23z —4) — (22 + 1)3
(3x —4)2
e L 6z —8— 6z —3
2 - (3x—4)2
e -1
n — +00 = u — +00 (3z —4)?




2
Ou seja
m=y'(-1)
_u
49

FE a reta procurada possui equacdo dada por

1 11
y—?——E(x—&-l)(:}
1 11 11
R TR T
11 4
YT 10

ou, na forma geral

49y + 11z = —4

Exercicio 3

a). Usando as regras do quociente e da cadeia,
tem-se que

(3sec? x)(z) — 3sec? x(x)’

x2

fi(z) =

6z secxsecxtgr — 3sec?

x2

~ 3sec’z (2ztga — 1)
- 2

T

O

b). Usando a regra da cadeia na forma de Leib-
nitz, considere

U = COS X
v = 1>
Assim,
f(z) =Inv
e
du <
22— _sen
dx .
dv
9
du Y
g _1
dv v

Gabarito 22 Prova

Além disto, tem-se que
_ 9
dw
_df dvdu

 dvdudz

f'(=)

1
Zou(—
» u (—senx)

1
?2u (—senx)

_ ,senz
cos T
= —-2tgz
[ |
Exercicio 4 Sabendo que
F(z) = f(g(x))
Tem-se, pela regra da cadeia, que
Fl(z) = f'(g(x))g (z)
Assim, segue-se que
F'(3) = f'(9(3))g'(3)
= 1(6) -4
=7.4
=28
[ |

Exercicio 5 Uma vez que a funcgao f € dada por sen-
tenca, o cdlculo de sua derivada dever feito em trés
partes:

1° Caso: Para x < 0 tem-se

fley=1—=x

flz)=1

2° Caso: Para x > 0 tem-se



3°Caso: Quando x = 0, tem-se

f/(O) _ }ILIL% f(0+ h})l - f(O)
= lim 7f(h) -1
h—0

Como f possui sentencas diferentes a direita e
a esquerda do zero, € necessdrio o uso de limites
laterais para este cdlculo, ou seja

lim 7]0(}1)_1 = lim 1-n-l
h—0— h h—0—
=-1

Por outro lado,

lim f(h) =1 lim -1
1 —_— =
h—0t+ h h—0t h
Considere

w=e -1

e observe que

w+1l=eh =
Inw+1)=-h =
h=—In(w+1)

h=>0"=w—0"

Gabarito 22 Prova

Logo
lim f(h) —1 = lim eh 1
h—0+ h—0+ h
= lim —
©w—o0- —In(w + 1)
w—0~
——1 1
~lnw+ 1)
. 1
= lim ——
w—0" — ln(l 4+ w);
- 1
" —lne
=-1
Portanto
f1(0)=-1
e
-1, sex <0
fl(x)=¢ -1, sex =0

—e %, sex >0

-1, sex <0

—e * sex >0
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Problema 1 Calcule os limites:

. x
a). lim ———
=0 ¥ — cos X

b). lim xsen (E>

r——+00 €T
Problema 2 FEncontre e classifique os extremos da func¢ao
f(z) = 2% —22*

Problema 3 Determine as retas normais a circunferéncia de centro em (2,0) e raio 2 nos
pontos de abcissa 1.

Problema 4 Um objeto se move sobre a pardbola y = 22 + 3z — 1 de tal modo que sua
abcissa varia a uma taxa de 6 unidades por minuto. Qual € a tara de variacdo de sua
ordenada quando o objeto estiver no ponto (0, —1)7

Problema 5 Determine o ponto sobre a curva y = x*+x que se encontra mais prézimo de
(7,0).

Boa sorte!
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Exercicio 1

a). Observe que o numerador e denominador da
fungdo dentro do limite se aproximam de zero
quando © — 0. Assim, usando a regra de
L’Hospital, tem-se

. x .
lim —=1lm ———=1
z—0 e¥ —cosx z—0 e¥ 4 senx

b). Observe que

sen (g)

r—400 1
x

lim zsen (E% lim

T—+00 €T

e o numerador e denominador desta fungdo
dentro do limite tendem a zero quando
x — 4oo. Portanto, usando a regra de
L’Hospital, tem-se

lim =z sen (f% lim

r—+o0 €T

Exercicio 2 Observe que
f'(z) = 62° — 82®
=22° (32* — 4)
[ (x) = 302" — 2422
= 62 (52% — 4)
Os candidatos a extremos de f sao solugoes da
equagao

flz) =0«

20° (32 —4) =0 &
4

x oux 3

Para classificar os candidatos encontrados, € mne-
cessdrio analisar o sinal de f” em cada um deles,
ou seja

7' =0
1% ([) —od (51 -4)
=250
Iz ( g) —od (51 -4)
B
Seque-se disto que x = 0 ¢ um ponto de in-

flexao, e x = :I:\/% sao ambos pontos de minimos
globais. |

Exercicio 3 A circunferéncia de centro em (2,0) e
raio 2 possui equac¢ao dada por

(z—2°+y> =4

Considerando y como varidvel dependente de x e de-
rivando a equacdo anterior em relacdo a x, tem-se

dy

2 —-2)+2y— =0<
(@ —2)+2y—
@_Qfx
der gy

Sobre a circunferéncia os pontos de abcissa r = 1
possuem ordenadas obtidas da equagdo

(1-2°+y=d4ey=+V3

Assim, nestes pontos os coeficientes angulares das
suas respectivas tangentes sao

_dy 1
my = Ir s = %
_dy 1
mo = Ir R = —ﬁ




Logo as retas mormais a circunferéncia nos pontos
(1,4/3) e (1,—/3) possuem, respectivamente, o0s se-
guintes coeficientes angulares
-1
my = — = —\/g
mi
-1
mo) = —(F = \/§
m2
e suas equagao sao

y—V3=—V3x-1)

y+V3=V3(x—-1)
|

Exercicio 4 De acordo com o enunciado do pro-
blema as varidveis x e y mudam com tempo. Além
disso, € dado que

y=22>+3zx—1

Entao, derivando em ambos os lados desta equag¢ao
em rela¢cao o tempo, tem-se

dy dx
29— (4p +3) —
T
Como p
d—f = 6u/ min
quando o objeto estd no ponto (0,—1), ou seja quando
rz=0ey=—1, seque-se
dy
—=4-043)6
o = (4-0+3)
= 18w/ min
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Exercicio 5 Um ponto sobre a curva

Yy = 2+
possui coordenadas

(z,2° + 2)
A distdncia deste ponto ao ponto (7,0) é dada por

fl@)=d=(z - 7?2+ (2* + 2)?
= 2" + 22% + 227 — 142 + 49
Assim, tem-se
f'(x) = 42® + 62 + 4o — 14

Os candidatos a extemos de f sdao obtidos como
solugao da equacao

fx)=0«
4o + 622 + 40— 14 =0

Ou seja

r=1

€ o0 unico candidato real. Observe que

f(x) =122 + 122 + 4

ff1)=28>0

Ou seja, © = 1 de fato € um ponto de minimo
global da fungao f. |
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Problema 1 Calcule os limites
a). lim cos T 5

=7 (@-9)

1 1
b). li
) xbn%(Qx—4+x—2)
x

Problema 2 Dado que f'(z) =
F(z) = f(g(z)).

Problema 3 Uma particula esta se movendo ao longo da hipérbole xy = 8. Quando atinge
o ponto (4,2) a coordenada y estd decrescendo a uma taza de 3cm/s. Qudo rdpido a coor-
denada x deste ponto estd variando neste momento?

e g(x) = v3x —1, encontre F'(x) sabendo que

2+ 1

Problema 4 Ache o ponto do grifico de y = x* + 1 mais prézimo do ponto (3,1).

Problema 5 Em que ponto(s) a reta tangente d curva y®> = 22* é perpendicular a reta
r+2y—2=07

Boa sorte!
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Exercicio 1 e
g(xz) =3z —1
a). Observe que
Tem-se que
lim " = lim (L Hopital) Py = —I@)
25t (2 —1)°  e=3r2(z—F) (9(2))? + 1
= _ Viz—1
S 3r—1+1
Visto que
Vir—1
T+ 0 m =
- =z>-—=1r—=>0 3z
x 5 xr > 5 T 9 > .
e J(@) = —o
—senzz—1<0 2v3z—1
2 Portanto
= Py~ YBT3
b). Considere 3x 243z —1
. 1 4 1 . 142 1
im —— |=lim —— =5
e=2\20—4  x—2 22 2(x — 2) 2z
|
— lim 3 Exercicio 3 Sabe-se que a particula move-se sobre
@2 2(x — 2) a curva xy = 8. Assim, temos que as coordenadas
x ey desta particula mudam com o tempo. Assim,
-3 deriwvando implicitamente, teremos
d d
Uma vez que i (zy) = at (8)
1 =
By T de o ody o
) at? Tt
lim - Também € informado no problema que a coordenada
z—2- 2(x — 2) y da particula estd decrescendo a uma taza de 3cm/s
m quando atinge o ponto (4,2), ou seja

Como

d
d—:g =—-3cm/s
Com isto seque-se que, neste instante teremos

dx
—24+4(-3)=0=
2 t4(=3)

d

dj =6cm/s



Exercicio 4 Seja P = (a,b) um ponto qualquer so-
bre o grdfico de y = x> + 1, ou seja

b=a%+1

A distancia entre o ponto P e o ponto (3,1) ¢ dada
por

d=+(a—3)2+(b—1)2
=+/(a—3)%2+a*

=+va*+a2—-6a+9

Considere a funcao
g(a) =a*+a*—6a+9

e observe que, minimizando a funcdo g, estamos
também minimizando a fungao d. Para isto, perceba
que

g'(a) = 4a® +2a -6

e nossos candidatos a extremos sdo obtidos como
solugdo da sequinte equagao

g'(a) =0=
40> +2a—6=0=

20 +a—-3=0

Donde seque-se que a =1 € a unica raiz real e, por-
tanto mosso unico candidato. Para confirmarmos que
de fato trata-se de um ponto de minimo para a funcao
g, observe que

g’(a) =6a®+1>0,Ya € R

Com isto,temos que b = 2 e o ponto procurado €
(1,2). |

Exercicio 5 Observe que a reta em questdo possui
coeficiente angular

mo = ——

2

Logo, a reta que estamos procurando possui coefici-
ente angular my, sendo

ml-mgz—l

Gabarito Prova Final

ou seja,

my = 2
Considere (a,b)
Y3 = 222, tal que

sendo o ponto sobre a curva

dy

—my =2 1
e (1)

a

usando deriwacao implicita sobre a equagao da curva
dada, teremos

dy
3y’ = =4
Y dx o
donde seque-se que
dy|  _ da
de|,_, 3b?

Como o ponto (a,b) estd sobre a curva, seque-se que
b =20 & b= V2?2
Assim, temos

@ 4a

dv|,_, 3V4a*

Voltando a equagao (1) teremos

4
L N

3v4a* B
4a = 6V4a* &
204 = 3V/4a* &

8a® =27 -4a* &

2
a=—
27
e, em conseqiéncia disto,
2
b= -
9

Ou seja, o ponto procurado €

w=(22)
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Problema 1 Calcule os limite

a). lim 1 — 4
'x—>4 \/_—2 x—4

.=
R =P

Problema 2 Resolva o limite
. senx —cosx
Iim ——M—
=T tgx — 1

Problema 3 Resolva o limite

li -1
iy (1) senz—

Problema 4 Resolva o limite
im 8x% 4 7/x
x—==00 \/16x4 4+ 6

Problema 5 Sabendo que

H(x) 0,sex <0
X) =
1,sex >0

Identifique, caso existam, os pontos de descontinuidade da fungdo
f(x) = H(x—2)vx
Justifique sua resposta!

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Exercicio 2 Inicialmente obeserve que
a). Observe que i SEMX —COSX _ . senX —cosx
xl_r% tgx —1 xl_% senx
) 1 4 . x—4—-4(y/x-2) cos x
lm | —————— ] =1lim
x—4 f—2 x—4 x—4 (\f—Z)(x—él) i Sen x — Cos x
= 1um
) Y POy (senx—cosx)
VA2 (-9 cost
= lim (senx — cosx) L -
~ Im (\f—Z)z . Sen X — cos X
T oxod (Va—2) (x —4)
= lim cosx
X —=2x+2 e
= lim
x4 x—4 J/x+2 T
= Ccos —
4
lim x—4
x4 (x —4) (Vx+2) V2
. 2
= 1‘ .
X Vx+2
. Exercicio 3 Inicialmente perceba que
1 x—1—=0
(] e -
—-1< <1
b). Perceba também, que < sen x—1—
3 ) Logo,
x —1:(x—1)(x+x +1) lim (x — 1) sen =
x—1 X —
Logo u
lim -1 — lim (x—1) (x +x2 + 1) Exercicio 4 Resolvendo o limite, tem-se que
=1 (x—1)3  x51 (x—1)3 X
lim 8x2+79x lim 8x2 + 7x3
g YT xo-00 \/T6x5+ 6  x-= \/16x* + 6
x—1 (x — 1)2 .
e ) x? (8 + 733‘5)
= Jm
uma vez que X (16 + ;4)
x+x2+1-3

1
x2 (8—1—7’;;)
= lim ——2

X— —00 2 i
quando x — 1. [ | ¥y 16t

(x—1)*> = 0" _




Exercicio 5 De acordo com o enunciado,

Assim,

Portanto

H(x)

H(x —2)

{
{

|

{

0,sex <0
1,sex>0

0,sex—2<0
1,sex—2>0

0,sex <2
1,sex>2

0,sex <2
Vx,sex > 2
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Analisando a continuidade da fungdo, tem-se que

* Quando x < 2, f(x) = 0. Portanto f é continua
nesse intervalo.

* Quando x > 2, f(x) = +/x que é uma fungio
continua nesse intervalo.

* Quando x = 2, tem-se

- f(2) = V2, ou seja f(2) existe
— Calculando os limites laterais

lim f(x) = lim 0
x—27 x—27

=0
lim f(x) = lim /x

x—2F x—2~
=2

Como tais limites sdo diferentes, segue-se que

lim f(x) =3

x—2

Ou seja, f ndo é continua em x = 2 que é seu 1inico
ponto de descontinuidade.
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Problema 1 Calcule f'(x), sendo
x
a). f(x) = —
===
b). f(x)=x*—In(x*+1)
Problema 2 Seja
f(x) = ax* + bx

Encontre os valores de a e b, sabendo que a reta tangente ao grifico de f no ponto (2,7) possui
coeficiente angular m = 12.

Problema 3 Calcule

a). lim (%

T—
x—>7

. 1 1
b). hm (x—l ‘m)

Problema 4 Calcule Z—Z em x = 4, sabendo que y(x) é dada implicitamente através da equagio

— X) secx

Va+.,/y=3

Problema 5 Um tanque, no formato de um cone circular reto invertido (com o vértice para baixo),
com 12m de altura e raio 6m, estd sendo esvaziado através de um furo em seu vértice a uma taxa
de 2m3/s. Qual é a taxa de variagdo do nivel da dgua no instante em que o nivel é de 3m?

Boa Sorte!
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Exercicio 1 e, pela regra da cadeia,
. Send / 3
o e flx) = = n(x*+1)] = 4311
= x
V1—x?
S . Logo
egue-se, da regra do quociente que
/ , 3 4x3
1-V1—x2—x(V1-x2 fix) =4x’ —
/ x*4+1
f (x) = 5
(\/1 — xz) Ax7 +4x3 — 43
) - xt+1
\/1—x2—x<\/1—x2) 4
N 1—2x2 BETES
e, pela regra da cadeia, tem-se que ]

(m>’ _ —2x

2v/1 — x?
. —x
V1 —x2
Portanto
/71x2x<_x>
f/(x) — \/1—x2
1—x?
2
V-2 —
_ V1 — x?
1—x?
N S
V122142
_ 1
- 3
(1—x2)2

b). Sabendo que

f(x)=x*—In (x4+1)

tem-se que

f(x) = 4x® — {ln (x4 + 1)]/

Exercicio 2 Inicialmente obeserve que
f(x) =2ax+b

Sabemos que o coeficiente angular da reta tangente ao
grifico de f no ponto (2,7) é

f(2)=4a+b

Por outro lado, é dito no enunciado que tal coeficiente é
m = 12, ou seja

Q) =meda+b=12

Como o grifica da fungio passa pelo ponto (2,7), seque-se
que
f2)=7=4a+20=7

Tem-se portanto sistema
da+b=12
4a4+2b=7

Donde segue-se que



Exercicio 3

a). Observe que

lim (g—x) secx = lim (g—x) !

x—ZE7 x—Z Ccos X

T o_
= lim 2
x—3~ COSX

= lim
x> I —senx

(por L'Hospital)

=1

b). Observe que

. 1 1 . Inx—x+1
lim —— )= lim ———
—1t\x—1 Inx =1+ (x—=1)Inx

1 1
lim —* —
=1t Inx + (x —1) ¢

(por L’'Hospital)

. 1—x
m —
=1+ xInx+x—1

= lim -1
o1t lnx +2

(por L’'Hospital)

Exercicio 4 Sabe-se que
Vx+y=3
Logo, quando x = 4, tem-se
2+/y=3=y=1

Além disse, admitindo y(x) e derivando implicitamente a
equagio dada, em relagio a x, tem—se

1 1Ay
2y/x 2 ydx

Gabarito 22 Prova

Ou seja,
dy _ VY
dx NE
e
ay|  _ 1
dx|,_, 2

Exercicio 5 Sabe-se que o cone de altura h e raio r possui
volume

1
V= gmfzh

e, por semelhanga de tridngulo, o cone formado pela dgua
contida no cone de altura 12m e raio 6m, quando a dgua
estiver no nivel de altura h, terd raio

r—ﬁ
2

Ou seja, seu volume é dado por

1

_ L 43
V= 127rh
Assim,
av 1 5dh
1 ,dh
"
Sabendo que
av
— = —2m?/2
dt /2,

no instante em que h = 3, tem-se

1 dh
2=
Ou seja
dh 8
P
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Problema 1 Determine onde a fungio
£(x) = (1000 — x)? + x?
¢ decrescente. Usando esta informacdo, decida qual é o maior valor: 800% + 200 ou 600? + 4002,

Problema 2 Encontre e clasifique os extremos da fungdo

1—x

S0 =2

Problema 3 Deseja-se construir um cercado no formato retangular aproveitando-se um muro jd
existente e que possua 8km? de drea. Determine as dimensdes do retdngulo que minimizem a
quantidade de cerca necessdria para construir os trés lados restantes.

Problema 4 Calcule as integrais

cos V't
2. / S

b). / (x®+1) cos (x* + 4x) dx

Problema 5 Calcule a drea da regido entre os grificos da fungio f(x) = x> — 10x e g(x) = 6x.

Boa Sorte!



Universidade Federal do Vale do Sao Francisco
Engenharia Civil
Célculo Diferencial e Integral I

Prof°. Edson

1° Semestre

Gabarito 32 Prova
Data: Quinta-feira, 05 de Dezembro de 2024

2024
Turma X1

<+

Exercicio 1 Sendo
£(x) = (1000 — x)? + x2
Seque-se, que

f'(x) = —2(1000 — x) + 2x

= 4x — 2000

Realizando o estudo de sinal de f', tem-se que
e f'(x) > 0para x > 500
e f1(x) < 0parax <500

Ou seja, f é decrescente para x € (—oc0,500).
Observe ainda que

£(200) = 800 — 2002
£(400) = 600 — 4002

Logo, como f é decrescente no intervalo (—o0,500),
segue-se que f(200) > f(400), ou, dito de outro modo

800% — 200% > 600% — 4007

Exercicio 2 Inicialmente observe que

—(x2+3x) — (1 —x)(2x +3)

f(x)

(x2 + 3x)?
_ x> —2x—3
~ (x2+3x)2

Logo, os candidatos a extremos de f sdo obtidos como
solugdes da equagdo
flx)=0=x>-2x—-3=0

Ou seja x = 3 e x = —1. Para a classificagio destes
pontos, perceba agora que

 2x (—x* +18x% + 36x 4 27)

1!
f) (x2 + 3x)*
e
F'(3) = g7 >0
81
f'(-1)=-1<0
Assim, x = 3 é um ponto de minimo global e x = —1 ¢

um ponto de mdximo global. |

Exercicio 3 Considere x e y sendo as dimensoes do
retdngulo que deseja-se encontrar. Como serdo necessirios
apenas 3 lados desse retdngulo, o gasto com a cerca
corresponde a soma dos comprimentos destes lados, ou
seja

C=2x+y

Além disso, a drea deve ser de 8km?,

xy=8=y= g
Portanto, g

C(x) =2x+ p
e

C'(x)=2- %

O candidatos a extremos da fungio C sdo obtidos como
solugio da equagio

8
C/(x):O:>2—?:0

Donde seque-se que x = 2. Observe que

1 _16
C'(x) = 3

e
c"2)=2>0

Logo x = 2 é de fato um ponto de minimo da fungdo, e as
dimensoes do retdngulo procurado sio x =2ey =4. B

Exercicio 4

a). Considere

w=t
e observe que
1
dw = ——=dt

2Vt

1
= %dt =

2wdw = dt



Portanto
/cos \/Edt _ /Cosw2wdw
Vi w
= 2/ cosw dw
=2senw + k

=2senVt+k keR

b). Considere
v=nx* +4x

e observe que
dv = <4x3 + 4) dx

:4(x3+1)dx$

%: <x3—|—1)dx

Portanto
I= / (x3 + 1) cos (x4 —|—4x) dt
= /cosvd—v
o 4
1
= Zl/cosvdv
1
= leenv+k

= lesen <x4+4x) +k keR

Gabarito 32 Prova

Exercicio 5 Calculando a intersegiio entre os grificos de

fx) = x> —10x
e
g(x) =6x
Obtém-se
x> —10x = 6x =
x> —16x =0 =
x (¥ =16) =0
Ou seja, x = —4,x = 0e x = 4. Logo a drea que

deseja-se calcular é dada por

A= 1 — st +| [ 1) - s(o) ax

—4
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Problema 1 Calcule os limites
1
— -1
a). lim VES—
=1 1—x
. 6x2
v e
Problema 2 Sabendo que
0,sex <0
H(x) =
1,sex>0

Identifique, caso existam, os pontos de descontinuidade da fungao
f(x) = H(x —2)Vx

Justifique sua resposta!

Problema 3 Sejam g : R — R uma fungdo derivivel e f : R — IR uma outra fungdo, dada por
flx) = " g(3x +1)

Calcule f'(0), sabendo que ¢(1) =2e g'(1) = 3.

Problema 4 Calcule as integrais

2
a). /x +1dx

X

0
b). / x (x4 1) dx
-1

Problema 5 Determine o ponto do grdfico de y = x> que estd mais préximo do ponto (4,0).

Boa Sorte!
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Exercicio 1 Assim,
0,sex—2<0
a). H(x—2) =
1,sex—22>0
. 1—/x
1 _q 0 <2
lim %= = lim VX — sex
x—1 1—x =1 1—x 1,sex >2
_ 1—+/x Portanto
x—1 x(1—x) f(x) :H(X)ﬁ
= lim -V
V(1= V(14 VA) _ ] Osex<2
. Vx, sex > 2
)lclgi Vx(1+ /%) Analisando a continuidade da fungdo, tem-se que
1 ® Quando x < 2, f(x) = 0. Portanto f é continua
=3 nesse intervalo.
* Quando x > 2, f(x) = +/x que é uma fungio
continua nesse intervalo.
b) ® Quando x = 2, tem-se
2 62 - f(?) l: \f, Obll seja f§2) existe
lim ———— = lm —— — Calculando os limites laterais
X——00 13/5x6 -1 X——00 3 x6(5 B l) ) '
<@ s )= 0
6x? =0
= lim ——— . .
oo Iim f(x) = lim /x
XH x2{/5 — 16 x—2+ f) x—2- v
b _ \/E
— lim Como tais limites sdo diferentes, seque-se que
X——00 3 1 .
36 3161_% flx) =14
6 Ou seja, f ndo é continua em x = 2 que é seu 1inico
= NG ponto de descontinuidade.

Exercicio 2 De acordo com o enunciado,

H(x) 0,sex <0
X)) =
1,sex >0

Exercicio 3 Precisamos inicialmente calcular a derivada
da fungio

f(x) = g(Bx+1)
Para isto, considere

h(x) =3x+1



p(x) =g(Bx+1)

Observe entiio que

Portanto, usando a regra da cadeia, teremos
p'(x) =g'(h(x))h'(x)
=3¢'(3x+1)
Observe agora que
f(x) = e*p(x)
e usando a regra de derivagio do produto teremos
fi(x) =etp(x) +e'p'(x)
=" [p(x) +p'(x)]
=e'[g(Bx+1)+3¢'(Bx+1)]
Donde segue-se que
f£1(0) =€ [g(1) +3g'(1)]
Como sabemos que g(1) =2 e g'(1) = 3, segue-se que

f(0)=2+3-3=11

Exercicio 4

a).
/(%)dx :/(x+%)dx
=2 {lnjx|+k
ondek € R
b). Tome
y=x+1

e observe que
dy = dx
x=—-1=y=0

x=0=y=1

Gabarito Prova Final

Portanto

0 -1
[ xrnax = [y -1y 0y

1
_ /O (101 — y100) gy

1

102~ 101 |,

1

- 102 101

-1

10302

]

Exercicio 5 Seja P = (a,b) um ponto qualquer sobre o
grdfico de y = x3, ou seja

b=ad°

A distancia entre o ponto P e o ponto (4,0) é dada por

d=1/(a—4)2+(b-0)

=/(a—4)2+4ab

= \/ab 4 a2 —8a + 16
Considere a fungio
gla) =a®+a*—8a+16

e observe que, minimizando a fungdo g, estamos também
minimizando a fungio d. Para isto, perceba que

g'(a) = 6a°+2a—8

e nossos candidatos a extremos sdo obtidos como solucio
da seguinte equagio

g'(a)=0=
6a° +2a—8=0=

3i° +a—4=0

Donde segue-se que a = 1 é a tinica raiz real e, portanto
nosso tinico candidato. Para confirmarmos que de fato
trata-se de um ponto de minimo para a funcgdo g, observe
que

g’(a) =30a* +2>0,Va € R

Com isto,temos que b = 1 e o ponto procurado é (1,1). 1



