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Algebra Linear | Caderno de Exercicios

Analise cada um dos problemas a seguir e formule um modelo matematico que o
represente por meio de um sistema de equagdes. Descreva seu raciocinio de modo que
fique claro as varaveis de cada problema.

Considere quatro cruzamentos A, B, C 55 /i
e D, como mostra a imagem. As setas 40/h ' /
indicam o sentido do trafego. — A - B

Do cruzamento A entram 40 carros ]
por hora, do cruzamento B saem 55
carros por hora, do cruzamento C para
D passam 30 carros por hora, e de D 20/h
para B passam 20 carros por hora.

Descubra a quantidade de carros que
circulam no restante das ruas,

considerando que nenhum carro fica

parado. / 30/h

Necessita-se adubar um terreno acrescentando 140 g de nitrato, 190 g de fosfato e 205 g
de potassio a cada 10m?. Dispoe-se de quatro qualidades de adubo com as seguintes
caracteristicas:

Cada quilograma do adubo I custa R$ 5,00 e contém 10 g de nitrato, 10 g de fosfato e
100 g de potassio;

Universidade Federal do Vale do S&o Francisco | Pagina 2



Algebra Linear | Caderno de Exercicios

Cada quilograma do adubo II custa R$ 6,00 e contém 10 g de nitrato, 100 g de fosfato
e 30 g de potassio;

Cada quilograma do adubo III custa R$ 5,00 e contém 50 g de nitrato, 20 g de fosfato
e 20 g de potassio;

Cada quilograma do adubo IV custa R$ 15,00 e contém 20 g de nitrato, 40 g de fosfato
e 35 g de potassio;

Quanto de cada adubo devemos misturar para conseguir o efeito desejado se estamos

dispostos a gastar R$ 54,00 a cada 10 m? com adubacdo?

Um agricultor deseja plantar tomate, cebola e cenoura. O gasto com plantio é R$
3,00/m2 para o tomate, R$ 4,00/m?2 para cebola e R$ 2,00/m?2 para cenoura. Seu lucro
liguido € em média de R$ 1,00/m2 com o tomate, R$ 0,80 com cebola e R$ 0,90 com a
cenoura. Este agricultor dispdoe de R$ 35.000,00 para investir no plantio e deseja um
lucro liquido de R$ 9.700,00. Sua area disponivel para plantio € de 11.000 m2. Como ele

pode distribuir sua plantagao para que obtenha um resultado esperado?

Sabe-se que uma alimentagdo diaria equilibrada em vitaminas deve constar de 170
unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140 unidades de vitamina C, 180
unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E. Com o objetivo de descobrir como
deverd ser uma refeicdo equilibrada, foram estudados cinco alimentos, determinou-se
quantidade de vitamina para cada alimento:

O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina B, 1 unidade de
vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 2unidades de vitamina E.

O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 0 unidades de
vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de vitamina E.
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O alimento III tem2 unidades de A, 2 unidades de B, 5 unidades de C, 1 unidade de D
e 2 unidades de E.

O alimento IV tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C, 2 unidades de D
e 13 unidades de E.

O alimento V tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C, 9 unidades de D e
2 unidades de E.

Quantos gramas de cada um dos alimentos I, II, III, IV e V devemos ingerir diariamente

para que nossa alimentagao seja equilibrada?

Faca o balanceamento da reacao de dissolugao do vidro em HF
HF + Si0, » SiF, + H,0
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Operacoes elementares

As operacdes que podemos realizar sobre as linhas de uma matriz A para realizar o
processo de eliminacdao de Gauss sao:

I. Trocar a linha i pela linha j
II.  Multiplicar uma linha por uma constante nao nula a
III.  Substituir a linha i por ela mesma mais um multiplo da linha j, isto &,

'Ei i 'Ei + (X‘BJ
Exercicio

Utilize o método de eliminacdo de Gauss para encontrar solucdao de cada um dos
sistemas lineares formulados nos problemas anteriores
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Matriz escada

Dizemos que uma matriz A esta na forma escalonada se:

I. O primeiro elemento ndo nulo de cada linha é 1
II. A coluna do primeiro elemento nao nulo de cada linha deve ter os outros
elementos nulos
III. Se o primeiro elemento nao nulo da linha i ocorre na coluna k;, entao
ky <k, <<k,
IV. Qualquer linha nula deve estar abaixo das linhas ndao nulas

Verifique quais sao as matrizes que estdo na forma escada.

a)

o R
o RN

|
N
N W
e—

b)

U=
(e
_ o o

S =
N
(=N ]

Q)

o

d)

o
S O

=

e)

o
or o
|
= o
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Exercicio 2

Calcule o posto e a nulidade da matriz associada a cada um dos sistemas e analise sobre

existéncia e unicidade de solucdo.

x1+2x2+ x3:0
a) _X1+OxZ+BX3 =5
x1_2x2+ x3=1

b) (2x +y—2z=7
x+y—3z=3
x—y+z=1

C) {x+y+z=3

y—z=0
x—y+z=1

d) {x+y+z=3

y+z=0

x—y—-w+z=1
e){x+y+z—-w=5
y+z+2w =20
x+2y+z+ w=5
2x+ y+z+ w=4
x+y —z+ w=5
2x—y+2z+w=-1

f)
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Teorema de Existéncia de Solucoes

Um sistema de m equacdes e n incognitas admite solucdo se, e somente se, o posto da
matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes.

Se as duas matrizes tém o mesmo posto p e p = n a solugdo serd Unica.

Se as duas matrizes tém o mesmo posto p e p < n, podemos escolher n — p incégnitas, e
as outras p incognitas serdo dadas em funcao destas.

Discuta sobre a existéncia e unicidade de cada um dos sistemas conforme o Teorema de

Existéncia de solugdes.

9)

h)

x+ty+z=4
2x +5y—2z=73
x+7y—7z=5

2x+y+z=1
x—3y—2z=1
3y+z=3
2x+y =5
6x + 3y =15
2x+y =5
6x +3y =10

X1 +x,—40=0

X1 +x3+20—-55=0
Xy +x4—%x3—30=0
xs—10=0
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k)

i+ iy — s
i, — 3i,
3i, + 5is

21
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Definicdo
Dizemos que um conjunto ndo vazio E é um espaco vetorial real se existirem as
operacgOes de soma e multiplicagao por um escalar m E tais que:

a+b=a+b

a+b+c)=((@+b)+c

dn€eE, talqueva€eE, n+a=a
Va€E, 3a €eEtalquea+a =n
t(a+b) =ta+th, paratodot € R

(t + Da = ta + la, para quaisquert,l € R
(tDa = t(la), para quaisquer t,l € R

@ N RN

la=a

Exiba o elemento neutro da operacdo de adicao do espaco dos polinbmios de grau menor

ou igual a 3.

Considere o conjunto P = {(x,y,z) / x — 3y + 2z = 0}. Verifique se as operagdes de soma e

multiplicacdo por um escalar herdadas de R3 sao fechadas em P

Considere o espaco vetorial V = {(x,y) € R?/x > 0} com as operagoes
o Adigao (x1,y1) + (x2,¥2) = (x1x2,¥1 + ¥2)
e Multiplicagdo por um escalar t(x,y) = (xt, ty)

a) Exiba o elemento neutro da operagdao de adigao
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b) Exiba o elemento simétrico aditivo de um elemento (x,y) eV

Considere o espaco vetorial V = {(x,y)/ x,y € R} com as operagoes
e Adigao (xq,y1) + (x2,¥2) = (xy + x, + 5,1 +y3)
e Multiplicagao por um escalar t(x,y) = (tx + 5(t — 1), ty)
a) Exiba o elemento neutro da operagdo de adigao

b) Exiba o elemento simétrico aditivo de um elemento (x,y) € V

Mostre que o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 3 é um espago vetorial.

Prove que o conjunto E = {(x,y) € R? / y = 2x} € um espago vetorial.
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Definicdo

Dizemos que um subconjunto ndo vazio S de um espaco vetorial E € um subespaco
vetorial se as operagdes sao fechadas, isto &, para quaisquer u,v € S € um escalar t € R
temos que

u+ves
t-u€es

Mostre que o conjunto S = {(x,y,z) € R® / x—y+ 2z =0} é um subespaco de R3.

Mostre que o conjunto S = {f e C([0,1])/ folf(x)dx = 0} é um subespaco de ¢([0,1])

Verifique se o conjunto U = {p(x) € P; / p(1) = p(-=1) = 0} € um subespacgo de P;.

Mostre que U ={f € C([0,1]) / f(x) = f(—x); x € [0,1]} € um subespaco de C([0,1])

Seja M; o conjunto das matrizes de 3 linhas e 3 colunas. Verifique se o conjunto S =
{A € M5; At = A} é um subespacgo de Mj.

Universidade Federal do Vale do S&o Francisco | Pagina 12



Algebra Linear | Caderno de Exercicios

Mostre que o conjunto U = {(x,y,z); x —y + 3z = 0} € um subespaco de R3.

Prove que o conjunto W = {(x,y,z,t);x —y+z=0ey—t =0} € um subespaco de R*.

Verifique se o conjunto S = {p(x) € P;;p(—1) = 0ep’'(x) = 0} é um subespaco do espaco dos

polindbmios de grau menor ou igual a 3.

Sejam U e W subespacos de um espacgo vetorial E. Verifique se UuUW e UNnW sao

subespacos de E.

Sejam U e V subespacgos de E. Prove que o conjunto a seguir € um subespaco de E.
U+V={u+viuelUev eV}
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Escreva o vetor w = (3,2) como combinagao linear dos vetores v, = (—1,2) e v, = (—1,-2).

Verifique se é possivel escrever qualquer vetor de R? como combinacdo linear dos

vetores v; = (1,0) e v, = (—2,1).

Considere o subespaco vetorial de M, dado por
X
v~ s x-y-2=0)

Determine um sistema de geradores de para U.

Considere o subespaco vetorial de R3 dado por
S={x,v,2)/ x+2y+2z=0}

Determine um sistema de geradores para S.
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Escreva o polinbmio p(x) =2 — x + 3x?2 como combinacdo linear dos polindmios 1,1+ x e
(1+x)2.

Considere as matrizes

0 0 0 1 0 1
Ar=|1 1[,4,=[0 —-1|leAd;=|0 0
0 0 1 0 0 0
Verifique se a matriz A dada por
0 2
A=13 4
50

Pode ser escrita como combinacgao linear de A;,4, e A;.

Encontre um sistema de geradores para o subespaco W = {4 e M, /A = A'}.
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Definicdo

Dizemos que o conjunto de vetores v4,v,, 13, v, de um espacgo vetorial E é linearmente
independente se

tvg F Uy +tV3+ -+, =0 = ti=t; = =1t,=0.

Verifique se os vetores u =(1,-2,3) , v=(0,3,2) e w = (3,—3,11) sao linearmente
independentes.

Verifique se os vetores u = (1,-2,0) , v=(0,3,2) e w = (2,0,1) sdo linearmente
independentes.

Verifique se o conjunto ¢ = {(1,1,1),(1,2,1),(3,2,—1)} é linearmente independente.

Considere os vetores ndo nulos u,v e w em R3? sendo perpendiculares dois a dois. Prove
gue sao linearmente independentes.

Mostre que o conjunto {1,1 + x, (1 — x)?} é linearmente independente.
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Exercicio 6

Determine um conjunto de geradores do subespaco § = {(x,y,z) eR3/ 2x—y+3z=0} e
verifique se tal conjunto é linearmente independente.

Exercicio 7

Mostre que qualquer conjunto com 3 vetores de R? é linearmente dependente.

Exercicio 8

Verifique se o conjunto {1, x, (x — 1)%,x3} é linearmente independente.
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Definicao

Dizemos que um conjunto B = {v,,v,, -+, v,} € E forma uma base para o espaco vetorial E
se for gerador de E e linearmente independente.

Verifique as afirmacodes:
O conjunto B; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € uma base para o espago Euclidiano R3.

Os vetoresu=(1,1,2), v=(1,-2,0) e w = (3,—3,2) formam uma base para o espaco
Euclidiano R3.

O conjunto B, = {(0,2,1),(-1,0,-2),(3,2,0)} forma uma base para R3.

Determine uma base para o conjunto

W={xyzt)/ x—y+2t=0ez—-3x=0}

Mostre que o conjunto {1,x,x*} forma uma base para o espago dos polindmios de grau
menor ou igual a 2.
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Mostre que o conjunto {1,1 +x,(1 +x)2} forma uma base para o espago dos polindmios de
grau menor ou igual a 2.

Considere B; = {(1,0),(0,1)} e B, = {(1,2),(1,—2)} duas bases para R?.

a) Escreva cada vetor da base B; como combinacao linear dos vetores de B,
b) Escreva os vetores da base B, como combinacao linear dos vetores da base B,

Determine uma base para o subespaco

U={AeM; / A=A}

10[01[00[00

MostrequeoconjuntoB={[0 ol'lo ol’'l1 ol’lo 1

]} forma uma base para o espaco

das matrizes 2 x 2.
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Proposicao

Seja E um espago vetorial, B, = {v4,---v,} € B, ={uy,-,u,} duas bases distintas de E.
Existe uma matriz associada a mudanca da base B, para base B, no qual cada coluna j
dessa matriz sdo as coordenadas de v; em relagao a base B,.

Escreva a matriz de mudancga da base B; = {(1,0),(0,1)} para a base B, = {(1,2),(—1,-1)}

Escreva a matriz de mudanga da base B; ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} para a base B, =
{(1,2,0),(—1,0,1),(2,2,0)} e utilize a matriz encontrada para obter as coordenadas dos

vetores a seguir em relagdo a base B,.

a) u=(111)
b) v =(-2,1,1)
c) w=(302)

Escreva a matriz de mudanca da base B; ={(1,-1,0),(0,1,0),(2,2,1)} para a base B, =
{(1,2,0),(—1,0,1),(2,2,0)}

Considere o espaco vetorial P; com a base ordenada
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B={11-x(1-x%1-x)°%
a) Encontre a matriz de mudanca da base y = {1, x,x2,x3} para base B.

b) Encontre as coordenadas do polindmio p(x) =2 —x +x% em relacdo a base B sem

utilizar a matriz de mudancga de base

c) Refaca o item anterior utilizando a matriz de mudanca de base.

Considere M, o espaco das matrizes 2 x 2. Dadas bases B, e B, a seguir escreva a matriz

de mudanca da base B, para a base B,.

- (!

-

ol |

2l |

0
0

1
1

o1 ol
ol

Encontre a matriz de mudanca de base que consiste na rotacdo no sentido anti-horario

de angulo 8 no plano cartesiano.

Encontre a matriz de mudanca de base que consiste na rotacdo de angulo 6 e ¢ no

espaco tridimensional R3.
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Definicdo
Sejam E,F espacos vetoriais reais. Dizemos que a funcdo T:E - F é uma transformacao

linear se para quaisquer u,v € E e 1 € R tem-se que
T(u+ Av) = T(u) + AT (v).

Verifique se T(x,v,z) = (x — z,y) € uma transformacao linear.

Verifique se T(x,y,z,t) = (x + t,y — 2zt — 1) € uma transformacao linear.

Encontre uma transformacao linear T:R? - R3 tal que T(1,1) = (1,2,0) e T(-2,3) = (0,2,—1).

Encontre uma transformacao linear T:R3 - R? tal que T(1,0,1) = (1,2,0) e T(0,2,3) = (0,1,—1)
e T(-2,-1,0) = (2,3,3).

Considere a transformacao linear T(x,v,z) = (y —2z,z,x+y). Encontre o conjunto de

vetores w € R3 tais que T(w) = 0.
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Sejam T e S transformacdes lineares. Prove que ToS também é uma transformacdo

linear.

Sejam T e S transformacOes lineares. Prove que T +S também é uma transformacao

linear.

Prove que para toda transformacao linear a imagem do vetor nulo € um vetor nulo.

Seja T:E —» F uma transformacao linear. Considere S ¢ E um subespaco de E. Verifique se
0 conjunto
Im(S) ={T(v) e F;v € E}

também é um subespaco de F.
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Considere a transformacao linear T: R? - R? dada por
T(x,y) =2y —xx+y)
a) Escreva a matriz de T em relagao a base canoénica.

b) Escreva a matriz de T em relagao da base B = {(1,2), (1,-2)}.

c) Escreva a matriz [T]gl onde B; = {(1,2),(—2,3)} e B, = {(—1,0),(0,1)}.

Encontre a matriz da transformagdo linear D:P,—>P; dada por D(p(x))=p'(x)

considerando as bases usuais de P, e P;.

Encontre uma transformacao linear T:R3 - R3 tal que T(1,0,1) = (2,2,0) e T(0,2,1) = (0,1,1) e

T(-2,—1,0) = (2,0,3) e escreva sua matriz considerando a base candnica de R3.

Escreva a matriz da transformacao linear de rotagao no sentido anti-horario de angulo 6

0 espaco bidimensional R?

Escreva a matriz da transformacdo linear de rotacdo de angulo 8 e ¢ no espaco

tridimensional R3
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Determine a matriz da transformacgao linear T:P, -» P; dada por T(p(x))zp”(x)+xp(x)

considerando as bases usuais de P, e P;.

Dada uma transformacao linear T:P, - R e considerando a base usual de P,, determine

sua matriz onde

1
T(p)) = f P00 dx +7/(0)

Calcule o nucleo da transformacdo linear cuja matriz € dada por

123]

Tz[o 10

Calcule o nucleo e a imagem da transformacdo linear cuja matriz é dada por

2 1 -3
T=[1 1 0]

-3 0 1

Seja F: P, » P; uma transformacado linear dada por

F(p(x)) = (x + Dp(x)
Determine a matriz de F em relagdo a bases B; ={1,(x —1),(x —1)?} e B, = {1,x,x2,x3}

para P, e P; respectivamente.
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Exercicio 11
Calcule a matriz da transformacao linear T: M, —» P, dada por
a b _ o 2
T([c d )—a+(b+c+d)x+(2a b—c)x
considerando as bases canlnicas de M, e P,.
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Defini¢oes
Seja T:E - F uma transformacao linear. O nucleo de T é definido por

ker(T)={veE /T(v) =0}
Seja T:E —» F uma transformacao linear. A imagem de T é o conjunto definido por

Im(T) ={weF w=T()paraalgumv € E}.
Uma transformacao linear T:E - F é injetora se

Tw)=TWw)=>u=w.

Uma transformacao linear T:E - F é sobrejetora se

Im(T) = F.

Calcule o nucleo da transformacdo linear dada por

T(x,y)=((x+y2y—x).

Calcule a dimensao da imagem da transformacao linear

T(x,y,2) = (v, x +y,2y).

Determine uma base para o nucleo da transformacao linear T: P, - P; dada por
T(p(x)) = p'(x) + xp(x).
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Determine uma transformacao linear T:R3 - R3 tal que
ker(T) = {(x,y,z) ER® / x +y+ 2z = 0}.

Determine uma base para o nucleo e a imagem da transformacdo linear T:P, - P,
definida por
T(p(x)) = p" (%) + p(x).

Considere a transformacao linear T: P, - R dada por

1
T(p(x)) = f P()dx +7'(0)

Determine uma base para o nucleo e a imagem de T.

Mostre que o nucleo de uma transformacao linear T: E - F é um subespaco de E.

Mostre que a imagem de uma transformacao linear T:E - F é um subespaco de F.
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Verifique se existe uma base de autovetores para o operador linear F(x,y) = (x — y, 2x).

Caso exista escreva sua matriz diagonal.

A matriz do operador linear T(x,y) = (—3x + 4y, —x + 2y) é diagonalizavel?

Considere o operador linear T:R3 - R3 dado por
T(X, b2 Z) = (gx: 33/, —4x + 5y — Z).

Podemos afirmar que existe uma base para R® formada de autovetores de T?

Verifique se o operador linear T(x,y,z) = (3x,—3x,—4x + 5y — z) diagonalizavel.

Verifique se o operador linear T(x,y,z) = (3x,4x +y + z,—x + 2z).

Considere o operador linear T:R3 - R® dado por
T(x,y,z) = (2x +y,—3y,8x + 5z).

Podemos afirmar que existe uma base para R® formada de autovetores de T?
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Exercicio 7

Considere o operador linear T:R3 - R3 dado por
T(x,y,z) = (3x,2x — 2y + 3z,x + z2).

Podemos afirmar que existem 2 autovalores distintos e, portanto, ndo é diagonalizavel?
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Definicdo

Seja E um espaco vetorial real. Um produto interno sobre E é uma fungao que associa
cada par de vetores u e v a um numero real, denotado por u-v e possui as seguintes
propriedades:

Pl. wv-v=0OparatodoveE, v-v=0v=0

P2. wu-v=v-u

P3. tv-u=t(v-u), teR

P4. @w+w)-v=u-v+w-v

Definicao
Seja E um espaco vetorial de dimensao finita com um produto interno. Considerando

B ={vy,v,, ...,v,} uma base ordenada de E, definimos a matriz do produto interno com

relagdo a base g por

lai] = vi - v

Considere o espacgo vetorial real das matrizes 3 x 3. Mostre que a expressdo a seguir é

um produto interno

A-B :tT(BtA) = aiijij VA,B €M3

n
=1

n
i=1 j

Mostre que a expressao a seguir € um produto interno em R? e determine a sua matriz

U-V=2X1X —X1Y2 — X2V1 tY1Y2, u=(x1,y1) ev = (x3,¥2)
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Mostre que a aplicagao
UV =X1Y — X1Y2 — YiXe T 4X2);
Define um produto interno em R? onde , u = (x,y;) ev = (x,,y,). Determine a matriz do

produto interno com relagao a base canoénica do R2.

Considere o espaco vetorial real P;. Mostre que a expressao a seguir € um produto

interno e determine a matriz desse produto interno considerando a base g = {1, x, x?,x3}.

1
p-q=f p(x)q(x)dx ;V p,q€EP,
0

Seja a = {(1,3),(2,1)} uma base do espaco R?. Construa uma base ortonormal a partir da

base a.
Construa uma base ortonormal para R3 a partir da base g = {(1,0,2),(—3,1,0), (—1,2,0)}.
Construa uma base ortonormal para R3 a partir da base g = {(4,0,1),(2,1,0), (0,2,0)}.

Seja {v,v,,-+,v,} um conjunto de vetores nao nulos, dois a dois ortogonais. Mostre que

esse conjunto é linearmente independente.
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Algebra Linear | Caderno de Exercicios

Definicdo

Seja E um espaco vetorial real. Uma norma || || em E é uma funcdo que associa cada
vetor v € E a um numero real de modo que:

N1.|lv|]|=0

N2. |ltv]| = [t]llv]], t € R

N3. [[u+ vl < [full + [|v]

Um espaco vetorial com uma norma definida é chamado de espaco vetorial normado.

Teorema

Seja E um espaco vetorial com produto interno. A expressdo a seguir € uma norma

vl =+vv-v

Dizemos que uma norma proveniente do produto interno.

Considere um vetor v = (x,y) no espaco R?. Mostre que a definicdo a seguir € uma
norma.

lvll = [x] + |yl
Essa norma é chamada de norma da soma. Dé uma interpretacdo geométrica para essa

norma.

Considere um vetor v = (x,y) no espaco R?. Mostre que a definicdo a seguir € uma

norma.

lvll = max{lx], [y}
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Dé uma interpretacao geométrica para essa norma, chamada de norma do maximo.

Considere um espaco vetorial com a norma proveniente de um produto interno. Prove

que os vetores u+ v e u— v sao ortogonais se, e somente se, |u]l = |v].

Considere o espaco vetorial real R® munido do produto interno usual e a norma
proveniente do produto interno. Dados elementos u = (1,1,0) e v = (0,1,1), determine o

elemento w € R de modo que |lw||=1eu-w =v-w. Dé uma interpretacdo geométrica.

Considere o espaco vetorial E com a nhorma proveniente do produto interno. Mostre que

TP ST
uv—4u v 4u v .
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Definicdo
Seja E um espaco de dimensdo finita e « uma base ortonormal. Dizemos que A:E > E é
um operador linear ortogonal quando sua matriz em relacdo a base a« € uma matriz
ortogonal, isto &,

A-At =1

a

Ache os valores para a e b tais que [_1

8] seja uma matriz ortogonal.

Seja E um espaco vetorial e a = {v,,v,v3} uma base ortonormal. Mostre que {Tv,, Tv,, Tvs}

também é uma base ortonormal.

Seja T:E - E um operador linear ortogonal no espacgo vetorial E com produto interno.
Mostre que T preserva o produto interno, isto &,

Tu-Tv=u-v

Seja T:E - E um operador linear ortogonal no espaco vetorial E com produto interno.
Mostre que T preserva a norma, isto &,
ITvll = [[vll.
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Exercicio 5

Mostre que uma transformacdo ortogonal do plano no plano deixa invariante a distancia
entre dois pontos, isto €, dados vetores u e v vetores quaisquer
ITu = Tvll = [lu— vl
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Definicdo
Seja E um espaco de dimensdo finita e « uma base ortonormal. Dizemos que A:E > E é
um operador linear auto-adjunto quando sua matriz em relacdo a base « é uma matriz

simétrica (ou hermitiana), isto é,
A=At

SejaT(x,y,z) = 2x+y,x +y+zy—3z) de R em R3 com produto interno candnico.
a) Mostre que T é um operador auto-adjunto, mas ndo ortogonal;
b) Sev=(2,-1,5 e w = (3,0,1), verifique que Tv-w =v - Tw;
c) Exiba uma base de autovetores de T e verifique que é uma base ortogonal. A

partir dessa base, escreva uma base ortonormal.

Discuta com seus colegas sobre a seguinte pergunta: Todo operador auto-adjunto é

diagonalizavel?

Considere o operador linear T:R3 - R3 cuja matriz em relacdao a base canénica é

1 5 2
5 2 -1
2 -1 3
Mostre que esse operador é auto-adjunto e encontre uma base ortonormal de

autovetores.
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Exercicio 4

Considere o operador linear T:R3 - R3 cuja matriz em relagdo a base candnica é
1 0 3
0 2 1
3 1 -3

Mostre que esse operador € auto-adjunto e encontre uma base ortonormal de autovetores.
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