


Transformação linear

Sejam 𝑈 e 𝑊 espaços vetoriais. Uma função 𝑇: 𝑈 → 𝑊 é uma 

transformação linear se para quaisquer 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 e 𝜆 ∈ ℝ tem-se que

𝑇 𝑢 + 𝑣 = 𝑇 𝑢 + 𝑇 𝑣

𝑇 𝜆𝑢 = 𝜆𝑇(𝑢)



Exemplo 1

A função 𝑇:ℝ3 → ℝ2 dada por 𝑇 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑧 − 𝑥, 𝑧 + 2𝑦 é uma transformação linear.

Considere os vetores arbitrários

𝑢 = 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 , 𝑣 = 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2 ∈ ℝ3.

Temos que

𝑇 𝑢 + 𝑣 = 𝑧1 + 𝑧2 − 𝑥1 − 𝑥2, 𝑧1 + 𝑧2 + 2𝑦1 + 2𝑦2

= 𝑧1 − 𝑥1, 𝑧1 + 𝑦1 + 𝑧2 − 𝑥2, 𝑧2 + 𝑦2

= 𝑇 𝑢 + 𝑇 𝑣

Para todo 𝜆 ∈ ℝ temos que

𝑇 𝜆𝑢 = 𝜆𝑧1 − 𝜆𝑥1, 𝜆𝑧1 + 2𝜆𝑦1 = 𝜆 𝑧1 − 𝑥1, 𝑧1 + 𝑦1 = 𝜆𝑇(𝑢)



Exemplo 2

Determine um transformação linear em ℝ2 que faça uma reflexão de qualquer vetor 𝑣 em 

relação ao eixo 𝑦

𝑥

𝑦

−𝑥

𝑦

𝑇

𝑣 𝑇(𝑣)



Exemplo 2

A função que faz a reflexão em relação ao eixo 𝑦 é dada por 𝑇 𝑥, 𝑦 = −𝑥, 𝑦 .

Para demonstrar que é linear, consideramos os vetores

𝑢 = 𝑥1, 𝑦1 , 𝑣 = 𝑥2, 𝑦2 ∈ ℝ2.

Temos que

𝑇 𝑢 + 𝑣 = 𝑇 𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2 = −𝑥1 − 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2 = −𝑥1, 𝑦1 + −𝑥2, 𝑦2 = 𝑇 𝑢 + 𝑇 𝑣

Para todo 𝜆 ∈ ℝ temos que

𝑇 𝜆𝑢 = −𝜆𝑥1, 𝜆𝑦1 = 𝜆 −𝑥1, 𝑦1 = 𝜆𝑇(𝑢)



Transformação linear

Como encontrar uma transformação?



Transformação linear

A transformação linear está bem definida quando conhecemos a imagem 

dos vetores da base!



Transformação linear

Observe que qualquer vetor 𝑢 = (𝑥, 𝑦) pode ser escrito na forma

𝑢 = 𝑥 1,0 + 𝑦(0,1), 𝑥𝑖 ∈ ℝ.

Assim, temos que 

𝑇 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝑇 1,0 + 𝑦𝑇(0,1)



Exemplo 3

Determine a transformação linear 

que faça a deformação de um 

retângulo como mostra a figura.



Exemplo 3

T 1,0

𝑇(0,1)

Para encontrar a transformação 

baste determinarmos a imagem dos 

vetores da base.



Exemplo 3

T 1,0

𝑇(0,1)

Observe que

𝑇 1,0 = 1,0

𝑇 0,1 =
1

2
, 1

Então

𝑇 𝑥, 𝑦 = 𝑥 +
𝑦

2
, 𝑦



Exemplo 4

Encontre a transformação linear em ℝ2 que faça uma rotação em torno 

da origem no sentido anti-horário de ângulo 𝜃 em relação ao eixo 𝑥.

𝜃

𝑣

𝑇(𝑣)



Exemplo 4

Para encontrar a rotação é suficiente calcularmos a imagem dos vetores 

da base de ℝ2, isto é, 

𝑇(1,0) e   𝑇(0,1)



Exemplo 4

Observe que 

𝑇 1,0 = cos 𝜃 , sin 𝜃

𝑇 0,1 = (− sin 𝜃 , cos 𝜃) 𝜃

𝑇(1,0)

𝜃

𝑇(0,1)



Exemplo 4

Como

𝑇 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝑇 1,0 + 𝑦𝑇(0,1)

então

𝑇 𝑥, 𝑦 = 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃 , 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃



Exemplo 5

Encontre uma transformação linear 𝑇:ℝ3 → ℝ3 tal que 𝑇 1,0,1 = (2,2,0) e 

𝑇 0,2,1 = 0,1,1 e 𝑇 −2,−1,0 = (2,0,3) e escreva sua matriz considerando a 

base canônica de ℝ3.

Como 𝑇 é linear podemos decompor conforme à seguir

𝑇 1,0,1 = 𝑇 1,0,0 + 𝑇 0,0,1

𝑇 0,2,1 = 2𝑇 0,1,0 + 𝑇(0,0,1)

𝑇 −2,−1,0 = −2𝑇 1,0,0 − 𝑇(0,1,0)



Exemplo 5

Sendo assim, obtemos

2,2,0 = 𝑇 1,0,0 + 𝑇 0,0,1

0,1,1 = 2𝑇 0,1,0 + 𝑇(0,0,1)

2,0,3 = −2𝑇 1,0,0 − 𝑇(0,1,0)



Exemplo 5

Logo,

𝑇 1,0,0 = (−4,−2,−3)

𝑇 0,1,0 = −3 ,−
1

2
, 0

𝑇 0,0,1 = 6,4,3



Matriz de uma transformação linear

Sejam 𝑈 e 𝑊 espaços vetoriais de bases 𝛼 = {𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑛} e 𝛽 = 𝑤1, ⋯ , 𝑤𝑚 respectivamente e 𝑇:𝑈 →

𝑊 é uma transformação linear. 

Para qualquer vetor 𝑢 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝑈 temos que 

𝑇 𝑢 = 𝑥1𝑇 𝑢1) + ⋯+ 𝑥𝑛𝑇(𝑢𝑛

Por outro lado, podemos escrever cada 𝑇(𝑢𝑖) como uma combinação linear da base 𝛽.

𝑇 𝑢1 = 𝑎11𝑤1 + 𝑎21𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑚1𝑤𝑚

𝑇 𝑢2 = 𝑎12𝑤1 + 𝑎22𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑚2𝑤𝑚

⋮

𝑇 𝑢𝑛 = 𝑎1𝑛𝑤1 + 𝑎2𝑛𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑤𝑚



Exemplo 6

Encontre a matriz da transformação linear 𝑇:ℝ3 → ℝ2 dada por 

𝑇 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥 − 𝑦, 𝑦 − 𝑥 + 𝑧)



Exemplo 6

Vamos calcular as imagens de cada vetor da base de ℝ3 e decompor 

como combinação linear da base ℝ2.



Exemplo 6

Temos que

𝑇 1,0,0 = 1,−1

𝑇 0,1,0 = −1,1

𝑇 0,0,1 = 0,1

Logo

𝑇 =
1 −1 0
−1 1 1



Exemplo 7

Encontre a matriz da transformação linear 𝐷: 𝑃2 → 𝑃1 dada por

𝐷 𝑝 𝑥 = 𝑝′(𝑥)

Considerando 𝛼 = {1, 𝑥, 𝑥2} e 𝛽 = {1, 𝑥} as bases  de 𝑃2 e 𝑃1

respectivamente, precisamos calcular as imagens de cada elemento 

base 𝛼 e decompor como combinação linear da base 𝛽.



Exemplo 7

Considerando 𝛼 = {1, 𝑥, 𝑥2} e 𝛽 = {1, 𝑥} as bases  de 𝑃2 e 𝑃1

respectivamente. Vamos calcular as imagens de cada elemento base 𝛼 e 

decompor como combinação linear dos elementos da base 𝛽.



Exemplo 7

Temos que

𝐷 1 = 0 = 0 ⋅ 1 + 0 ⋅ 𝑥

𝐷 𝑥 = 1 = 1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 𝑥

𝐷 𝑥2 = 2𝑥 = 0 ⋅ 1 + 2 ⋅ 𝑥

A matriz da transformação linear é 

𝐷 =
0 1 0
0 0 2



Exemplo 8

Podemos associar a matriz 

𝐴 =
2 −1
0 2
1 4

à transformação linear 𝑇:ℝ2 → ℝ3 dada por

𝑇 𝑥, 𝑦 = 𝐴𝑣,

onde 𝑣 =
𝑥
𝑦



Exemplo 8

Assim, temos 

𝑇 𝑥, 𝑦 =
2 −1
0 2
1 4

𝑥
𝑦 =

2𝑥 − 1
2𝑦

𝑥 − 4𝑦



Transformação linear e matriz

Toda transformação linear

entre espaços de dimensão

finita está associada a uma

matriz.

Toda matriz 𝐴 está associada à

uma transformação linear



Transformação linear e matriz

Matrizes
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