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Transformacao linear

Sejam U e W espacos vetoriais. Uma funcao T: U — W € uma
transformacao linear se para quaisquer u,v € U e 1 € R tem-se que
T(u+v)=Tw) +TW)
T(Au) = AT (u)



Exemplo 1

A funcdo T:R3 - R? dada por T(x,y,z) = (z — x,z + 2y) € uma transformacéo linear.
Considere os vetores arbitrarios
u = (x1,y1,21), v = (X2,¥2,2,) € R.
Temos que
T(u+v)=(2z1+2z,—x1 —x,21 + 2o + 2y + 2y5)

= (zy —x1,21 +y1) + (22 — x3,2; + y3)
=T +Tw)

Para todo 4 € R temos que

T(AU) = (lZl — Axl,lzl + Zlyl) = /1(21 — X1,Z1 + }’1) — AT(U)



Exemplo 2

Determine um transformacao linear em R? que faca uma reflexdo de qualquer vetor v em

relacao ao eixo y

y 1% T(v) y




Exemplo 2

A funcao que faz a reflexdo em relagao ao eixo y é dada por T(x,y) = (—x, y).
Para demonstrar que € linear, consideramos os vetores
u = (x1,y1),v = (xz,y,) € R%

Temos que

T(u+v) =T +x2,¥1 +¥2) = (—x1 —x2,¥1 + ¥2) = (—x1,¥1) + (=x2,¥2) =T(w) + T(w)
Para todo A € R temos que

T(Au) = (—Axq, Ay1) = A(=x1,¥1) = AT (w)



Transformacao linear

Como encontrar uma transformacao?



Transformacao linear

A transformacao linear esta bem definida quando conhecemos a imagem

dos vetores da base!



Transformacao linear

Observe que qualquer vetor u = (x,y) pode ser escrito na forma

u = x(1,0) + y(0,1), x; € R.

Assim, temos que

T(x,y) =xT(1,0) + yT(0,1)



Exemplo 3

Determine a transformacao linear

que faca a deformacao de um

retangulo como mostra a figura.




Exemplo 3

Para encontrar a transformacao
baste determinarmos a imagem dos

vetores da base.

(0,1)

T(

1,0)




Exemplo 3

Observe que
T(1,0) = (1,0)

T(0,1) = (%, 1)

Entao

(0,1)

T(

1,0)




Exemplo 4

Encontre a transformacéo linear em R? que faca uma rotacdo em torno

da origem no sentido anti-horario de angulo 8 em relacao ao €ixo x.




Exemplo 4

Para encontrar a rotacao € suficiente calcularmos a imagem dos vetores

da base de R?, isto é,

T(1,0) e T(0,1)



Exemplo 4

Observe que

T(1,0) = (cos8,sinf)
T(0,1) = (—sinf,cosf)




Exemplo 4

Como

T(x,y) =xT(1,0) + yT(0,1)

entao

T(x,y) =(xcos@ —ysinf,xsinf + y cos 0)



Exemplo 5

Encontre uma transformacao linear T: R® - R3 tal que T(1,0,1) = (2,2,0) e

T(0,2,1) =(0,1,1) e T(—2,—1,0) = (2,0,3) e escreva sua matriz considerando a

base candnica de R3.

Como T é linear podemos decompor conforme a seguir
T(1,0,1) =T(1,0,0) +T(0,0,1)
7(0,2,1) = 2T(0,1,0) + T(0,0,1)

T(-2,—1,0) = —2T(1,0,0) — T(0,1,0)



Exemplo 5

Sendo assim, obtemos
(2,2,0) = T(1,0,0) + T(0,0,1)
(0,1,1) = 27(0,1,0) + T(0,0,1)
(2,0,3) = —2T(1,0,0) — T(0,1,0)



Exemplo 5

Logo,
T(1,0,0) = (—4,—-2,—-3)

1
T(0,1,0) = <—3,—§,0>

T(0,0,1) = (6,4,3)



Matriz de uma transformacao linear

Sejam U e W espacos vetoriais de bases a = {uq, -, u,} e f = {wy, -+, wy,} respectivamente e T: U —
W é uma transformacao linear.

Para qualquer vetor u = (x4, -+, x,) € U temos que
T(u) =x,T(uy) + -+ x,T(uy,)

Por outro lado, podemos escrever cada T (u;) como uma combinacao linear da base g.
T(uy) = AWy + Az Wy + - + A Wiy

T(up) = ajowy + azawy + -+ Qpawpy,

T(un) = ApW1 T Wy + -+ QppnWin



Exemplo ©

Encontre a matriz da transformacéo linear T: R3 —» R?# dada por

T(x,y,z) =(x—y,y —x+ 2)



Exemplo ©

Vamos calcular as imagens de cada vetor da base de R® e decompor

como combinacao linear da base R?.



Exemplo ©

Temos que

Logo

T(1,0,0) =(1,-1)
T(0,1,0) = (—1,1)
T(0,0,1) = (0,1)

1 -1 0



Exemplo 7

Encontre a matriz da transformacao linear D: P, — P; dada por

D(p(x)) =p'(x)



Exemplo 7

Considerando a = {1,x,x*} e f = {1,x} as bases de P, e P;
respectivamente. Vamos calcular as imagens de cada elemento base a e

decompor como combinacao linear dos elementos da base .



Exemplo 7

Temos que
D(1)= 0 0-1+0-x
D(x)= 1 1-14+0-x
D(x*)=2x =0-1+2-x

A matriz da transformacao linear é

2=(y o 2



Exemplo 8

Podemos associar a matriz

A 0 2

1 4

||
~
(\O)
I
p—
N~

a transformacao linear T: R?* — R3 dada por

T(x,y) = Av,

onde v = (;)



Exemplo 8

Assim, temos

2 —1 (x) 2x — 1
T(x,y)=(0 2) =( 2y )
1 4 ’ x — 4y



Transformacao linear e matriz

Toda transformacao linear Toda matriz A esta associada a

entre espacos de dimensao uma transformacao linear
finita esta associada a uma

matriz.



Transformacao linear e matriz

Transformagaes

lineareg
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