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Espaco Vetorial

Um conjunto nao vazio E é classificado como um espaco vetorial real se existirem as

operacoes fechadas de soma e multiplicacdo por uma escalar em E tais que:

1) a+b=a+b 5) t(a+b)=ta+th, paratodot € R
2) a+(b+c)=(@+b)+c 6) (t+ Da=ta+ la, para quaisquert,l € R
3) dAn€eE,talqueva€E, n+a=a 7) (tDa = t(la),para quaisquer t,l € R

4) Va€E, Fa €eEtalquea+a =n 8) la=a



Operacao Fechada

Considere E um conjunto nao vazio. Dizemos que * € uma operacao

fechada em E se para quaisquer elementos a,b € E tem-se que a x b €

E.



Exemplo 1

Considere o conjunto dos polinbmios de grau igual a trés e

a(x) =x3—x+1, b(x) = —x3 + x?

Observe que a soma
a(x)+b(x)=x*—x+1

nao € um polindbmio de grau 3. Logo a soma nao é fechada nesse

conjunto.



Exemplo 2

Seja M o conjunto das matrizes 2 X 2. Dadas as matrizes

A:(an a1z) B:(b11 blz) . C=(C11 C12)

Y, b,1 by, C21 C22

definimos as operacdes em M por:

A+ B = (a11 + b1 a;p + b12)

az1 + by azy + by,

ta;; ta
= (o o), teR



Exemplo 2

1Y A+B=B+4
2) A+ (B+C)=(A+B)+C

3) Existe N tal que N + A = A para toda matrizem M?

4) Para toda matriz A em M existe B em Mtalque A+ B = N?
5)Paratodot € R, tem-se t(A+ B) =tA+ tB

6) Para quaisquer t,l € R, tem-se (t + DA =tA + lA

7) Para quaisquer t,l € R, tem-se (t))A = t(lA)

8) Para qualquer matrizem M,, tem-se que 14 = A



Exemplo 3

Seja C[0,1] o conjunto das fungdes continuas f:]0,1] —» R.

Definimos as operacdes em C[0,1] de modo que

f+9)x) =f(x)+gkx)
(t-f)x) =tf(x), t €ER



Exemplo 3

1) £+ g() = g(x) + f(x)
2) (fG) + g(0) + h(x) = f(x) + (g(x) + h(x))

3) Existe uma funcdo n(x) em C tal que n(x) + f(x) = f(x) para qualquer f € C?

4) Para qualquer funcao f € C, existe a funcdo h(x) em C tal que  f(x) + h(x) = n(x)?
5) Para quaisquer fungéo f,g € C,et € Rtem-se t(f(x) + g(x)) =tf(x) + tg(x)

6) Para qualquer funcdo f € C, e t,l € Rtem-se (t + D)f(x) = tf(x) + If (x)

7) Para qualquer funcdo f € C, e t,l € Rtem-se (tD)f(x) = t(f (x))

8) Para qualquer funcéo f € C, tem-se 1f(x) = f(x)



Alguns espacos vetoriais

v Espaco Euclidiano R"
v Conjunto de polinbmios
v Conjunto das matrizes de n x m

v Conjunto das solucdes de um sistema linear homogéneo



Exemplo 4

Considere o espaco vetorial E = {(x,y) € R%x,y >0} com as
operacgoes
(x1,y1) + (X2, ¥2) = (X122, Y1Y2)
t(xy, y1) = (x1, Y1)

Encontre o elemento neutro da soma e o elemento inverso da soma.



Exemplo 4

Demonstracao: Sejan = (a, b) 0 elemento neutro.

Entao para todo v = (x,y)
(a,b) + (x,y) = (x,¥)
Por definicao
(a,b) + (x,y) = (ax, by)

Entaon = (1,1)



Exemplo 4

Dado w = (x,y) considere u = (a, b) 0 seu inverso aditivo.

Sendo assim, tem-se
(x,y) + (a,b) = (1,1)

Por definicao
(a,b) + (x,y) = (ax, by)



Exemplo 5

Considere o conjunto V = {(x,y,z) € R3:x +y — z = 0} com as

operacoes herdadas do espaco vetorial R3. Prove que V é um espaco

vetorial.



Exemplo 5

Demonstracdo: V = {(x,y,z) € R3:x + y — z = 0}

As operacoes sao fechadas em IV?



Exemplo 5

V={Cy2) ER:x+y—z=0}

O elemento neutro esta em V?



Exemplo 5

V={Cy2) ER:x+y—z=0}

O elemento inverso esta em V?



Exemplo 5

V={Cy2) ER:x+y—z=0}

E as outras propriedades?

Sao validas?



Unicidade do elemento neutro

Prove que o elemento neutro de um espaco vetorial € unico.

Demonstragao:

Suponhamos que existem dois elementos neutros n, € n,. Para qualquer
vetor v temos que

ngy+v=v

n,+v=v



Unicidade do elemento neutro

Entao
nga+v=n,+v

Logon; =n,



Subespaco

Dizemos que um subconjunto S de um espaco vetorial E € um

subespaco se as operacdes sao fechadas.

As operacdes serem fechadas € suficiente para que S seja um espaco

vetorial.



Subespaco




Exemplo ©

Prove que o conjunto P = {(x,y,z) x —y + 2z = 0} € um subespaco de R3.

Demonstracao: Considere u = (x1,y1,21) € v = (x5, ¥, Z,). Vamos verificar se
u + v € P. Vamos substituir as coordenadas de u 4+ v em

x—y+2z=0 (%)

Temosqueu+v = (x; +x,,y1 + V2,21 + 2z5). Entao

(X1 +x2) — (1 +y2) + 2(21 + 2,)



Exemplo ©

Temos que u +v = (x]_ + X2,V1 + V2,41 + Zz). Entao

(X1 +x2) — (Y1 +y2) +2(z1 + 23) = x1 — Y1+ 221 + x5 — Yy, + 22,
Comou € P, entdo
x1—yL1+2z,=0
e como v € P temos que
Xy — Y, +22, =0
entao

(x1+x2) — (1 +y2) +2(21+22) =0



Exemplo ©

Temos agora que verificar se tv € P para qualquer valor de t. Para isso, vamos

substituir as coordenadas de tv em (*) e entao teremos
tx —ty+ 2tz =t(x —y + 22)
Como v € P temos que
x—y+2z=0
entao
tx —ty+2tz=0

Logo,u+veEPetv EP.



Exemplo 7

Mostre que o conjunto S = {f e c(o,1]) / folf(x)dx = O} € um subespaco
de €([0,1])

Demonstracao: Vamos considerar duas fungdes quaisquer f, g. Para provar

que f + g esta em S basta verificar se a integral de f + g € igual a zero.

Temos que

1 1 1
f f(x)+gx)dx = j f(x)dx + J g(x)dx =040
0 0 0



Exemplo 7

Agora para saber se tf esta no conjunto S precisamos verificar se a integral

de tf € igual a zero. Temos que

1

f tf(x)dxztf gx)dx=t-0=0
0

0

Logo S € um subespaco.



Exercicio

Verifigue se 0 conjunto a seguir € um subespaco vetorial das matrizes

2 X 2. .
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