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Otimizacao

Um agricultor deseja plantar tomate, cebola e
cenoura.O gasto com plantio € R$ 3,00/m? para o
tomate, R$ 4,00/m? para cebola e R$ 2,00/m? para

cenoura.

Seu lucro liquido € em meédia de R$ 1,00/m? com o

tomate, R$ 0,80 com cebola e R$ 0,90 com a cenoura.

Este agricultor dispde de R$ 35.000,00 para investir
no plantio e sua area disponivel para plantio € de
11.000 m2. Como ele pode distribuir sua plantacéo

para que obtenha um lucro maximo?




Otimizacao

Modelagem

A area de plantio para tomate, cebola e cenoura sera representada por x4, x, € x3, respectivamente.

Maximizar lucro x1 + 0,84+ 0,9x; sujeito as restrigdes:
gasto 3x1 + 4x, + 2x3 < 35000
area disponivel X1+ x, +x3 < 11000

Solugéo do problema de otimizagao € um vetor x = (x4, x5, x3)



Trafego de veiculos

Considere quatro cruzamentos A, B, C e D, como
mostra a imagem. As setas indicam o sentido do

trafego.

Do cruzamento A entram 40 carros por hora, do
cruzamento B saem 55 carros por hora, do
cruzamento C para D passam 30 carros por hora, e de

D para B passam 20 carros por hora.

Descubra a quantidade de carros que circulam no
restante das ruas, considerando que nenhum carro fica

parado.

40

30/h

59

20/h



Trafego de veiculos

Modelagem

Em cada cruzamento a quantidade carro que entra é a mesma
que sai.

cruzamento A 40 = x4 + x,
cruzamento B xq +x3 +20 =55
cruzamento C Xy + x4 = x5+ 30
cruzamento D 30 = x5 + 20

30/h

20/h



Trafego de veiculos

Modelagem

Obtemos um sistema de equacdes lineares

([ X, +x,—40=0

X, + x4 —x3—30=0
x5 —10=0

A

\

Uma solucao do problema é um vetor x = (x4, x5, X3, X4, X5)

30/h

20/h



Circuitos elétricos

As leis de Kirchhoff sdo utilizadas para encontrar correntes em
circuitos elétricos.

Lei dos nos: em qualquer no, a soma das correntes que chegam
em um no é igual a soma das correntes que saem.

Lei das malhas: quando percorremos uma malha em um dado
sentido, a soma algébrica das diferencas de potencial (ddp ou
tensao) é igual a zero.

Analise o circuito para obter as intensidades das correntes.

20




Circuitos elétricos

Modelagem
Lei dos nos: i1 +i, = i3
Malha 1: —10+2i; +14-3i, =0

Obtemos o sistema de equacgdes

i1+i2_ i3 =O
2l1_3l2:_4




Estruturas metalicas

O calculo das forgas que incidem na estrutura, F; € F,, é
imediato, conhecendo se a massa que ira ser suspensa e 0
comprimento do braco do guindaste. Com essas forcas, é
preciso agora calcular a forca exercida por cada viga nos nos
(pontos de intersegcdao de duas ou mais vigas) para que a
estrutura permaneca em equilibrio. Essas forgas serdo denotadas
pelas variaveis f;; , em que os indices indicam os nos ligados por
esta viga. Por exemplo, a forca f,; significa a forca exercida

sobre o nd 4 pela viga que ligaond 4 aono 1.

Fa

1]




Estruturas metalicas

Modelagem do problema

Seja 6;; 0 angulo que a barra ij faz com a vertical

Fy Fa
g
1 2

014 023
03 42

3 1
036 045
954 963

5 i

Uma solugéo do problema € um vetor f = (f1, fo, f3- far f5 for 7, f5)

-

fi2 05013 +f13c05013 + f14c05014 = Fy
fizsenby; + fizsenbz + fiusenbiy =0
f21€050;1 + f23€050,3 + fr4c050,4 = F;
f215en0;1 + fr3sen8;3 + frusenby, =0
f31€05831 + f3,€0503; + f35€05035 + f36c05036 = 0
fz1senbz; + fzpsenbz; + fissenbss + fzgsenbszg = 0
f41€05041 + f42€05043 + f45€058,5 + f16€05046 = 0
farsenbyq + fyo5en0,; + fassenbys + fyesenbye =0
f53€08853 + f54c05054 = 0
fe3€0s8¢3 + fo4c05064 = 0



Tripulacao de voo

Um problema de agendamento da tripulacao de voo para a American Airlines exigia a manipulacao de uma matriz

com 837 linhas e mais de 12.750.000 colunas.

Os pesquisadores particionaram o problema em pequenas pecgas e resolveram em um computador.(Source: Very
Large-Scale Linear Programming. A Case Study in Combining Interior Point and Simplex Methods, Bixby, Robert

E., et al., Operations Research, 40, no. 5)

Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~apmat/sistemas-lineares-algumas-aplicacoes/



Sistemas de equacoes lineares

( aA11X1 + A12X9 + -4 A1nXn = b]_
aAr1X1 + ArrXH Rl AonXn = bz

Lamlxl T ApaXy T "+ QpXy = bm



Sistemas de equacoes lineares

Uma solugao do sistema, se existir, € um vetor x = (x4, -+, x;,).



Objetivo

Encontrar uma maneira de obter uma solucao de um sistema linear.



Operacoes elementares

Existem algumas operacdes elementares que podemaos realizar sobre as equagoes

de um sistema
1. Multiplicar por um numero diferente de zero

2. Trocar uma equacao por ela mesma somada a um multiplo de outra

3. Permutar duas equacoes



Exemplo 1

Faca as operacao indicada no sistema a seguir:

le_ xz — 5
xl_ SXZ — O

Trocar a segunda equacao por ela mesma menos a primeira multiplicada por trés

le — X9 = 5
_SX]_ — _15



Matriz de um sistema linear

Um sistema linear

ai1X1 + A12X9 + -+ A1nXn = bl
ar1X1 + aAr72X9 + -+ AynXn = b2

pode ser associado a uma matriz
aiq A2 " aqn | by

A1 Q2 QAan | b
Alb = : : : ’




Operacoes elementares sobre linhas

1. Multiplicacao de um linha por um escalar nao nulo
2. Substituicao de uma linha por ela mesma mais um multiplo de outra linha

3. Permutacao entre linhas

Quando efetuamos operacdes sobre as linhas de uma matriz obtemos uma matriz chamada matriz linha

equivalente.



Matrizes linhas equivalentes

Duas matrizes A e B sao linhas equivalentes se forma possivel obter uma

delas e partir das operacoes elementares sobre as linhas da outra.

Matrizes linhas equivalentes estao associadas a sistemas equivalentes,

Isto €, sistemas que possuem a mesma solucao.



Matriz triangular superior

Uma matriz € triangular superior se a;; = 0 para todo i > j.

a;q A1z A13
A= 0 as-, a3

0 0 aszs

b,
b,
bs

Observe que a matriz triangular esta associada a um sistema facil de resolver

(p2X, + Ap3X3 = b,

a11X1 + A%, + aq3x3 = by
(33X3 = b3



Estratégia

Efetuar operacoes sobre as linha de uma matriz do sistema até obter

uma matriz linha equivalente da forma triangular superior.

Esse € o método de eliminacao de Gauss!



Exemplo 2

Resolva o sistema linear obtido no problema dos circuitos

elétricos apresentado.

i1+i2_ i3 =O
2i, — 3i, = —4

0
—4
21

A matriz associada ao sistema é

1 1 -1
(2—30

0 3 5




Exemplo 2

Obtemos o sistema linear equivalente

11 -1]0

(2 -3 0 —4) ty <ty =24

0 3 5 21 X1 +x,—x3=0
—5x, — 2x3 = —4

11 -1]0 31/5x3 =91/5

052 | 4]

0 3 5 121 t3 =3+t

L1 -1 0 A solugao e x = (1,2,3)

05 -2 | =)

0 0 31/5193/5




Matriz escada

V.

O primeiro elemento ndo nulo de uma linha n&o nula é 1;

Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem

todos 0s seus outros elementos iguais a zero;
Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas:

Se as linhas 1, ..., sdo as linhas n&o nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da

linha i ocorre na coluna k;, entao ky < k, < -+ < k,;



Exemplo 3

O primeiro elemento ndo nulo de uma linha nao

nula é 1;

Cada coluna que contém o primeiro elemento
nao nulo de alguma linha tem todos os seus

outros elementos iguais a zero;

Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas

nao nulas;

Se as linhas 1, ..., sao as linhas nado nulas, e se
O primeiro elemento nao nulo da linha i ocorre

na coluna k;, entao k; < k, < -+ < k,;

o O O

o O

S O W

|
—_ O O

N O -



Exemplo 4

O primeiro elemento ndo nulo de uma linha nao

nula é 1;

Cada coluna que contém o primeiro elemento
nao nulo de alguma linha tem todos os seus

outros elementos iguais a zero;

Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas

nao nulas;

Se as linhas 1, ..., sao as linhas nado nulas, e se
O primeiro elemento nao nulo da linha i ocorre

na coluna k;, entao k; < k, < -+ < k,;

o O O

o O

S O W

S = O
N -




Exemplo 5

O primeiro elemento ndo nulo de uma linha nao

nula é 1;

Cada coluna que contém o primeiro elemento
nao nulo de alguma linha tem todos os seus

outros elementos iguais a zero;

Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas

nao nulas;

Se as linhas 1, ..., sao as linhas nado nulas, e se
O primeiro elemento nao nulo da linha i ocorre

na coluna k;, entao k; < k, < -+ < k,;

o O

O = O

—m O

o O O




Exemplo 6

O primeiro elemento ndo nulo de uma linha nao

nula é 1;

Cada coluna que contém o primeiro elemento
nao nulo de alguma linha tem todos os seus

outros elementos iguais a zero;

Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas

nao nulas;

Se as linhas 1, ..., sao as linhas nado nulas, e se
O primeiro elemento nao nulo da linha i ocorre

na coluna k;, entao k; < k, < -+ < k,;

O = O

o O




Posto de uma matriz

Considere uma matriz A,;xm € Bnxm @ Sua matriz reduzida a forma

escada. O posto da matriz 4, denotado por p, € quantidade de linhas

nao nulas de B.

A nulidade da matrizA é m — p.



Exercicio 1

Dado o sistema linear

( X1+2X2+ XB=O
<_x1+0x2+3x3=5
X1 —2x, + x3 =1

\

Encontre o posto da matriz.



Solucao

1
A(4') — 0
0

1
A(S) = 0

1
0

o B O

o O

o o

—0.875

11

—0.875
—0.5
11

—0.875
—0.25
1.375

1
£~ 5t

)
)

2,/2
2./8



Posto de uma matriz

E possivel relacionar o posto de uma matriz ampliada de um
sistema de equacgodes lineares a existéncia de solucoes € a

quantidade de solucoes .



Exemplo 7

Mostre que o sistema tem infinitas solucoes

2x+y =5
6x + 3y = 15



Exemplo 8

Mostre que o sistema nao tem solucao

2x+7y =5
6x + 3y = 10



Solucao de um sistema de equacoes lineares

« Unica
Infinitas

Nenhuma



Teorema

Um sistema de m equacdes e n incognitas admite solucao se, e
somente se, 0 posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz
dos coeficientes.

Se as duas matrizes tém o mesmo posto p € p = n a solugao sera
unica.

Se as duas matrizes tém o0 mesmo posto p e p <n, podemos
escolher n — p Incognitas, e as outras p incognitas serao dadas em
funcao destas.



Exercicio 2

Encontre a solucao do sistema linear obtido no problema de trafego de

veiculos.

[ X +x,—40=0
X, + x5+ 20 —55 =0
Xy + x4 —x3—30=0

Xs —10 = 0

\



	Slide 1
	Slide 2: Otimização
	Slide 3: Otimização
	Slide 4: Tráfego de veículos
	Slide 5: Tráfego de veículos
	Slide 6: Tráfego de veículos
	Slide 7: Circuitos elétricos
	Slide 8: Circuitos elétricos
	Slide 9: Estruturas metálicas
	Slide 10: Estruturas metálicas
	Slide 11: Tripulação de voo
	Slide 12: Sistemas de equações lineares
	Slide 13: Sistemas de equações lineares
	Slide 14: Objetivo
	Slide 15: Operações elementares
	Slide 16: Exemplo 1
	Slide 17: Matriz de um sistema linear
	Slide 18: Operações elementares sobre linhas
	Slide 19: Matrizes linhas equivalentes
	Slide 20: Matriz triangular superior
	Slide 21: Estratégia
	Slide 22: Exemplo 2
	Slide 23: Exemplo 2
	Slide 24: Matriz escada
	Slide 25: Exemplo 3
	Slide 26: Exemplo 4
	Slide 27: Exemplo 5
	Slide 28: Exemplo 6
	Slide 29: Posto de uma matriz
	Slide 30: Exercício 1
	Slide 31: Solução
	Slide 32: Posto de uma matriz
	Slide 33: Exemplo 7
	Slide 34: Exemplo 8
	Slide 35: Solução de um sistema de equações lineares
	Slide 36: Teorema
	Slide 37: Exercício 2

